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SALVATORE DE BENEDETTI 



Cento e trenf anni dalla discesa de' figliuoli d' Israel in Egitto , a capo 
dello sessagesimo da poi che era morto Gìoseffb^ lo Faraone ebbe uno sogno: 
ed ecco in esso sogno stargli dinnanzi uno vegliardo il quale tenea in mano 
una bilancia^ e fatto ire suso in uno de' piatti della bilancia tutti gli abitanti 
d'Egitto^ uomini donne e bambini, e^ ponea nell'altro uno agnello; e lo agnello 
tatti quegli Egiziani si vincea di peso. Egli era stupefatto e volgea neir animo 
molto strane cose a gran visione siftatta. E come si fu del tutto desto, ed 
ecco lo sogno, si ragunò. tatti li savi d'Egitto e tutti li magi, e loro narrò 
suo sogno. E tutta la gente dello sogno cotanto s* impaurirono ohe uno 
delli duci venne in presenza dello re, e in' faccia a lui disse: codesto sogno ò 
allo Egitto gran ria ventura e spavènto. Ma che è egli? disse lo re. E quei 
rispose: uno figliuolo fra i figliuoli d'Israel è per nascere, il quale tbtto Egitto 
trarrà a ruiila. Laonde, messere lo re, io ti darò buon consiglio: che tu comandi, 
ogni figliuob fra gì' Israeliti nascituro s' abbia a uccidere^; e aSòra per avven- 
tura sarà ohe lo sogno non si compia. E e' parve buono il discorso agli occhi 
delle Faraone a agli oòcht de' servi bxx^ì, quello re d' Egitto chiamò le rac^ 
coglitrici ebree e loro disse: come farete partorire le donne ebree, si vedrete 
sulla seggiola, se saravvi uno figliuolo e lui ucciderete, e se figliuola e si 
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2 DEBEVSDITTI 

vìvrà. Ora le raccoglitrici videro come quelle altre V erano fiere donne , 
alle fiere appunto simigltanti, e che di raccoglitrici non aveano mestieri. E 
comandò lo Faraone a tutto lo suo popolo così: ogni figliuolo nascituro nel 
Nilo gitterete e ogni figliuola lascerete vivere. Si tosto come i figliuoli 
d' Israele ebbero, udito siffatta cosa che lo Faraone avea imposto^ del gittaro 
li figliuoli nel Nilo, parte di quel popolo dalle sue donne si separarono^ e parte 
alle sue congiungevansi per generare figliuoli, e elleno poi i nati su per li campi 
abbandonavano. Ma lo Eterno il quale già ai padri loro avea fatto sacramento 
di rendere loro sementa simigliante alla polvere della terra, inviava a que* bam- 
bini i suoi angioli, a lavarli, a spargerli d' unguenti, a fasciarli, e a porre loro 
accanto due pietre levigate, dall'una delle quali egli succiavano latte, e dal- 
l' altra nutriansi di miele. E e' facea loro crescere i capelli sino a' ginocchi 
perchè se ne coprissero; e in sua pietate per loro, dilettosa e dilicatamente 
crescevali. E tanta e tale si fu per loro la pietate di Dio benedetto, e cosi 
divisava egli farli sulla faccia della terra moltiplicare, che comandò al suolo 
dappertutto li ricettasse, e, finché e' fosseix) del tutto cresciuti, guardasseli. E 
poscia il suolo apria la bocca e rigettavali, e elli fioriano come l'erba della 
terra. Elli ritornavano ciascuno al padre suo e alla famiglia sua e loro ricon- 
giungevansi. I quali faceano tuttafiata celle sotterra e ve li rimpiattavano, si 
che gli Egiziani loro aravano sul dosso, ma offenderli e' non poteano, secondo 
sta scritto: € Sul dosso m'hanno aralo gli aratori ^ hanno fatto lungo 
il solco (0 »• 

E' v' ebbe in Egitto uno levita di nome Amram, figliuolo a Caat, 
figliuolo a Levi, figliuolo a Israel. Il quale si menò in moglie Jochebed zia sua, 
e la donna ingravidò e partorì una figliuola alla quale impose nome Maria, 
però che a quei tempo gli Egiziani figliuoli di Cam aveano incominciato ama- 
reggiare a que* d' Israello la vita. Ella ingravidò ancora e partorì uno 
figliuolo al quale impose nome Aronne, però che ai di della gravidanza lo 
Faraone avea incominciato versare in terra il sangue de* loro maschi, e 
taluni nel Nilo n* avea fatti gittare. Ma lo Eterno piegando ver questi a 
pietate, ninno pure di quelli eh' erano gittati nel Nilo si mori, e dallo Santo 
( benedetto lui! ) loro venia l' alimento. E quelli che aveano gittati su per 
li campi y nutrianli gli angeli del ministerio celeste, e recavanli ai padri loro, 
fatti giovani adulti. Ma tosto come fu udito lo comandamento dello re e sua legge 
dello gittare i bambini nel Nilo, e parecchi della gente del paese dalle sue donne 
separaronsii si anco Amram dalla sua separossi. Egli avvenne a quel tempo, 
a capo di tre anni^ che lo spirito divino si fae sopra Maria, la quale profetò 
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dentro di casa: ecco està fiata uno figliuolo dee nascere adi parenti miei, 
il quale salverà i figliuoli d' lardello dalle mani degli Egiziani . E egli 
avvenne pure che Amram allo udire le parole della fanciulla , la donna sua, 
dalla quale (re anni innanzi al tempo dello rio decreto s* era separalo, ripi- 
gliossi. E si fu in capo a tre mesi che Jochebed ingravidò e partorì uno 
figlinolo; e neir ora del nascimento di lui, tutta la casa riempiasi di luce, 
simigliante alla luce del sole e della luna nello spuntare. E veduto eh* ebbe 
la donna suo nato bello e amabile in vista^ tennelo tre mési nella sua camera 
da letto rimpiattato. In quei dì tutti gli Egiziani concepirono maligno disegno 
per trarre li Giudei tutti a perdizione. Le Egiziane se ne givano su quel di 
Goscen dove gì' Israeliti erano, recandosi sulle spalle i piccini che non si 
sapeano ancora favellare. E ogni donna d'Israello nel partorire uno maschio, il 
nato innanzi agli Egiziani rimpiattava, perchè quelli neppure V ora del suo 
parto non sapessero e questo non le spegnessono. E le Egiziane veniano a 
Goscen e lor nati con esse; e come V erano intrate in casa le Ebree^ laddove 
Io bambino egiziano balbettava in sua favella, lo bambino ebreo rimpiattato 
nella camera da letto della madre sua, rispondeagli conforme V uso di lui e 
la favella. E le Egiziane si giano a informarne i mariti e i mariti lo re, e lo 
Faraone inviava lo giustiziere suo il quale pigliavasi i bambini . Or tre mesi 
circa da poi che Jochebed avea partorito il bambino, egli avvenne che il fatto 
a corte lo Faraone fu conosciuto. Ma la donna innanzi che venissero li berrò- 
Vieri, avaccio pigliò una cesta di papiro, e postovi dentro il bambino, quella 
pose tra le alghe sulla spiaggia del Nilo, e intanto la sìrocchia si stava quiritta 
da lontano. E il Signore inviò per tutta la regione d'Egitto si gran caldura 
e alidore che ardeano le carni alla gente come fa lo sole in sua maggiore 
potenza, da cotanto ardore egli erano tormentati. E scese la figliuola dello 
Faraone a bagnarsi sulla spiaggia del Nilo, merco di quella caldura, e le sue 
donzelle sur un braccio del fiume passeggiavano, ed anco tutte l'altre Egiziane 
secondo cotal loro costume. Or la figliuola dello Faraone vide la cesta galleg- 
giare sulla faccia delle acque, e inviata P ancella a pigliarla, Y aperse e vide 
il bambino; e le donne egiziane che passeggiavano sulla spiaggia del Nilo 
veniano per dargli latte, ma e' non volea da quelle poppare. Lo che derivava 
dal Signore per far ritornare lui alle poppe della madre. Or la siroccbia di lui 
disse alla figliuola dello Faraone: ho io da ire a chiamarti una nutrice fra le 
Ebree? Va, quella rispose, e ella se n'andò per la madre, alla* quale quella 
disse: reca teco questo fantino, allattalo per me, e io darpnne tua mercede, 
doe sicli d'argento il di. E a capo di du' anni compiuti, la madre riportoUo 
alla figliuola dello Faraone alla quale e* divenne figliuolo, e questa gì* impose 
nome Mosò, però che, disse, dall'acque i' Tho tratto. Il padre suo nomoUo 
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Cheber, però che mercè di lui egli alla donna sua s'era ricongiunto. La 
madre il nomò Jecutiele però che delle sue proprie mammelle avealo nutri- 
catOy la sirocchia Jered^ perch' eli' era scesa a lui sullo fiume per vedere 
che cosa finalmente ne fusse. E Aronne l' appellò Abizanoach però che babbo, 
dicea, avea abbandonato mamma^ ma poscia mercè di cosini con seco la fé' 
riabitare. E Caat suo avo chiamollo Abigador, però che mercè di lui il 
Signore ebbe, posto riparo alla ruina d'Israele, si che gli Egiziani non erano 
tornati a gittare nel Nilo i bambini. E una sua nutrice chiamollo Abissoco 
però che il Signore in suo ricovero lui all' offesa degli Egiziani avea sottratto; 
gV Israeliti appellaronlo Scemahia ben Netanel, che a' suoi dì il Signore loro 
grido avea ascoltato. 

L' anno terzo dallo nascimento di Mosè, una volta lo Faraone sedea a 
mensa per cibarsi, e la reina stavagli da destra, e Bitia sua figliuola da manca, 
e i capitani e i servi suoi stavangli dinnanzi, e il fanciullo sedeva accanto a 
Bitia figliuola dello re. Ora il fanciullo stende la mano, e, tratta di capo allo 
re la corona, se la pone sul capo. E Io re e i capitani a tal fatto atterriscono, 
e guardansi Tun l'altro stupefatti. Balaam indovino, uno de' capitani dello re 
e de' consiglieri suoi, messere lo re, prese a dire, ricorditi lo sogno che avesti, 
e che lo tuo servo t'ha interpetrato. Non sai tu che. codesto fcinciullo è de' nati 
degli Ebrei? E in lui è divino spirito, e di sua scienza ciò ha fatto, e questo 
è, il quale metterà Egitto a terra. Laonde avaccio comandi lo re che il capo 
gli sia mozzo. E il consiglio parea buono agli occhi dello re e de' suoi servi. 
Ma Iddio benedetto inviava l'angiolo Gabriele in sembianti d'uno delti capitani 
e amici dello re, il quale disse lui : e' non è punto buono il consiglio del far 
morire persona innocente, come codesto fanciullo è, il quale non ha in se 
conoscimento. E se cosi è, comanda tu gli rechino dinnanzi una pietra preziosa 
e una bragia infocata; e s' ei stende la mano e si piglia la pietra preziosa, 
manifesto è lui avere in se conoscimento, opperò essere reo di morte, e faccia- 
sene giustizia; ma se stende la mano e dà di piglio nella bragia, manifesto è 
non essere in lui conoscimento e dee sciogliersi. Considerato, eh' ebbero li savi, 
e' dissero bene sta; e gli recarono dinnanzi la pietra preziosa e la bragia. E 
il fanciullo stendea la mano per pigliarsi la gemma, ma l' angiolo diegli nella 
mano di pinta, si che e' la trasse indietro, e pigliò la bragia, e recatasela 
dinnanzi, colle labbra e alquanto della lingu:^ toceolla, onde ne divenne tardo 
di bocca e di favella, ma per cotal modo campò. Ora lo re tenne co^ cdnsigJieri 
suoi configlio, e dicea: come adopereremo noi con la famiglia d'Israello, i quali 
vanno ogni di moltiplicando? Fanne quello che a te piace, rispondeagli la donna 
siut; non è egli tua tutta la terra? Ma Balaam si rispose allo re: non sa' tu 
forse essere tutte le opere <li tutta codesta gente di astuzia e froda ripiene? 
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Giacobbe patriarca di costoro ingannò Esaù suo frale e gli tolse la primogeni- 
tura, e venuto al padre con inganno, ne cavò la benedizione, poi si rifuggi a 
Labano il quale gli die le due figliuole in mogli, e egli lo peculio e tutti quanti 
i famigli predògli. Isacco loro patriarca peregrinando in Cerar fé* inciampare 
la gente del loco rispetto alla donna sua, col dire: eli' è mia sirocchia, e tolti 
loro tutti i beni e la pecunia, andossene. Né altrimenti adoprarono i figliuoli di 
Giacobbe con Sichem e Hemor, ai quali avendo detto di circoncidersi e questi 
circoncisonsi; e lo terzo die quando e' si stavano indolenziti, gli vennero addosso, 
misopo loro a filo di spada, e tutti gli averi suoi a sacco e ruba. Ed ora se tu a 
me da' retta, non mettere costoro a filo di spada, bensì moltiplica loro cosi dure 
vessazioni eh* egli da so abbino a finire. E questo agli occhi dello Faraone e 
de' servi suoi era parso buono . Ma Jetro da Madian lui prese a dire : bene 
avverti, messer lo re, ninno mai il quale abbia posto le mani addosso a costoro, 
andare impunito. Non sa' tu o non ti venne udito lo che accadde allo Faraone 
per avere -tolto ad Abramo Sara sua donna, e all'altro pure che si tolse quella 
d' Isacco, lo che accadde alli quattro re, mercè dello figliuolo d' un fratello 
d' A bramo, lo che accadde a Labano? Nullo uomo fu mai il quale abbia posto 
loro impune le mani addosso. Ma lo re si sdegnò forte contro Jetro da Madian; 
fuggiti allo tuo paese,, gli disse^ e quegli partissi. 

Or dopo che il Signore ebbe salvo il fanciullo Mosè si che gli Egiziani 
non r ebbero morto, questo era a corte con vesta regale e gemma sul capo, 
e tutti i principi regali lui innalzavano. Ma a capo di quindici anni che Mosè 
era cresciuto in casa lo Faraone, gli venne vaghezza di rivedere l'uno e l'altro 
suo parente, e ne considerò le gravezze. E gli venne veduto uno Egiziano 
percuotere uno Ebreo de' fratelli suoi. B egli avvenne che il percosso veggendo 
Mosè corse a lui per aiuto, però che Mosè era in corte dello Faraone grande 
9 onorato. E costui gli disse: messere, questo Egiziano mi venne in casa la 
notte, legommi, e osò colla mia donna sotto gli occhi miei, ed ora e' cerca di 
tormi la vita. Tosto che ebbe udito Mosè il tristo fatto, si volso qua e là, e 
visto non esservi persona, percosse lo Egiziano, liberando Io Ebreo da colui 
che percotevalo. Mosè ritornossene a corte e lo Ebreo a casa sua, il quale a 
casa ritornato, disse di ripudiare la donna sua, non essendo convenevole lo 
usare con lei, dacché era stala corrotta. La donna andò liferirlo a' fratelli, e 
i fratelli cercarono di torre di vita colui, ma e' se n'andò a salvamento. 

Egli avvenne il di seguente che M^sè ito faori a' fratelli suoi, vide due 
Ebrei rissare, e disse a quei eh' avea il torlo, . perchè batti tu il compagno? E 
quei rispose: chi t' ha posto a principe e giudice sopra noi? Dire»tù d'uccidermi, 
come hai ucciso lo Egiziano? Lo Faraone udito codesto fatto, cercò di torre 
di mezzo Mosè, e già avealo consegnato al carnefice, ma la spada su lui fu 
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impotente, che lo S. (b. 1.) fegli tal miracolo perchè la cervice gU divenne simi- 
gliante a colonna marmorea. Egli è appuiiU) ciò che disse Mosò allorché nacque 
Eliezer: € Che lo Iddio di mio padre fu in mio soccorso e salvommi dalla 
spada dello Faraone (^)>. Ed è ciò che diceagli lo S. (b. 1.) allorché ricu<^ 
sava lo messaggio divino, e rispondea: manda per chi sei uso mandare: € Chi 
ha egli posto la bocca all' uomo (*) »? Cioè chi t' ha egli insegnato favellare 
quando eri giudicalo dinnanzi allo Faraone, per lo Egiziano? « o chi rende 
mutolo (') >? Chi rese egli mutolo lo Faraone il quale non persistette nel 
comandamento dello tuo eccidio? < o sordo (^) »? o sordi, li servi di lui i 
quali lo suo comandamento d' ucciderti non ascoltarono? Chi li fa' ciechi si che 
non ti videro, come fuggisti dalla metropoli, e avesti scampo? — E come operò 
egli il Signore? Inviò Michele duce della milizia celeste, in sembianti del capo 
de' giustizieri, e quegli impugnata la spada, lo capo de' giustizieri stesso il 
cui sembianti in quello di Mosò s' era converso , trafisse : e Y angiolo poi 
afferrato Mosè per mano, il trasse fuori d'Egitto, e oltre il confine egiziano, 
discostone tre di di cammino, il depose. 

Ora era rimasto Aronne solo dentro Egitto a profetare, e ai figliuoli 
d'Israello cosi favellava: « gittate via ciascuno le abbominazioni che ha sotto 
gli occhia e cogV idoli vituperevoli d' Egitto non vi contaminate Q) ». Ma 
poi, questo sta scritto: « E nbellaronmisi quei della casa d^ Israel, né vollero 
dar retta (•) »; e lo Eterno < avea detto di sterminarli, se già non fosse stato 
Mosè lo eletto suo Q) », ma ricordò lo patto d' Àbramo , d' Isacco e di Gia- 
cobbe. Or la mano dello Faraone si fe^più forte contro quelli per tormentarli; 
e sempre andava inasprendo su' figliuoli d' Israello e opprìmevagli, fino a tanto 
che Iddio inviò la sua parola e visitoUi. E tosto che Balaam si fu avveduto, 
suo consiglio non essere stato seguito, né posto in atto lo comandamento di 
trarre a fine i figliuoli d' Israello, conforme al mal disegno ch'egli avea con- 
cepito, d' Egitto partissi, e n' andò al re Nicano co^ due figliuoli suoi Janes e 
Mambres; lo qual re Nicano è lo re d' Idumea. A quei di fra gli Etiopi e gli 
Orientali era guerra, e quelli fecero a questi molti prigionieri, e questi a 
fronte degli Etiopi furono oppressi. 

Or avvenne che uscendo Nicano a oste contro gli Orientali lasciò lo 
indovino Balaam figliuolo di Labano sirio e i due figliuoli di lui Jajies e 
Mambres a guardia della cittade, e eglino insieme alla più povera plebe del 
paese vi dimorarono. E Balaam congiurò colla gente del paese per ribellarsi 
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allo re Nicaao, e non lasciarlo più rientrare in città^ e la gente del paese 
die rotta a colui ^ gli giurò fede, lui fece suo re^ il quale diputò sopra quella 
i figliuoli suoi, a capitani delle milizie in capo al popolo. 'É egli eressero 
muraglie dai due lati della cittade, e dal terzo cavarono innumere fosse^ e 
poservi le acque del fiume che circonda tutta la regione etiopica, e dal quarto 
lato rai3Colsero per via di loro incantagioni, serpenti e scorpioni in gran 
copia, • a tal che ninno più uscìa dalla cittade e ninno v' intrava. Or avvenne, 
al ritornare Nicano con tutti i capitani della milizia dall' oste , che alzati gli 
occhi e veduta la muraglia della città tant' alta, si guardarono V un V altro 
stupefatti, e diceano fra loro : codesti della cittade avendo veduto come noi 
tanto a oste indugiavamo, gli hanno innalzato la muraglia della cittade e for- 
tificatala, perchè loro non vengano i re di Canaan. Ma egli avvenne pure che 
accostatisi alla cittade e viste «errate le porte, intimarono alli portinai d' aprir 
loro per intrarvì . Ma li portinai, per comandamento di Balaam indovino, 
d'aprire si niegarono' e a quelli lo intrare non concessero. Laonde quelli 
ordinarono la zuffa alle porte della cittade , ma dello esercito di Nicano 
caddero da cento trenta uomini. Lo di seguente avendo elli combattuto di qua 
dal fiume, inviarono trenta cavalieri sopra loro cavalli lunghesso la corrente, 
ma sprofondati entro le fosse perironvi. Lo re comandò di fare foderi onde 
valicare, e fecerli; ma venendo ai lochi delle fosse le acque faceansi vorticose, 
tal che anco quel di dugento uomini sprofondarono. 

Ei si fu allo terzo die che vennero dal lato dov' erano li serpenti e le 
vipere, ma intrare in città non poterono, e n* ebbero morti dai serpenti settan- 
tasette. Però cessarono loro assalto contro la cittade, ma quella tennero stretta 
d'assedio nove anni, sicché ninno n'uscisse o intrassevi. E' fu durante lo assedio 
contro la cittade etiopica che MosA fuggitosi d'Egitto venne a campo da Nicano re 
d'Etiopia. E Mosò era di sua etate a trent'anni quando ci venne, e gli erano nove 
anni che Nicano tenea lo assedio. E Mosò andava e venia cogli assedianti^ e trovò 
grazia agli occhi loro, e lo re e i capitani e tutto lo esercito combattente amaronlo, 
però ch'egli era venuto crescendo^ e la bella sua statura a quella della palma 
ngnagliavasi. E lo re Y amò forte, e lo pose a capo della milizia, e stettero quivi 
molt'anni, finché infermatosi re Nicano morissi. E li servi suoi diceano: che fare- 
mo coi? Se partiamo dalla ci<tade, e* ci correranno dietro e notra famar spegne- 
ranno. Laonde ci giova anzi il morire nello assedio, che non il ridurci in 
patria, come gente svergognata ci si riduce. E insieme diliberarono far regnare 
sopra loro Mosò, però che nel popolo a lui simigliante non v' era; e cosi 
fecero.. E di più diedero a Moeè la signora, donna a Nicano; ma Mosè dello 
patto dell* Eterno Iddio ano ricordevole, a lei non accostossi, anzi fra se e 
lei pose una spada per non commettere peccato con ella. Ora e' fue allo tefzo 
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di cb* ei regnava , che i servi suoi gli dissero: danne consiglio e comanda- 
mento del che ci abbiamo noi a fare; però che già da nove anni le nostre 
donne e i figliuoletti non abbiamo veduto e di vederli ci struggiamo. Se a 
me date retta, loro rispose Mosd, farete bene, e ritornerete alle vostre case 
in pace. E soggiungean elli: tutto quanto sia tu per imporci, e noi faremo. 
Ite al monte, diss' egli» e pigliatevi ciascuno de' pulcini della cicogna, e elli 
girono avaccio e cosi fecero. E disse loro: questi allevate a fare, la caccia a 
mo' degli sparvieri , e cosi pure fecero . E poi soggiunse loro : cavalcate 
ciascuno lo suo cavallo, e vestite corazze, e pigliatevi ciascuno le proprie 
armi, e venite dietr* a me da quel lato dove sono li serpenti; e tosto come li 
serpenti sbucheranno fuori, si gittate sopra loro li cicognini che divorerannoli, 
e noi e' impadroniremo intanto della cittade. E facendo appunto cosi, si acco- 
starono alla cittade e la misono a filo di spada. E visto ch^ ebbe Balaam di 
Behor la cittade essere stata presa, fece cotali stregonerie e incantamenti perchè 
egli e i figliuoli si volarono per V aere e si fuggirono alla Faraone in Egitto, e 
stati alquanto con esso, a sue dimore si ritornarono. Ed essendosi '1 popolo 
avveduto come lo re gli avea salvi, e per lo acconcio consiglio di lui la città 
era stata presa, amaroulo sommamente. E Mosò fue timorato dello Etemo 
suo Dio, e dagF istituti de' padri suoi Abramo , Isacco e Giacobbe ( pace su 
loro!) non si ritrasse né a destra ne a manca. E lo tempo in che Mosè sulla 
cittade etiopica ebbe regno, si fa di quarant' anni. 

E egli avvenne uno di eh' egli stavasi seduto sul trono e la reina 
accanto^ che la reina disse alli capitadi; ve'qual re su '^oi avete posto! Egli 
ha quarant' anni che a me e^ non s' è accostato. Laonde vo* avete a pouere 
sopra voi a re lo figliuolo del signor vostro Nicano al quale si pertiene la 
ragione della signorìa, né lasciar regnare sopra voi uomo straniero. Tutti i 
capitani degli eserciti dissero dunque a Mosè: tu agli occhi noalri ottimo sei, 
ma tutta la gente della provincie diliberano di far regnare sopra se lo figlinolo 
del loro signore. Laonde pigliati ricchezza e averi, e vattene da noi e ritorna 
alla tua patria in pace« Mosè se n'andò al paese di Madian^ e si stava 
presso al pozzo. € E lo sacerdote di Madian s* avea sette figliuole. Or elle 
vennero ad attingere acqua, e ne riempirono gli abbeveratoi per abbeverarne 
la greggia del padne. E arrivati i pastori caodaromle, e levatosi Mosè 
soccorrevate e ne abbeverava la greggia* E, elle ne vennero al "padre loro 
Raguele, il quale disse: perchè tanto vi siete avwdate a rHornare^ oggif 
E elle risposero: uno Egiziano ci ha liberato dalle mani diff pei^sto^iy ed ha 
pure attinto molto per noi e. la greggia ha abbeverato. E quegli disse alla 
figliuola: e dov' è egliì Oh perchè avete lasciato là costuif Chiarhatelo che 
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piffti cibo. E Afose si fu ben contento di abitare con quesf uomo (^)». Disse 
lai Ragueie: onde vieni? Qaal è tua terra? E di qual gente se' tu? V sonò 
Mosè, risposegli, e ogni cosa narrògli che in Egitto eragli incontrata. Allora 
Jetro disse in cor suo: costui è che ha steso la mano sulla corona regale.' 
Pigliamolo e rimettiamolo in mano allo Faraone. E comandò fosse tenuto a 
scarso pane e a stento d' acqua. Ma Mosè avea trovato grazia agli occhi di 
Sefora figliuola di lui la quale ne fu mossa a piotate, si che ogni di fornivagli 
pane e vitto. E qui e' dimorò sett' anni. E' si fu a capo di sett' anni che 
Sefora disse al padre: quello prigioniero rinchiuso che da tanti di ed anni hai 
gittato in carcere, non vuo' tu cercar di lui? Però che ogni di e' grida contro 
di te allo Iddio suo, e tu n^hai colpa. E dissele Jetro: chi ha udito mai cosa 
simile? Uom che non ha da tant^ anni né mangiato, né beute, sarà egli 
tuttora in vita? Andarono al carcere, e ritrovaronlo ritto in pie che facea 
orazione al suo Dio, e trassernelo fuori . 

Jetro a quei di ordinò si mandasse fuori uno bando per tutte le 
sue terre: chiunque perverrà a stiantare la verga piantata n^I su' orto, e' gli 
darà Sefora sua figliuola in moglie. E bene veniano re e principi grandi 
e valorosi, ma la verga disvellere e' non poteano. Ma dopo eh' egli avea man- 
dato Mosé fuori del carcere, questo passeggiando per Y orto, vi scorge ritta 
in terra la verga, la quale era di diamante, e portava lo nome ineffabile sopravi 
inciso. Mosé pone la mano sulla verga e incontanente di là ov' era la disvolle^ e 
come qualunque verga gli resta in mano, e con questa in mano e' se ne ritorna 
a casa. Jetro veggendogli la verga in mano si rimase grandemente stupefatto, 
e 9enza più gli die la figliuola Sefora in moglie. La quale gli partori uno 
figliuolo cui egli impose il nome di Oerson. E Mosé come usci del carcere^ 
era di sua etate a settantasett' anni. Sefora tenne la via delle sante donne, 
di Sara, di Rebecca, di Rachele e di Lia, anzi tenne la via del Signore, come 
il marito Mosé aveale comandato. 

Or Mosé pasturava la greggia di Jetro allorché lo Eterno decretò di 
richiamare lo sacramento fatto ad Abramo, a Isacco e Giacobbe, e apparve a 
Mosé nello roveto divino, e inviollo allo Faraone per operare segni e prodigi: 
E quello ritornavasi allo suocero e diceagli: i' debbo partire e ritornarmene 
a' fratelli che sono in Egitto, e pigliava seco la sua donna. E egli era per 
viaggio ad albergo, allorché lo Eterno gli fu incontro per lo fattoi del nok 
esser» ricordato lui di drconoidere '1 figliuolo. E* si gittava dinnanzi all'angiolo; 
ma Sefora die di piglio a una selce di quelle selci più taglienti, e oit-eoncfsi 
Io figlinolo, campando dalle mani deirangiolo marita e figliuolo-. ^ Oì^^h Eternò 

(•) Esod. II, <6— «1. ' ') 
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disse ad Aronne: va incontro a Mosè nello diserto, e qilegli andò, e 
incontratolo presso* lo monte del Signore, baciollo (0 * • E Aronne alzaci gH 
occhi vide i figliuoli di lui e la donna sua, e disse: chi sono egli codesti 
tuoi? E rispondea Mosè ad Aroune: •' sono i nati di cui m'ha grazialo il Signora 
in terra di Madian . Lo che parve agli occhi d' Aronne assai trista cosa , 
e disse a Mosè: già pe' precedenti noi cotanto ci travagliamo, e tu vieni ad 
aggiugnerne altri? Però Mosò disse alla donna sua di ritornarsene a casa il 
padre, e ella il fece. E dopo ciò Mosè e Aronne se ne vennero in Egitto e 
intrarono in casa lo Faraone. Ma alla porta di casa dello Faraone eranvi due 
leoni per paura de^ quali nullo uomo potea acccstarvisi, però eh' e' sbranavano 
quanti loro veniano veduti, finché venia il loro governatore a torli via. E 
come ebbero udito essere venuti Mosè e Aronne, i guardiani de' leoni per 
consiglio di Balaam indovino e de' magi d'Egitto sì scatenaronli, lasciandoli 
alla intrata della porta . Ma pervenuti Mosè ed Aronne all' intrata della 
porta, Mosè distese sui leoni sua verga, e quelli gli si fecero incontro tutto 
gioiosi, poi gli andarono dietro, e alla presenza di lui ruzzavano al modo che 
ruzzano i cani co' padroni, quando e* ritornano dai campi. Sì tosto come lo 
Faraone ebbe questo veduto, egli e i servi suoi ebbero di quelli somma paura^ 
e dissero loro: che è egli codesto fatto? E che volete voi? E e' risposero: lo 
Iddio degli Ebrei ci è venuto incontro a ciò che ti diciamo: licenzia '1 mio 
popolo perchè a me serva. Lo Faraone disse loro: ritornate in presenza mia 
domani e darovvi risposta. E così operando, se n'andarono fuori. Dopo ciò lo 
Faraone chiamò li savi, li magi, gli arioli e gl'indovini, fra i quali Balaam, 
e loro disse lo re: così e così hanno detto a me quei profeti. Or Balaam 
dicea a quelli: come mai coloro s' accostarono alla porta e i leoni non. sbra- 
narongli? Rispose lo Faraone: sono venuti elli dinnanzi a' leoni, i quali anziché 
offenderli ruzzarono con loro come s'^e' gli avessero allevati, e gli faceano festa 
come fanno festa i cani a' padroni i quali gli hanno allevati da piccini. E 
rispondea Balaatp: eppure costoro non sono altro che a noi 8imigtianti« Manda 
dunque per loro, perchè insieme in tua presenza veniamo a prova. E e' mandò 
per quelli, e usciti Mosè e Aronne e i seniori d' Israel vennero in presenza 
allo re e gli ripeterono le parole già dette, e Mosè avea in mano la verga 
divina. E disse loro lo Faraone: e chi sarà che a voi porga fede? Mosè e 
Aronne qni venuti fecero cosi come lo Eterno loro avea detto, e Aronne gittò 
sua verga dinnanzi a Faraone e a' servi suoi, la quale divenne serpente. 
Lo Faraone avea chiamato li servi e li magi, i quali mercè de' loro irican- 
tesimi fecero altrettanto, e gittarono ciascuno sua verga , e divennero tutte 
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serpenti. Ma Io serpènte d'Aronne si levò suso per ingoiare i serpenti de' 
magi e ingoioUi . Or Balaam e i magi suoi rispoudeano: codesto non è pro«- 
digìo, e neppure cosa mirabile, o tragrande, io tuo serpente averci ingoiato 
il nostro, perocché in tutto '1 mondo è legge, uno animale i' altro iiygoiarsi. 
Se vuo' tu che riconosciamo, essere spirilo divino, gitta tua verga a terra, e 
se tua verga peranco di legno le nostre pure ài legno iugoierassi, e riconosceremo 
essere spirito divino con esso teco. E e* fecero appunto cosi: giltd ciascuno 
sua verga e doventarono serpenti, ma dopo che si furono ritornate legno come 
per lo innanzi erano, la verga d^ Aronne le altrui iugoiossi. Allora comandò 
lo Faraone recassersi tutti i libri d^ Egitto^ e per entro vi s' indagasse se 
mai lo nome dello Santo (b. 1.) vi si potesse riscontrare. £ indagarono e noi 
riscontrarono punto, però che quelli gli erano libri d'errore. Allora quegli disse 
a Mosè: i' ho rovistato per tutti i miei libri, ma lo nome dello vostro Dio non 
v' ho trovato. E e' diceano : lo Eterno Iddio degli Ebrei ò quello dal quale 
noi ci appelliamo. 

Allora soggiunse lo Faraone: Io Eterno alla cui voce i' ho da dar retta, 
chi ò egli? Egli è colui, rispose Mosò, che a noi ha imposto di gire tre giornate 
di cammino nello diserto, per fare a lui sacrifizio, a lui Eterno Iddio nostro. 
Però che dallo die che gl'Israeliti scesero giù in Egitto, a lui nullo sacrifizio 
abbiamo fatto. E se tu non ne dai licenza quante tribolazioni gravi e moltiplicate, 
e flagelli fra voi susciterà! E disse loro lo Faraone: e quaP è egli di codesto 
Dio la virtute e il valore? Egli è, risposergli, fattore dello cielo e della terra, 
della luce e della tenebra, del mare e della terra asciutta, e degli animali 
domestici e de' silvanni, e lo intero mondo innanzi a lui si scuote e trema! E 
tua virtude ei toglieratti e ti ritornerà polvere alla terra. E lo Faraope arse 
di sdegno contro quelli^ e, tutto codeste divinitadi, disse, non potranno fare già 
quel eh' ho fatto io: lo mio Nilo e me stesso. E cosi arse di sdegno che cacciolli 
e ordinò che loro il giogo venisse raggravato. E lo Eterno fé' venire sugli 
Egiziani dieci gravi piaghe estimate pari a dugencinquanta flagelli. 

Primo flagello, lo Santo (b. 1.) fé' loro venire addosso sangue. E perchè 
fé' loro venire addosso sangue? Però che gli Egiziani vietavano alle figliuole 
d'Israel di fare il lavacro di purificazione, cosi egli fé' venir loro addosso sangue. 

Secondo flagello, e' fò venire loro addosso le rane, le quali loro cascavano 
nelle madie, e nelle camere pinte e nelle camere da letto, e loro saltavano e 
gracidavano sino nelle viscere. E b flagello delle rane fu di tutti lo più duro. 
E perciò &* loro venire addosso le rane, però che gli Egiziani difseauo . agli 
Israeliti: ite per noi a pescare, però Te' lord venire addosso le r^pné; 

Terzo flagèllo, fé' venir loro addosso li. pidocchi, tanl' ititi '^ «al suolo 
quanto un cubito; e tosto come gli Egiaani vivestiansi di «^aaùi /:ptilitivi co^i 
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riempiansi di pidocchi. Però che gli Egiziani soleano dire agi' Israeliti: ile a 
spazzare, a scopare per noi le case^ i cortili, le piazze, però la spazzatura 
si converti loro in pidocchi. 

Quarto flagello, inviò loro addosso un miscuglio di lioni, lupi, lonze e 
orsi e altre bestie feroci che intravano in casa gli Egiziani. E' serravano le 
porte delle case^ ma lo S. (b. 1.) inviava una fiera dalla terra, la quale appellavasi 
Silonide, ed intrata per la finestra spalancava le porte onde intravano gli orsi, 
Je lonze, i lioni e i lupi; e gli Egiziani e sino i bambini nella culla si divo- 
ravano. E perchè fé' loro venire addosso codesto miscuglio? Però che gli 
Egiziani diceano agi' Israeliti: ite a pasturare le nostre bestie. Cosi fé' loro 
venire addosso e codesto miscuglio e la pestilenzia, perchè tutte le bestie sue 
si morieno. E questo ò lo quinto flagello. 

Sesto flagello, fé* loro venire addosso le fistole, sugli uomini e sulle bestie. 
E perchè fé' loro venire addosso le fistole? Però che gli Egizii diceano ( agli 
Israeliti): apparecchiateci bagni per recarci al corpo e a tutta la persona 
volutlate. Però fé' loro venir addosso le fistole ad accalorarne le carni, perchè 
per lo gran pizzicore tutto '1 corpo s'andavano graffiando. 

Settimo flagello, fé' loro venire addosso la gragnuola. E perchè fé' loro 
venire addosso la gragnuola? Però che gli Egiziani diceano agi' Israeliti : ite 
ad arare e a seminare li campi nostri, però fé' loro venir addosso la gragnuola 
che le piante e le sementi guastasse. 

Ottavo flagello, fé' venir loro addosso la locusta, dai denti simili ai denti 
dello lione, e dai mascellari simili alll mascellari d' uno lione più fero. E perchè 
fé' loro venir addosso la locusta? Però che gli Egiziani soleano dire agl'Israeliti: 
ite a piantarci alberi e guardatene i frutti. Laonde fé' venire loro addosso la 
locusta, a ciò che quanto della gragnuola era rimasto, si divorasse. 

Nono flagello inviò sopra loro la tenebra della geenna, per lo denso 
della quale chi si stava a sedere levarsi ritto non potea , e chi si stava ritto 
non potea sedersi. E perchè fé' venir sopra loro la tenebra? Però eh* e' v'avea 
in Israele peccatori, e lo S. ( b. 1. ) procacciò in quei tre di della caligine di 
farli perire, a ciò che gli Egiziani non avessero a vedere la caduta d'Israeliti 
a a gioirne. 

Lo decimo flagello si fue Id flagello de' primogeniti. Or dissero i dottori 
nostri di benedetta memoria: innanzi che il Signore fesse venire sugli Egiziani 
codesto flagello, Mosè si recò allo Faraone e dissegli: sappi che i primogeniti 
d'Egitto gli lianno a morire stanotte. Quegli prese a &rne le beffe. Quanti, 
dieta, avrà egli primogeniti in Egitto? Manco trecento. Ma quegli stolti non 
ai sapeano eh' ei gli erano primogeniti tutti, imperocché siffattamente immersi 
gli erano Adla lussuria, che riesciaoo bastardi. tutti, e ciascuno, quanto allo 
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•uo genitore, primo aato. Laonde Mosò si recò ai pritnogeniti e disse loro: 
così ha detto lo Eterno: come sia mezzanotte io esco in mezzo airEgitto, e 
ogni primogenito in terra d'Egitto e' si morrà. Incontanente ognuno di quelli 
n' andò ai genitori. Avvertite, diceano, che tutti quanti i flagelli che predisse 
Mosò egli vennero tutti. E ora e' dice: ogni primogenito in terra d'Egitto si 
morrà. I genitori loro risposero con dire: ite allo Faraone, ch'egli è primo- 
genito. Se u' andarono incontanente allo Faraone e dissergli: lascia ire codesta 
gente; che se tu nolla lasci ire stanotte stessa, tutti i primogeniti d'-Egitto e' si 
morranno. E chi v'ha detto di venire con meco a parlare? disse lo Faraone. 
I padri nostri, risposero, ce l'hanno detto. Ite, diss'egli, e uccidete ciascuno 
il padre suo. V dico: o la mia persona o le persone (de' nemici) d' Israele deon 
uscire di vita, e voi mi dite di lasciarli ire? Che fecero egli i primogeniti 
d'Egitto? Dier di piglio ciascuno alla spada, secondo lo comandamento dello re, 
e i propri loro genitori uccisero, secondo ciò eh' e' fu detto: « (Rendete grazie) 
a Colui che percoteva gli Egiziani pei loro primogeniti 0) » • E dopo ciò a 
mezzanotte percosse fra loro tutti i primogeniti degli uomini e degli animali, 
e persino alcuna immagine loro dipinta, dallo S. (b. 1.) era cassata. E gli Egi- 
ziani diedero in prestanza agrisraeliti argento e oro, e cavalli, e vesti e panni, 
cosi appunto come lo S. (b. 1.) avea dettò ad Abramo: ^Ed anco la gente ch'egli 
serviranno io punirò^ e dopo ciò egli usciranno con divizia grande (') ». E 
ò detto dopo: € E C^^J ^^ f^ uscire con argento e oro, e non v'aera nelle sue 
tribù alcuno fiacco (') » 



E se ne partirono per lo diserto. E molte genti erano uscite con elli e 
molti avveniticci andarono su insieme, e se ne stettero nello diserto. Ma la 
turba avvenitiecia disse: non ha egli detto Mosè: « tre giorni di cammino 
abbiamo noi a ire nella diserto (^) »? Laonde dimane vogliamo noi levarci 
insieme di buon mattino; se quegli altri si ritornano, bene sta^ se no, verremo 
noi con elli a zuffa. Venuta la dimane e' dissero a Mosò che in quello di 
festeggiava: da poi che i tre di sono scorsi, noi ce ne ritorniamo. Mosè gli 
rispose: Io Eterno ci ha detto: € coloro non rivedrete voi mai piit in etemo (^)». 
Dissero egli: voi al signore vostro avete rotto fede, e incontanente attaccarono 
cogli altri zuffa. Levatisi gì' Israeliti ne fecero grand' eccidio, e i rimasti se 
n'andarono a informare lo Faraone come quello popolo si fuggia. E lo 
popola d* Egitto venuto giù, raggiunse gì' Israeliti che si stavano a campo sul 
mare. 



(0 Salai. CZXXVI, iO. («) Genes. XV, 14. e) Salm. CV, 37. 

(«) Etoà. VUi, 13. e) BMd. XIV, 13. 
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Dissero i dottori nostri di benedetta memoria: in quel punto che gK 
Egiziani seguitarono Israel, e Israel gli ebbe veduti, questo fu colto da tanta 
paura,, da tanto tremore, eh* ei si potea comparare a colomba, la quale si 
fosse fuggita dal nibbio, ma pervenuta a suo nido, uno serpe vi ritrovasse. 
Cosi gl'Israeliti nel punto che gli Egiziani loro furono visti , e' dissero a Mosè: 
o Mosé, nostro maestro, dove' ce n'andremo noi cogli Egiziani dietro e lo mare 
dinnanzi? Quindi levarono gridi piangendo, e Mosè piangea con elli. Di subito 
allo S. (b. L) andarono le viscere sossopra, e disse a Mosè: perchè a me gridi 
tu? r ricordo ormai la orazione che fé' l'amico mio Abramo, in su quel punto 
che io gli avevo detto, viemmi a sacrificare il tuo figliuolo dinnanzi, e eh' e' 
subito amorosamente si era sommesso 



In su quel punto Abramo levò gli occhi al cielo e disse: Signore del mondo, 
allorché i miei figliuoli si staranno in tribolazione, ricordati per elli di questo 
punto «in cui io ti sto dinnanzi. — Or dunque « df ai figliuoli d! Isvaello che si 
partano (*) ». E Mosè risponde alla presenza dello Eterno: Signore del mondo, 
e io che mi debbo fare? Piglia la verga ohe t' ho dato, risposcgli, e vanne 
per mio mandato al mare e digli: Y sono messo del Creatore del principio 
delle cose; discopri i tuoi sentieri a' miei figliuoli a ciò che li valichino. 
Incontanente Mosè andò al mare, e le parole dello S. (b. 1.) gli disse. Ma il mare 
rispondea a Mosè: i' non farò secondo le tue parole, perchè tu sei nato di donna; 
e non per questo soltanto, ma perchè T sono di te maggiore di tre giorni, però che 
i' fui ereato lo terzo die della settimana, e tu sino al sesto non fosti. Incontanente 
Mosè riportò le parole del mare allo S. (b. L), il quale disse a Mosè: allo servo 
che disubbidisce al padrone che si fa egli ? E' si flagella colla verga, rispose 
Mosè. Tu pure f gli disse lo S. {hA.)ii alza la verga, e stendi la mano 
sul mare. e fendilo » (^). Incontanente Mosè slese la mano sul mare e il fendette; 
Ma gì' Israeliti si temeano.d' intrar nello mare, fintanto che Nachson di Hami- 
nadab dato uno salto scese nel . mare prima , e dielrogli vennero tutti quéi 
d' Israello nello .asciutto , avendo a destra e a manca le acque a '-guisa di 
muraglia. « Or lo E temo liberi in quello dì Israel dalla mano d* Egitto (*)». 
Or come? Gl'Israeliti eran egli rimessi in mano agli Egiziani, perchè A 
dica che lo Eterno liberò in quello die Israel dalla mano d'Egitto;? Ma qudi 
di benedetta memoria distro: nel^ punto, che uscia Israele d'Egitto si lei^ 
Iluza patrono d' Egitto innanzi allo S. (b. 1.), e disse in presenza sua: SigntM 
del mondo! Cotesta nazione che tu fai uscire d'Egitto, io ho con ella uno 

(0 Esod. XIV, 15. , («> Bw(|.Jtf M, ,16. (3) Jwa. Xlir, *)• j 
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pialo. S6 t' è a grado, venga Michele patrono suo, e con meco in tua presenza 
conten'la. In quel punto stesso lo S. ( b. 1.) dicea a Michele]: vieni a piatire 
con esso lai in mia presenza. Apri la bocca incontanente Huza patrono d'Egitto 
dinnanzi allo & (b. 1.) e disse: Signore del mondo! Tu hai decretato che codesta 
gente si stia sommessa alla gente mia quattrocent' anni , secondo ciò eh' è 
detto: € E e" li terranno servi e gli affliggeranno quattrocenV awni (*) »; ^ 
sin qui servi non gli hanno tenuti se non ottantasei anni, dal di ch^ è nata 
Maria, cosi appellata perchè gli Egiziani amareggiavano a quegli altri la vita, 
secondo è detto: « E loro amareggiarono la vita con servaggio duro (*) »; 
ma lo tempo di lóro uscita non è peranco arrivato. Se dunque t* ò a grado, 
dammi potestate di farli ritornare in Egitto a loro servaggio pe' trecento e 
quattordici anni che rimangono, e tue promesse osserva, e come se' tu im- 
mutabile, cosi da pure immutabile tuo decreto . Dacché questo udi. Michele 
si stette . muto, sicoome colui che risposta da opporre a Huza patrono degli 
Egiziani, non s'avea. Come lo S. (b. 1.) si fu avveduto volere Huza ritornare 
gì' Israeliti in Egitto, disse a Huza: iperchè vuo' tu ritornare li figliuoli miei 
a tuo servaggio? Per qual ragione infine furon egli dannati li figliuoli miei 
servire alia tua nazione, se non per una parola che parlò Abramo in quello 
punto eh' io gli dissi: F seno V Etemo che f ho tratto fuori da JJr d^ Caldei 
per darti codesta terra da conquistare (*) *, eh' e' mi rispose: Signore del 
mondo, in qual guisa sarò certo che conquisteroUa {*) »? Or per codesta parola, 
i' gli dissi: quelli saranno esuli, e non dissi in Egitto ma « in terra non sua Q) ». 
Egli è chiaro e noto che dal di che nacque Isacco già furono esuli, però tu non 
hai ragione di fare i miei figliuoli servi. Ed ò questo che dice la Scrittura: 
€ E liberò lo Etemo in quello di Israello dalla mano d'Egitto (^) » . 

Poscia lo S. (b. 1 ) guardava a tutti li figliuoli d'Adamo ch'egli avea creati, 
e nullo ritroronne il quale cosi degno si fusse che la Legge per mano sua 
venisse data, coiìad Mosè. E perchò si meritò questo d' essere sposo alla Legge? 
Per la umilitate e lo timore di Dio eh' erano in lui. E questo onde si rìtragge? 
dalla Scrittura: « E si celava Mosè lo viso, che temea di guardare 'al 
Signore O». Dissero li Dottori: mercè, di tre atti che Mosè ebbe fatto, tre 
pregi acquisiossi. Mercè della tema anzidetta ch'egli ebbe, meritò che gl'Israeliti 
temessero d' accostarglisi. Mercè dello avere celato lo viso, meritò del viso lo 
spleAjdore, marce dello essersi dal guardare tenuto, meritò di guardare la sembianza 
di jDio, m^itò ancora che gì' Israeliti gli tenessero dietro col guardo, finché 
nella tenda e' non era rientrato. E che tanta umilitate in Mosè si ritrovasse 



(0 G6II..XV» i3. ^ (^ Edod. r. li. p) Geo. XV, 1. (*) Ibid. ^8. 
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onde 8i ritragge? .... — Da codesto^ che nel punto che lo S. (b. 1 ) disse a 
Mosò: va e franca Israello, per la somma umilitate che in lai era, e' rispose: 
€ Chi mi san io da ire a Faraone e da trarre i fiff Ittioli d'Israello fuori 
o!* Egitto (*) »? Dicea: e' y' ha in famiglia maggiori di me, in ricchezza, in 
oro, in argento. Tu sei grande, rispondeagli lo S. (b. L), secondo eh' è detto: 
€ An'to V uomo Mosè era sommamente grande (') ». E poi te ho eletto fra 
tatto Israello, e tale avrai ad essere che di te canteranno profeticamente: < Uno 
tempo (o Signore) favellavi in visione allo tuo pio, e dicevi: ho posto il 
soccorso in uno valoroso , ho innalzato uno eletto dal popolo (')». Chi ò egli 
lo eletto dal popolo? Qaesto e' Mosò. E Mosò nuUadimeno so abbassava e si ponea 
da un lato. Lo S. (b. K) diceagli: e perchè ti stai tu da un Iato, qnando se 
quelli per mano tua non sono francati, per mano d'altri non saranno? 

Ve' anoora la umilitate. di Mosè! Il quale come lo S. (b. 1.) gli ebbe detto: 
fa lo Tabernacolo della Conveneaza, si tosto fecelo; e come e' fu fatto, egli per 
la umilitate somma ch'era in lui, se n' usci fuora». Dissegli lo S. (b. 1.): perché 
te ne sei tu uscito fuora? A te e' si conviene servirmi. Or donde s'argomenta 
egli che lo S. (b. h) chiamasse Mosè e dicessegli cosi? Da ciò eh' è detto: €E 
lo Eterno chiamò Mosè, e gli parlò dal tabernacolo della convenenza (^)». 
E la Legge pure rese in tal guisa testimonianza del quanto e' fosse umile, 
secondo fu detto: « E^ Puomo Mosè gli era sommamente umile (^) ». Laonde 
degno si fu Mosè che la Legge per mano di lui venisse data, e la presenza 
di Dio su lui posasse; però che cosi ha detto Isaia: e Lo spirito del Signore 
è sopra ine, però che lo Etemo m' ha unto per dare la buona novella agli 
umili (^) ». E' non dice già per dare la buona novella a' pii, si agli umili. 
Laonde umilitate è di tutte le virtudi che ha nel mondo, la massima. Lo S. (b. 1.) 
guardò a tutti i monti, e nullo monte ritrovò degno che la Legge gli fosse data 
sopra, e la presenza di Dio su vi posasse, come lo monte Sinai. E perchè lo 
tnonte Sinai di tanto fu degno? Perchè se stesso abbassò. Imperò che esso 
avendo veduto lo monte Chermon e lo monte Sirion contendere V uno coU'altro, 
e r uno dire: € e il Signore albergherà sopra me » e T altro dire: € no , 
sopra me albergherà », avendoli veduti l'ano coU'altro contendere per innalzare 
se stessi, quello abbassavasi. Lo S. (b. 1.) avendo però veduto lo abbassamento 
di quello, vi fé' posare sopra sua presenza. Però che egli è alto ed eccelso 
e il basso vede, e egli sublime di lontano il discerné. < Lo terzo mese dalla 
uscita dei figliuoli d' Israello dallo Egitto, in quesio die pervennero allo 
diserto del Sinat.(J)ik, per rioevere la Legge; e in esso lo S, (b; I.) die la Legge 

(•) Esod. m, 11. {*) EMd. XI. 3. . (*) Salo. ZIC, SO. (<> ieT<t I, 1. 

(») Nttm. IH, 8. (•) I*. LXl, 1. 0) Esod. XI?, 1. 
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Si Israde. Oc perchè e* loro non la diede nel memento ch^ egli usciano d'Egitto? 
Però che lo S. (b. 1.) disse: i' farò loro innanzi tali benefizj eh' egli abbino a 
narrare lo mio valore, e dopo egli accoglieranno la mia legge e li miei 
comandamenti. V vo narrarti una parab«>la. A qaaie si assomiglia il fatto 
nostro? À quello del re che si volea torre moglie. Disse quello re: farò lei alcuno 
beneficio, poi disposerolla. Non altrimenti lo S. (b. 1.) vide la Sinagoga d^Israele 
ignuda e la vesti, secondo che e' detto: ^E f ho testila di abiti ricamati (*)»; 
la vide scalea e la calzò, secondo eh' è detto: « E fho calzata di tasso (') ». 
Venuta al mar rosso, e* feceglielo valicare, veduto Amalech venirle contro, egli 
ne la campò. E come s' avvidero gì* Israeliti de' benefis^ e delle virtudi dello 
S. (b. I. ), sì dissero tutti: « Quanto Jia parlato lo E temo faremo noi e 
ascolteremo (^) ». Altra sentenzia: perchè died' egli lo S. (b. 1. ) la Legge 
lo terzo mese e non la diede agi' Israeliti allorch' e' si uscirono d* Egitto? 
È la parabola dello figliuolo del re, il quale infermò e di sua infermitate 
riavutosi, dioeagli la madre: va a studio; lo re dicea: e' non s'è peranco di 
sua infermitate riavuto. Indugi dae o tre mesi e poscia e* v'andrà. Cosi 
Israel lo tosto eh' e' si furono usciti d' Egitto , di ricevere la Legge erano 
degni, ma per lo avere lavorato a mattoni e calcina, rimaneansi con difetto. 
Lo S. ( b. 1. ) disse : e' non è peranco arrivato a' miei figliuoli il riposo 
della servitute; or come accoglieranno egli' la Legge? Però e' li trattenne sino 
allo terzo mese, poi die loro la Legge triplice, per mezzo d'uno terzogenito. 



In quello di in cui lo Santo ( b. 1« ) congioiva con Israele suo popolo e con 
Mòsè suo servo, Mosè esultava in cor suo, vedendo tutto quanto lo suo popob 
era divenuto. L' universo e gli abitanti stupirono al vedere come Mosè di 
Amram avea fatto preda della figliuola del re, ed era disceso con tanta 
gipia, (secondo fii detto: €Saìivi tossii, raccojiieoi preda O»); della figlinola 
del re, cioè della Le^e, e di pietre preziose, cioè delle dodici tribù. 

In su quel punto che Mosè ascendea a;l cielo, venne una nuvola e gli si 
distese in faccia, e Mosè nostro maestro ben non si sapea se porvisi a cavalcioni, 
afferrarvisi. Ad un tratto la nuvola aperse la bocca, e Mosè entrovvi dentro, 
e se ne già lunghesso lo firmamento, come uomo che cammini buUà terra. Pei^ 
che così nella Legge è scTitto: €E venne Mosè dentro alla nuvola (^)». Gli 
veàne incontro Chemuele, il celeste portinaio preposto ai dodici mila angioli drilli 
distruzione, i quali si stanno dello firmamento aUa porta. Costui «gridò UfiHè 
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dicendogli: che ragione ha' tu, figliuolo di Amram, da venirtene nel luogo d^Ti 

angioli di fuoco? Da me non vegno, risposegli Mosè, ma con licenza dello S. (b. 1.), 

per ricevere la Legge e recamela laggiù a Israele. E poiché colui noi lasciava 

gire più innanzi, Mo$è gli dio d'un tal colpo che ferillb in modo da toglierlo 

dal mondo. Or Mosè procedeva innanzi nello firmamento, allorché s* avvenne 

nell* angiolo Adraniele. DelPangiolo Adraniele e' fu detto: che é più alto d'ogni 

compagno suo, secento mila parasanghe, e a ogni parola che gli esce di bocca^ 

e dodici mila infocati lampi pure gii escotio di bocca in ubo fiato. Or com'ebbe 

veduto Mosé, si sgridollo dicendogli: che bai tu da fare, o figliuolo di Amram, 

nel loco de' santi superni? Tosto eh* a Mese fu udita la voce di colui, sì 

rimase di sua presènza atterrito; le lacrime, gli p'oveano dagli occhi e ìenlf^ 

di gittarsi giù dalla nuvola. Incontanente la divina misericordia si volse a 

favore di Mosé e disse all' angiolo Adraniele: da quello di che voi ho creato, 

voi siete pur sempre accattabrighe. Da principio, com' io mi feci a creare Io 

primo uomo, voi me ne moveste querela, e mi dicevate: < Che è egli Puomo 

che tt^ abbia a ricordartene, e lo figliuolo di Adamo tu te rC abbia a 

curare (*)? » M' accesi d'ira contro di voi, e col dito mignolo a schiere a 

schiere vi brugiai. Ed ora attaccate voi briga col fido mio famigliare, con 

quegli che io ho fatto ascendere quassù, perché e* riceva la Legge da recare 

giù a' miei figliuoli eletti? Invero se la legge che gl'Israeliti hanno a ricevere 

non fusse, né voi pure nello firmamento v' avreste stanza. Non appena Adra« 

niele questo ebbe udito, si fé' alla presenza dello S. ( b. 1. ) grandemente 

sollecito, e lui disse: Signore del mondo! Egli é pure palese è manifesto 

innanzi a te eh' io ignoravo essere cotesti con tua licenia qui venuto. F vo' essere 

mo suo messo, e precedergli per via, nella guisa stessa che al maestro disce* 

polo. E incontanente Adraniele corse a Mosé inciurvando la persona, e gli 

' precedette in cammino finch' e' non furono pervenuti accanto ai fuoco di San- 

dalfone. Adraniele disse a Mosé: ritorna indietro; però che i' non posso qui 

far sosta, non il fuoco di Sandalfbne, m' abbia a brugiaré. Non si tosto a 

Mosé fu veduto Sandalfone, eh' e' ne fu atterrito e a' affrettava a gittarsi giù 

dalla nuvola. Oli piovevano dagli occhi le lacrime, e dal S. (b. ). ) implorava 

mercé, il quale 1' esaudia, *e per lo somnK) amore d' Israele, dallo trono di 

Sua maestate scendea in persona, e fermavasi dinnanzi a Mosé, finché questi 

non fu passato oltre il fuoco di Skndalfone. Egli é di quel punto, che nella 

Legge sta scritto: € E gK passò lo Eterno davante (J) ». Di Sandalfone e* fu 

d^ò: gli é alto più d' ogni compagno suo da quanto cinquecent' anni di 

cammino, e di lui sta scritto: €Ed ecco uno Ofano in terra presso gli ani* 

(0 Salm. Vili, 5. («> Esod. XXXIV, 6. 
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tnali (•) », cioè Saiidalfone, il quale sì sta dietro al Carro, e intreccia allo suo 
Signore corone. Ma come? Ti cadrebbe egli in pensiero che gli slessi angioli 
del miuisterio si sappino dove lo S. ( b. 1. ) alberghi? Ma non è egli scritto: 
e Benedetta la gloria dello Eterno ( lungi) dal suo loco (-)»? E' non è detto 
già: nel S7io tocoj ma ( lungi) dal suo loco^ dimostrando come il loco dello 
S. ( b. 1. ) eglino ignorino . Ma dirassi piuttosto: Sandalfone pronunzia uno 
scongiuro su quella corona della quale sono usati cingere il loco di Dio bene- 
detto nelle Santificazioni, e la corona sale da se e va a posare in capo allo suo 
Signore. Incontanente tutte le milizie superne scuolonsi e tremano, e gli ani- 
mali santi ammutiscono, e i santi Serafini a guisa di lioni mandano ruggiti. 
E i Serafini intonano e dicono: < Santo, santo^ santo lo Eterno degli eserciti! 
È piena tutta la terra della sua gloria (')». ( Lo che suona: santo fra i 
superni, santo fra grinferni, santo in tutti i mondi lo Eterno, che è santifi- 
cato nella ragunanza degli eserciti d'Israele! ) E in su quel punto che la 
corona perviene al trono della gloria, incontanente le rote del carro s'aggirano, 
e scuotonsi i piedi dello scabello, e i cieli tutti coglie uno tremore. E in su 
quel punto che la corona oltrepassa lo trono della gloria per collocarsi al suo 
posto, tutte le schiere del loco aprono la bocca e dicono : « Benedetta la 
gloria dello Etemo lungi dal suo loco » (*)! 

Entra tu a considerare la lode dello S. (b. 1. ), il quale in su quel punto 
che la corona gli giunge in capo, tien forte il capo per ricevere da' servi snoi 
la corona, e tutti gli animali e i Serafini e le rote del carro, e lo trono della 
maestate^ e le milizie superne e i Oasmàli e i Cherubini s' elevano e coUegansi 
e sublimatisi, e lai rèndono onoranza e gloria, e dichiaranlo regnante tutti^ e 
dicono per una bocca: lo Eterno regna, lo Eterno regnò, lo Eterno regnerà 
eternamente. (Lo che suona: lo Etornò regnò anzi che il mondo fusse creato, 
lo Eterno regna dacché '1 mondo fu creato, lo Eterno regnerà eternamente al 
mondo venturo. E lo Santo stesso (b. I., sia lodato il nome suo! ) armoniz- 
zando con quelli e' dice: < Regnerà lo Etemo per sempre, lo tuo Dio, o 
Sionne, per tutti i secoli. Lodate lo Etemo (*) » ! 

Or come Mosò s' ebbe oltrepassato Sandalfone , gli si parò dinnanzi 
Rigione, fiume di fuoco le cui bràgie ardono gli angioli del ministerio, i quali 
lavanvisi tutti, e tutte le mattine vi si rinnovellano, secondo è detto: €E rin- 
novellanti tutte le mattine, coloro nei quali tu fo Signore) hai somma 
fede{^)%. E cosi viene esposto per Daniele: € Piume di fuoco traeva fuori 
ili sua presenza, mille migliaia a lui ministravano, e dieci mila diecine di 

(«) Execb. I, 15. («) Ezwh. HI, 12. (») Is. VI, 3. 
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migliaia gli stavano dinnanzi fritti; lo tribunale sedea, e % registri eran^ 
aperti (*)>. (Lo che suona: lo fiume di fuoco nomato Rigione trae brage 
ardenti, ed esce dinnanzi allo S. (b. \.), da sotto al trono della maestate, ed è 
composto dello sudore de' quattro animali sottoposti allo trono della mae»tatev 
dello infocato sudore che Tiene dal terrore dello S. (b.l.). Da quello sudore 
infocato formasi adunque lo fiume. E lo S. (b. 1.) siede sul trono della giustizia^ 
e condanna persino gli angioli del minislerio, secondo è detto: € Ecco ne* servi 
suoi e* non fida, e ne' suoi angioli pone pecca (*) *. Ed è parimente scritto: 
€ Ecco ne' santi suoi e* non fida, e nemmanco i cieli sono puri agli occhi 
suoi (^) ». E come gli angioli dei ministerio vengono al giudizio, si in quello fiume 
di foco si rinnovellano e layansi. Or come? Se lavansi in quello fiume di fuoco 
gli angioli del ministerio, non tanto più i figliudi d'ÀdaoK)? iDcontanente lo 
S. ( b. L ) fece passare Mosd oltre quel loco, e in lui s* avvenne Galizzur 
appellato Raziele, intorno al qnale ò detto: « Dalla bocca dello Eccelso non 
escono egli i mali e il bene (^) »? E perchè s'appella egli Galizzur? Perchè disco- 
pre le ragioni di Dio che è nostra Rocca; Raziele, però che ode da dietro al 
velo ciò che si decreta avere ad essere, e questo nel mondo bandisce. E EKa 
di buona memoria, si sta ritto su) monte Oreb, e ode dalla bocca di lui il grido 
del bando, e quello grido fa udire net nK)ndo. E cos! sta scritto: « Che la 
augello del cielo /a correre la voce (^) », cioè Raziele; e lo alato riporta la 
parola (^) », cioè Elia. E' fu detto di Galizzur ch'e^ si sta ritto dinnanzi al 
trono, coir ali tese, per raccogliervi lo vapore dalla bocca degli animali; senza 
di che tutti gli angioli del ministerio da quello vapore della bocca degli animali 
verrebbono arsi. E ancora altro attributo di Raaiéle gli è questo: di' e' toglie 
una cotale specie di piatto ferreo, che è proprian^nte di fuoco, e deutrovi rac* 
coglie bragie di fuoco dello fiume Rigione, e quello presenta alli re, alli duci 
e alli signori del mondo a ciò che il loro lustro bene avanzi, e pavira^ di loro 
in terra sj diffonda. Si tosto che Mosè ebbe visto colui, ne fu scosso, ma incon- 
^nente lo S. ( b. L ) tolselo. di là e il fe^ passar oltre. Ma gli venne incontro 
una schiera di angioli della formidine, i quali attorniano lo trono della .maestate, 
e sono valenti e forti più che tutti gli altri angioli. E' fecero col vapore della 
lorc^^ bocca di brugiarlo» Ma lo S. ( b. I. ) gli distese sopra Io splendore della 
sxj^ paestal^e, e disseca Mosè: rendi loro ri^sta. Disse loro Mosè nostro 
maestro: sta scritto neli^i Legge; < F ^no lo Etet*no, . Iddio tux>y cM f ho 
Jrqt^o fuori, dalla terra d'Egitto^ da dimo^^a di schiavi Q) », Sete stetti voi 
j^ttì^^iavi in Egitto, , e ne .sete poscia asciti a lìbertate, perdkè delU L«gge 

(*) Daniel. VU, la . («) Gìob. IV, i8. (») Giob. XT, 15. (*) Treo.iUI, 38L 

e) Ecd- X^ t^^ . («) «ùd. . . (-) Esod. XX, 2. . . 
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Vató)iale mestieri?* V è scritto: » Non v* avrà pep te altri Dei (*)>'• "V'ha 
egli in' mfì2Zo a voi idolatria perchè della Legge v' abbiate mestieri ? V è 
scritto: €.Nan profferire '/ nome dello Eterno j Iddio tuo, invano i^ (*)'. 
V ba egli dare o avere fra voi^ perchè della Legge abbiate mestieri per fare 
giuramento? V è scritto: « Ricorda lo dì del Sabato per santificarlo C) ». 
V'ha egli fra voi lavoro? V'è scritto. < Onora tuo padre e tua madre (*)». 
Padre e madre avete voi? €Non uccidere (5)», V'ha egli fra voi spargimento 
di sangue? « Non commettere adulterio (^) ». Avete forse femmine fra voi? 
€ Non furare » (J), V ha egli roba in cielo? €Non fare verso il prossimo tuo 
falso testimonio <^) "k . Falsa testimonianza v'ha egli fra voi? E non desiderare 
la casa del prossimo tuo, lo suo campo y e lo suo servo e r ancella sua, lo suo 
bue e lo suo asino, né tutto quanto pertiene al prossimo tuo (*)'». V'ha egli 
case, campi e vigne fra voi^ perchè della Legge v'abbiate mestieri? Inconta* 
nente tatti gli angioli del ministerio in se ritornati, riconobbero le parole di 
Mosè e dissero: « Eterno, Signore nostro, come è formidabile lo nome tuo 
in tutta la terra, laddove è diffuso ttw splendore sopra i cieli Q^) »! E lo 
Etemo insegnò a Mosè tutta la Legge in quaranta di. Ma come questo venia 
per scendere, ed ebbe veduto la terribilitate degli angioli, o le schiere degli 
angioli della formidine, degli angioli del sudore, degli angioli dello sbigottimento, 
degli angioli del tremito, repente sbigottimento e oblivione colsero lui ad un 
tratto. Lo S. ( b. L ) chiamò di subito Jepipia campione della Legge, e questo 
tradelte lui la Legge ordinata in tutto ed esatta. E tatti gli angioli del mini- 
sterio gli si fecero amici, e ognuno gli tradette alcuno medicameutò, e il sècr^eto 
di nomi divini che si ritraggono da ogni sezione del Pentateuco, e delle loro 
virtudi. Però che così è detto: < Salivi lassù, raccoglievi preda, pigliavi 
doni per gli uominH^^) ». E sino l'angiolo della morte gli tradette alcuna 
cosa, però che cosi sta scritto: < E die lo incenso è f^ espiazione per lo 
popolo ('')». E codesta è la più nobile pratica che a lui tradettero gli angioli, 
per Jepipia campione della Legge e per Metatron campione della presenza 
divina. E Mosè la tradette a Eleazaro, e Eleazaro a Finees suo figliuolo, il 
quale è Elia, sommo e nobile sacerdote, di buona memoria. Àmen. 

Affermarono i dottori, la Legge essere stala creata innanzi che fusse 
creato '1 mondo duemiranni. Però eh' e' fu detto: « E fui appo lui alùhna, e 
fui delizia ogni dì, trastullandomegli dinnanzi ogni ora O». Però che giOi 



(I) Esod. XX, 3. (') Ibid. 7. (') Ibid. 8. (<) n>id. Il 

(5) Ibid. 13. («) Ibid. U. O Ibid. 15. (*) Ibid. 16. 

(») Ifid. 17. . (») Salm.. Vili, |. . . (*») Salm. LXIIX, 19. ^ • 

(*») Num. XVII, 11 («) Prov. Vlil^ 30. 1 ., > . . . 
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abbiamo ritrovato che lo di del Signore gli ò mille anni, secondo oh' e* fu dettar 
€ Che mille anni agli occhi tuoi sono quanto lo di di j eri che passò (}) ». 
Or la Legge querela vasi innanzi allo S. (b. 1.) e dìcea: perchè sono stata 
creata due mil' anai anziché '1 mondo fusse creato, se agli uomini poi non mi 
doni? À lei aveano risposto gli angioli del ministerio: noi vi poniamo impe« 
dimeiito, perocché gli uomini sono per commettere contro di te peccata; laonde 
meglio è tu ti stia con noi. In quel punto la Legge di loro trastullavasi, 
secondo fu detto: € trastullandomegli innanzi (') ». E lo S. ( b. 1. ) dicea 
agli angioli: la Legge di voi trastullasi col dire: a che prò avete ad avere 
Legge voi? Come! Sete voi usciti d'£gitto? Sete voi stati sommessi allo Faraone? 
Havvi egli per voi il mangiare e il bere? V ha egli cosa impura fra voi ? 
Laonde perchè chiedete voi la Legge ? Non già voi di ricevere la Legge avete 
mestieri; si l'uomo il quale trae dal peccato macula^ a ciò quella faccia per 
lui spiazione, e lui purifichi e purifichi Tanima sua. Incontanente e' si tacquero 
fino a tanto che venne Mosè e con sua risposta gli ebbe combattuti. Poscia 
eMonò la legge a Israel con letizia. 

Ma innanzi eh' e* donasse la Legge a Israello, lo S. (b. 1.) presso ogni 
nazione e favella era venuto per darla loro, per non lasciar loro alcuno 
pretesto in futuro da dire: se lo S. ( b. 1. ) noi avesse preferiti per darci la 
Legge, e noi l'avremmo accolta. Andò ai figliuoli d'Esaù e disse: volete voi 
accettare la Legge? Che havvi egli scritto? e* risposero. Non uccidere, non 
commettere adulterio. — Tutti risposero: Oh come mai, quella benedisione 
appunto onde Esaù patriarca nostro f uè benedetto, vuo* tu sterpare da noi , la 
quale così è scritta: « Tu della tua spada vivrai (^) »? Non vogliamo accettarla. 
Andò ai figliuoli di Lot e disse loro: ricevereste voi la Legge? Che v*ha egli 
scrìtto? dissero elli. Non adulterare, e' rispose loro. Da adulterio scendiamo 
noi. Non vogliamo accettarla. Andò a' figliuoli d'Ismaele, 6 disse loro: ricevereste 
voi la Legge? Che v* ha egli scritto? risposer elli. — Non furare. — Come mai, 
dissero, quella benedizione onde Ismaele patriarca nostro fue benedetto vno' tu 
sterpare da noi, la quale si sta scritta: €La mano di lui contro iutti^ e la mano 
di tutti contro lui (^)»? Noi non vogliamo accettare tua Legge. Incontanente lo 
S. (b. 1.) andò in giro da tutte le altre nazioni del mondo e non vollero accettarla! 
£' venne poscia agi* Israeliti e disse loro: ricevereste voi la Legge? Alia presenta 
di lui e' risposero: che v' ha egli scritto? Seicento tredici comandameati, e* disae. 
Soggiunser elli: e TtUto quanto parlò lo Eterno faremo e ascolteremo (^)». 
Di subito scese giù uno millione e cento venti mille angioli, e cinsero gì' Israeliti 



(*) Salm. XC, i. (*) Prov. fili, 30. (>) Geo. IXVII, 40. ) 

(<) Geo. XVI, 11 C9 Esod. MIV, 7. 
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di due corone^ ?una in corrispoudeuza della parola faremo^ e l'altra della 
parola ascolteremo. E quelli la Legge gioiosamente accettarono. Or come il 
Signore die la Legge a Israello» sì disse loro: datemi mallevadori che voi la 
manterrete. Ecco Àbramo^ e^ risposero, il quale sarà per noi mallevadore. 
Questo è già debitore, rispose, a cagione dMsmaele, il quale farà morire i miei 
iigliaoli di sete. Ecco Isacco, soggiunser elli. Egli è già debitore, però che 
«lilesse Esaù nimico mio. Ecco Giacobbe, e' soggiunsero. Egli è in debito, 
rispose, perd che lo suo voto al ritornare di Mesopotamia non adempia. Ecco 
i nostri figliuoli, e' dissero. Incontanente lo S. ( b. 1. ) rispose: ebbene questi 
datemi mallevadori e accetterolli. Di subito gF Israeliti ne portarono le donne 
loro coi lattanti, e le donne coi feti nel ventre; e lo S. ( b. 1. ) ne fé* lo 
ventre a guisa di cristallo, e di qui con lui quelli favellavano. E7 disse loro: 
ecco io vo* dare Legge alti padri vostri. Or voi, sete voi per essi mallevadori 
eh' e' la mantengana? SI, rìspondeano. V sono lo Eterno Iddio vostro. Si 
rispondeano. Non v'avrà per te altri Dei. No. E cosi rispondeangli al sì^ si, e 
al no, no. E' disse loro^ ad esempio, non profferire '1 nome dello Eterno, Iddio 
tuo, invano. No, risposcrgli. Or donde s^ argomenta essere stati affermati ì fon- 
damenti della Legge di bocca de' feti che si stavano nelle viscere materne e di 
bocca de' lattanti? Da questo eh' è detto: €Di bocca de^ bimbi e de^ lattanti 
tu hai fondata vivtute 0) ». E virtute altro non è che la Legge, secondo ò 
detto: cLo Eterno virtute al popolo suo e* darà (*)». Come lo S, (b. 1.) ebbe 
veduto Israello con tutto il core così corrispondergli, e con tanto amore avac- 
darsi ad accogliere la Legge sì ne li laudò e beoUi, secondo ò detto: € Oh 
beatitudini le tue^ o Israello/ chi a te è simigliante (^) »? 

Tre bei doni furono fatti a Israello per opera di Maria, di Aronne e 4i 
Mosè. Per merito di Maria fu loro donato il pozzo; per merito d'Aronne le 
nuvole della (divina) maestate, per merito di Mosè fu loro donata la manna. 
Morta Maria, il pozzo disparve, a ciò che Israel per merito di lei averlo avuto 
riconoscessero. Ora Mosò e Aronne si slavano dentro la tenda lacrimando,* e 
}iiraello di fuora. E insino all'ora sesta Mosò di nuli' altro n'era avveduto, 
sino a tanto che gì* Israeliti intrarono e dissergli: sino a quando te ne stai tu 
piangendo? 

Mosè 

E la mia suora eh' è morta xion piangerò? 

Israeliti 

Là dove per un^ anima sola tu ti piagni, piagni anzi per tutti noi. 

Mosò 

Perchè ? 

(«) Salm. vni, 3. (*) Salm. XXIX, 11. è) Deut. XXX/H, 29. 
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IsFaeliti 

Non abbiamo acqua da bere. 

Mosè si levò di terra, e uscito e veduto '1 pozzo sin d^una gocciola 
d' acqua scemo, prese a conteudere con elli . 

Mosè 

E non v' avea detto io, che d(»3 potrei sostenervi solo? V* avete celiar- 
che, ceaturioni, e decurioni, principi e duci e seniori magni. Eglino s'ado- 
perino per voi. 

Israeliti 

Tutto sta sopra te; però che tu sei colui che ci ha tratto fuori d'Egitto, 
e ci ha portati a questo loco riOj non loco di sementay né di fichiy né di viti 
di melograni, e dove non ha acqua da bere (')». Se tu ci dai acqua, bene> 
se no, noi ti lapidiamo. 

Mosè questo udito , e' si fuggì dinnanzi a coloro , e intrò nello 
tab^nacolo della couvenenza. • 

Dio 
Mosè, che ha' tu? 

Mosè 
Signore del mondo! I figliuoli tuoi fanno di lapidarmi. Anzi, s' i' non 
fossi fuggito, e* già m*avrebbono lapidato. 

Dio 
Mosè, sino a quando de* figliuoli miei fa* tu uscire mala voce? Non 
ti basta lo avere già detto neir Orebbo : < tra poco é mi lapidano * (*)? Ora 
passa loro dinnanzi, affinchè i' vegga se ti lapideranno o no. 

( Secondo quello che fu detto : € E disse lo Etemo a Mosè : passa 
dinnanzi al popolo O ».) E Mosè si gta primo, e tutta 1' assemblea dietrogli; 
ma egli poi non si sapea da quale sasso avesse lo S. ( h. 1. ) promesso loro 
eh* avrebbe dato acqua. Gl'Israeliti videro uno sasso stillare, e gli si arrestarono 
accanto. Come Mosè ebbe veduto eh* e* vi s* erano arrestati accanto, si ritornò 
indietro * 

Israeliti 
Fino a quando ci traggi tu indietro? 

Mosè 
Fino a tanto ch*i* vi faccia sgorgare acqua dal sasso. 

Israeliti 
€ Dateci acqua, che vogliamo bere (^) » . 



. « 
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Mosè 
Fino a quando mormorale voi? Ecchè? Havvi egli creatura che contro 
lo suo creatore si mormori, così come voi coptro di lui vi mormorate? Da uao 
sasso, lo 9. ( b. 1.) e' vuole darvi acqua. 

Israel 
Profeta eri pur tu e nostro pastore nello diserto. E ora direstù: da 
qiiale sasso lo S. ( b; 1. ) voglia darvi aojua i' non so ? 

In su quel punto egli ragunavali accanto a uno sasso, secondo eh' e' 
fu detto : € E Mosè e Aronne ragunarono r assemblea in faccia allo 
sasso (*) » . 

Mosè 
( Fra se ) S' io dico allo sasso che gitti acqua e non ne gitti, i' mi 
trovo svergognato innanzi air assemblea la quale mi dirà: o Mosè, dov' e' 
egli tua sapienza? (a Israel) Voi ben vel sapete che lo S. ( b. 1. ) pud 
fare per voi miracolo. Ma quale^ e' me V ha celato. Però che allor quando 
air uoi)f)0 una cotale sua ora è giunta, né suo senno né sua dottrina gli durano. 
Mosè levò . dunque sua verga e posolla sul dorso del sasso, poscia si pose 
come a colloquio con Israel, secondo è detto: <Da codesto sasso faremvi noi 
scaturire acqua (^)? ». Lo sasso avea incominciato da se a gittare acqua, il 
che veduto Mosè levò la mano e picchiò lo sasso, secondo è detto: « E pic- 
chiò lo sasso con sua verga due fiate (^) » . E tostochè colpito gitlft 

sangue 

Mosè 
( A Dio ) Lo sasso non gitta. 

Dio 
(Al sasso) Perchè non gitti tu acqua ma sangue? 

Lo sasso 
("A Dio) Signore del mondo! Perché Mosè m*ha egli picchiato? 

Dio 
( A Mosè ) Perchè lo sasso hai tu picchiato? 

Mosè 
Perchè e* gittasse acqua. 

Dio 
Come? t' ho detto io tu il picchiassi? Non t' ho discorso io di parlarjS? 
E detto: €E parlerete allo sasso (*) »? 

Mosè 
r ho parlato, ma non gittava. 

0) Num, X:?, 10, '. («) Ibid. ". (») Ibid. 11. («) Ibid. 8. 

jvooióf. r. xra. ^ 
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Dio 

Hai tu pure comandalo a Israele: « Con equitate giudicherai tuo 

prossimo (^) ». E perchè non ba' la giudicata con equitate k> sasso? Egli era 

pur desso, per mezzo del quale V V allevai in Egit(o, secondo è deCto i € E ffli 

fe^ sugger miele dal sasso (') »• E codesto è lo benefìzio che gli hai pagato? E di 

più ancora dicesti a^ miei figliuoli; mudile su^ a ribelli (^)»; e r.beHi non suona 

allrimenti che jnatti. E' sono malti, e tu savio, epperò tu non intrerai co* matti in 

terra d^Israele» Però e* fu detto : < Laonde non condurrete codesf assemblea 

alla terra cK io le avea detto (*) >. Come k) S. ( b. L ) questo ebbe detto a 

Mosè, st disse allo sasso: muta tuo sangue inacqua^ secondo è detto: «£' che muta 

la roccia in ruscello d* acqua j il macigno in sorgente (*) » . 

Come giunser le ealendf, lo S. ( b. ). ) sr drsse. a Mo^è: tua ora è 
giunta. Disse Mosè alla presenza di lui: di grazia non dirmelo presto; sia a 
domani. Dio risposegli: a domani. E Mosè s^ angustiava la di intero, però 
cb' e* non si sapea lo come avverrebbe. Dio gli disse ancora : Di' ad Aronne: 
è giunta tua ora da pigliarti del mondo commiato. 

Or tutti quei quarant'anni che Israel si furono nello diserto, tal era 
loro costumanza. Levatisi di buon mattino, recavansi dai settanta seniori, il dì 
medesimo recavansi dai ca[H delle tribù, e tutti parimente da Eleazaro e Aronne. 
Ritrovavansi pure per tempo alla porta di. Mosè, a chiederlo di sua salute, e 
givano fuori a) tabernacolo della conveneoza. Ed ecco T ordine in che prece- 
deano: Mosè in mezzo, Aronne da destra e Eleazaro da noanca e i seniori da 
un lato e dall'altro, e tutto Israel dietrogli. E intra vano nello tabernacolo della 
convenenza e sedeano, Aronne in capo a destra di Mosè, e Eleazaro a manca, 
e i capi delle tribù in faccia. E quei di benedetta memoria hanno detto: sì 
tosto che lo S. ( b. 1. ) ebbe fatto decreto che Mosè e Aronne si morissero, 
chiamò Mosè ( su lui pace ) e così gK favellò : o mio servo Mosè, di tutta la 
mia casa tu sei sempre slato il fido. V debbo dirti cosa grave e ^ a fare 
m' d dura. 

Mosè 

Che è egli ? 

Dio 

Che Aronne si ritiri a sue genti, perchè non verrà alla terra ch'C ìu> 

m 

dato ai figliuoli d* IsìrLcle^ perchè avete violato io mio comandamento 
rispetto alle acque di Meriba (•) > . 

Mosè 
Signore del mondo, gli è palese e maaifesto innanzi al trono di tua mae- 

(*) Levit. XIX. i5. («) Dcut. XXXll, 13. f) Nuol XX, 10. 

{*) Ibid. ti. (*) Sarm. CXIV, 8. f») Num, XX, IL 
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Siale, csiere te Signore di tutto U mondo, Signore di tutte le creature che in 
osso moudo ha^ creato, essere quelle in tua potestate, ed in tua potestate essere 
il farne quanto t' aggrada. Ma egli a me non si conviene lo andar dire allo 
mio frate codesto. Imperò che lo mio frate è a me m:\ggiore. Or come 
dirgli io: sali al monte Orebbo e quivi muori? 

Dio 

Tu non avrai da dirglielo neppure col labbro. Piglia Aronne e Eleazaro 
suo figliuolo e fdgli ascendere al monte Hor, e tu pure ascendi con olii', e 
lui dirai tenere e acconce parole mene delle quali il fatto egli abbia a inten- 
dere. E posciachè sarete tutti tre nel monte, fa dispogliare Aronne di sue vesti 
e vestirne lo figliuolo Eleazaro, e Aronne si ritiri e quivi si muoia. Sì tosto 
Mobè questo s* ebbe udito, e' fu in cor suo sommamente turbato, né sapea che 
8i fare e die in grandissimo pianto. Ma avvegnachd Aronne fusse suo frate^ e 
per la morte di lui la sua propria morte a se giugnesse, pure siccome quei 
ch'era fido all'opera, e* se n'andò ad Aronne per dirgli il fatto, e venne al 
tabernacolo della convenenza a trovarlo. Quello die Mosè mutò* la consuetudine. 
Se ne stette piangendo sino al cantar del gallo, e chiamato Eleazaro, chiama 
i seniori, gli disse, e i capi delle tribù, però che lo S. (b. L ) m'ha detto 
alcuna cosa. Quelli venuti si ragunarono alla porta d'Aronne, e levatosi Aronne, 
ritrovò Mosè levato. 

Aronne 

Frate^ perche ha* tu mutata oggi la consuetudine? ^ 

Mosè 

Lo S. ( b. 1. ) di dirti alcuna cosa m^ ha comandato. 

Aronne 

Di' 

Mosè 

Dianzi andiam fuori. 

Mosè levossi e fé' vestire Aronne le otto vesti, dentro sua dimora, 
poscia andò fuori . E tale era Y ordine in che procedeano. Quello die mutò 
Mosè la consuetudine. Posero Aronne in mezzo, Mosè a destra e Giosuè a 
manca, e i seniori e i cipi delle tribù quinci e quindi, e dietrogli tutto Israele. 
Come Israele videro Aronne in tanta gloria n' ebbero letizia somma, affermando 
essere stato Aronne per ispirito santo cotanto più innalzato, tanto e^ l'amavano! 
E usciti adunque, come al tabernacolo della convenenza e' furono pervenuti, 
Aronne fé' d'intrare, ma Mosè non lascionnelo, e dissegli: vogliamo ire fuori 
del campo. E come dal campo e' furono usciti, disse lui Aronne: dimmi: lo 
S. (b. 1.) che t' ha egli detto? Risposegli Mosè: il dirò quando noi a quel monte 
saremo pervenuti. In su quel punto Mosè disse a Israele: statevi qui finché 
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Qoa saremo a voi ritornali. E io e Aronne e Eleazaro saliremo in vetta allo; 
monte e udiremo^ e poi riscenderemo. Or egli saliano lutti tre^ e Mosè facea 
di dire la cosa ad Aronne, ma come diglierla e' non si sapea. 

Mosè 
Aronne, mio frate, lo S. (b. 1.) l'ha egli dato per avventura dipe- 
silo alcuno ? 

Aronne 
SI. 

Mosè 
Che cosa? 

Aronne 
Lo altare e' m'ha dato, e la mensa sulla quale è lo pane della 
proposizione . 

Mosè 
Quanto ha egli già deposto in mano tua, chiedelo egli per avven- 
tura adesso? 

Aronne 
Ma che cosa? 

Mosè 
Una lampada t' è stata deposta in mano? 

Aronne 
Non una lampada mi fu data, ma tutte quelle sette là, ed eccole 
belle e accese nello tabernacolo della convenenza. 

Ben procacciava Mosè di fàrnelo accorto trattarsi dell'anima sua figurata 
nella lampada, secondo eh' egli è detto : « Lampada dello Eterno è l'anima 
deW uomo (•)». Ma com'ebbe veduto che Aronne non erasi accorto del vero, 
a buon diritto, gli dicea, il Signore t' ha egli appellato pio, secondo è dello : 
€ Le tue inteff ri tadi e le tue luci sono del tuo uom pio (*) ». Incontanente la 
caverna loro dinnanzi si aperse . 

Mosè 
Aronne, mio frate, entra in codesta caverna. 

Aronne 
Sì. 

Or Mosè volea bene fare dispogliare Aronne delle vesti stcerdotali che 
avea indosso, ma non sapea come. 

Mosè 

Aronne, mio frate, nella caverna in cui intriamo noi, colle vesti sacer- 

« 

(*) Prov. XX, 27. («) Dent. XXXIU. 8. 
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dotali che tu ha' iudosso e' non si conviene intrare , perchè e' potrebbono 
contaminarsi. Or la caverna è molto bellissimai e forse v'erano le antichissime 
sepolture. Or io desidero che tu quelle vesti ceda a Eleazaro, il quale ci 
aspetti finché non ne siamo venuti fuori. 

Aronne 

Bene dicesti. 

Incontanente Mosè fé* dispogliare Aronne delie sue vesti. Polrebbesi 
ej^li dunque argomentare che essendo stato fatto dispogliare di sue vesti , 
questo sia morto ignudo, e ignudo sia stato sepolto? Ne guardi Iddio! Ma 
ogni sommo sacerdote vestia otto abiti sacerdotali , e lo sacerdote comune 
quattro, otto Aronne, quattro Eleazaro. Mosè toglieane quattro ad Aronne e 
vestiane Eleazaro, il quale era creato sommo sacerdote, e quattro rimaneano 
addosso ad Aronne . E quei disse a Eleazaro : < Aspettaci quiritta , finché 
saremo usciti fuori ». Intrati videro il letto sprimacciato, e apparecchiata la 
mensa, e uno candelliere acceso, e gli angeli del mìnisterio accanto ritti. 

Aronne 

(A Mosè) Erate, fino a quando- mi celi tu la parola che lo S. 
(b. 1.) t'ha detto? E tu pur sai che quando e' t'ha parlato la prima volta, 
io me ne rallegrai; e e' di sua bocca ha reso di me testimonio a te, dicendo: 
4k E e^ te vedrà e rallegrerassi in cor suo (*) ». Ed ora perchè mi celi tu 
quello che lo S. ( b. 1. ) t' ha detto? Quando si fusse pure sentenzia di morte, 
e io con viso sereno mi vi sommetterei. 

Mosè 

« 

Poiché tu ha' mentovato di tua bocca sentenzia di morte, e sentenzia 
di morte eli' è, ed ecco quello eh' e' m' ha detto, e di che i' lemea d' infor- 
marti. Ed ora guarda come tua morte dal fatto di quei che sono di carne e 
sangue é differente. Né basta codesto; che gli angioli del ministerio a toglierti 
sono venuti. 

Aronne 
Mosè, mio frate! Perchè in faccia a mia madre , a mia moglie , e 
a' miei figliuoli tu non me 1' ha' detto? 

Mosè 

Frate, tu non sai che quando, egli ha quarant' anni , tu avevi falto il 
vitello d' oro, eri condennàto a finire della ultima pena. Se non che i' mi levai 
in orazione e in supplicazioni innanzi a Dio benedetto, e ti salvai da morte 
(secondo e' detto: « E contro Aronne si sdegnò lo E ferito cotanto da stermi- 
narlo, e feci orazione anco per Aronne in quel tempo (*)»). Ed ora ... si 

« 

(•) Esod. iV, 11. (') Deut. IX, 20. 
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fusse pure mia morie alla tua simigliante ! Però che tu ti muori e io te 
seppellisco, là dove frate che me seppellisca non ho io; e tu ti muori e li 
figliuoli tuoi rodano lo tuo seggio, ma io mi muoio, e altri rodano la mia 
gloria ! 

£ con altre parole rasserenollo, laonde Aronne sali sullo suo letto e lo 
S. (b. 1. ) l'anima ne accolse. E uscito Mosò dalla caverna^ di subilo la 
caverna si fé' invisibile, e nulla creatura v' ebbe nel mondo cui questo fatto 
fosse noto, o che intenderlo potesse. Come Eleazaro vide Mosè e non lo suo 
genitore, disse a quello: o mio maestro, babbo dov' è egli? E' se n' è ito, 
risposegli, a sua magione eterna, e scesero entrambi dal monte. Disser lui 
gl'Israeliti: Aronne dov'è egli? — Egli s'è già tolto commiato per gire a sua 
magione eterna. Dicevan elli: secondo la parola che tu dici, gli è morto. E 
noi non sappiamo ciò che tu n' abbia fatto. E' può darsi tu l'abbia ucciso. 
Noi non ti lasciamo ire dall'una o dall'altra parte finché tu lui vivo o morto 
non ci abbia mostrato. Tn su quel punto Mosè si levò in orazione innanzi a 
Dio (b. 1. ) e in presenza di lui disse: Signore del mondo! Rendi loro, di 
grazia, visibile il letto di lui, a ciò eh' e' non dicano eh' e' vive, e faccianlo 
Dio; cotanto egli amavano Aronne ! Incontanente lo S. (b. 1.) aperse la caverna, 
e lutto Israele videro il letto d'Aronne nella caverna, e lui giacente sul 
letlo, secondo si disse: « E vide tutta radunanza come Aronne gli era tra^ 
passato, e piansero Aronne trenta dì tutti quei della casa iV Israele {^) >. 
Poscia volto il viso al campo d' Israele videro esser disparite quelle nubi della 
divina maestate che lo S. ( b. 1. ) per merito di Aronne avea loro concesso, 
e videro il letto d'Aronne trasvolare in mezzo ad esse nelPaere eterno. Lo S« 
( b. 1. ) disse: fate corrotto per lo Giusto, fate corrotto per le mammelle, 
secondo fu detto: < Sopra le mammelle e* fanno corrotto (*) ». Che significa 
egli che sopra le mammelle e' fanno corrotto? Intende le due mammelle che gli 
aveano sostentati, alimentati, nudriti già quarant' anni; li santi di cui si legge: 
€ Le due tue mammelle sono simigìianti a due cerbiatti gemelli della 
gazzella (^) » . E sta scritto pure: « Sopra le mammelle e* fanno corrotto , 
sui campi preziosi e sulla vite fruttifera (*) ». Sopra la Sinagoga d'Israele, 
figurata nelli campì preziosi, o nella vite fruttifera, rimasta orba di tritici. E dopo 
disse: < Verrà quiete, riposerarmo sui loro letti qué^ che givano diritto Q) ». 
E come le nuvole della (divina) maestate si furono disparite, si gl'Israeliti 
eh' erano nati nello diserto, videro sole a luna nello firmamento e voleano 
adorarli, come quelli ohe sole e luna non aveano visto né conosciuto, perchè 
tutti i di dello diserto per loro sole e luna non erano stati, ma le nubi della 

(«) Num. XX. 29. <•) Is. XXXII, il. O Cant IV, 5. 

(<) Is. XXXII, M, (») Is. LVIf, 2. 
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divina maestate soltauto^ secondo eh' e' fu del(o: « Cliè la nule dello Eterno 
era sul tabernacolo il die, e lo fuoco t?* era la notte (^) ». Si ritrae che 
tutto il tempo eh' e* si furono nello diserto la nuvola li circondava. Or si tosto 
che lo S. (b. 1. ) vide coloro voler adorare sole e luna, disse loro: oh come? 
Non v' ho io detto nella mia Legge: « (GuardaJ che^ levando gli occhi al 
cielo e veggendo lo sole e la luna e le stelle, tu non sia spinto a adorarli 
e a servirli (*) »? .......... 



Oh quale e quanto merito s*ebbe egli Mosè, per lo quale lo S. ( b. 1. ) si die 
f-itica! Allorché quegli si fu sceso in Egitto, e la redenzione d'Israel fu 
arrivata, e tutti si davano briga delP argento e dell' oro, Mosè aggirandosi 
per la citlade tre dì e tre notti, travagliavasi di ritrovare l'arca di Gioseffo; 
imperò che quelli uscire d'Egitto non avrebbero potuto se l'ossa di Gioseffo 
su con esso loro non avessero recato, secondo che è detto: « E fé* giurare 
Gioseffo I figliuoli d* Israele col dire: il Signore per fermo visiterà voi, 
e voi vi recherete su di qui le mie ossa (^) ». Ora intanto che Mosè n'andava 
caendo dove l'arca di Gioseffo si fusse, Sarah figliuola di Asser s'avvenne in 
lui lasso e affaticato, e dissegli: e di che tanto ti travagli tu? Dell'arca di 
Gios(3ffo i' mi travaglio, risposele. Vienne meco al Nilo, gli diss' ella, e dove 
la sia mosfrerotti. Ito eh' e' fu con ella, qui è l'arca, gli disse, e feceronla 
di piombo e suggellaronla dai quattro angoli, però che cosi aveano detto allo 
Faraone i maestri in magia. E gli Egiziani bene si sapeano non potere gl'Israeliti 
andar fuori d'Egitto finché l'arca di Gioseffo su non ne recassero, essendo e' bene 
informati del solenne sacramento che questo loro avea fatto pronunziare. Però 
diliberarono secondo lor arte magica, e fecergli un'arca di piombo 4ion di molte 
ragioni magie, ed eccone qui il loco. Incontanente Mosè aperse la bocca a 
dire: o Gioseffo, o Gioseffo, tu ben sai che l'ora della redenzione degl' Israeliti è 
venuta, acquali tu ha' fatto giurare che d'Egitto non salirebbono se non quando 
r ossa tue non ne recassero. Ed ora rendi omaggio allo Iddio d' Israele e 
loro redenzione non far differire. Tosta egli taluna magia? Chiedi mercè 
cfAndo al tuo Dio, e vientene su ratto dal fondo delle acque. Incontanente 
l'arca di Gioseffo s' incominciò ad agitare e a venir su dal fondo finché fu 
sulla faccia delle acque, a galla. Mosè recossela sulle spalle e si partì con 
essa. E gr Israeliti impadronironsi di tutti gli ori, gli argenti, le vesti e le 
spoglie, laddove Mosè non se ne dio pensiero, recandosi il contrario a somma 
letizia. Lo S. ( b. 1.) disse a M)sè: per tua vita, o Mosè, lieve cosa tu 

(<) Esoa. ìd fine. (*) Dei|t. lY, 19. (s) Geo. L, 25. 



32 TlTASMOftTBDIKOSÉ 

DOQ hai fatto nel darti cosi dell'ero e dell'argeato nullo pensiero . E io pui^e 
neir ora della tua dipartita, io e nullo uomo al mondo, io della tua bara mi 
darò fatica. 

Or come si fu giunto per Mosò nostro maestro ( su lui pace ) {Io 
di del torsi dal mondo commiato , lo S. ( b. 1. ) gli disse: € ecco % tuoi dì 
si sono accostati al termine mortale (•) ». 

Mosè 
Signore del mondo! Dopo tanta fatica eh' i* ho sostenuto, e mi dici tu 
eh' io muoia? •« No, i* non mi morrà ma vivrò], e narrerò V opera dello 
Eterno («). 

Dio. 
Bastiti . Fin qui puoi giungere tu , gire più oltre no . Chiama Giosuè 
perchè io il comandi. 

Mosè. 
Signore del mondo! Perchè mi deggio io morire? S' egli è in onore di 
Giosuè, entri Giosuè al governo, e n' uscirò io. 

Dio. 
E farà' tu lui quello eh' egli a te facea? 

Mosè. 
Ben si. 

Incontanente Mosò s' avacciò di correre dietro a Giosuè, e gli disse: o 
mio dottore. 

Giosuè. 
( Molto impaurito ) E me chiami tu tuo dottore? 

Mosè. 
Vuo' tu eh' i' viva e non che moia? 

Giosuè. 
Certo che si. 

Mosè. 
E non sarà egli il meglio a le eh' i^ non mi moia, sì che se mai 
cosa alcuna paia dura agli occhi tuoi, e io te l'insegni ? Ma t' accheta a 
questo chMa viva, e io adoprerò teco cosi come tu con meco adoperavi; e 
come eri usato venirmi da manca, e io pure da manca verrò a te. 

Giosuè. 

Checohè tu m'imponga, io mi vi sommetto purché vegga la tua faccia. 

Mosè nostro maestro ( su lui pace ) incominciò dal rendere a Giosuè 

tutto quell'omaggio che Giosuè rendere lui era usato. Com'è' si furono ' iutrati 

(«) Deut. XXXI, 14. Salm. CXIIX. i7. ... 
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nel tabernacolo della conveneoza^ e la colonna di nuvola vi fu discesa ( secondo 
ck* €' fu deUio: « E apparve lo Eterno nel tabernacolo dentro la colonna 
di nuvola (0 »)9 interposta fra Mosò e Giosuò, fra Giosnò ch'era dentro e Mosò 
ch*era di fuori. Mosè veduto questo^ disse: mille morti anzi che un solo sen-» 
timento d* invidia! Incominciò a implorare di sua bocca la vita. 

Mosè. 
Signore del mondo! Di quale peccato sono io reo perchè mi debba 
morire! 

Dio. 
Hai tu pure beute al calice dello antico Adamo, rispetto al quale e' fu 
scritto: « E disse lo Etetmo Dio: ecco C uomo è fatto simiglianie a uno 
di noi per lo conoscimento del bene e del male, ed ora e' non ha Uà sten^ 
dervi la mano e poi cibarsi anche di ciò che viene dalV albero della vita, 
cibarsene e poi vivere in perpetuo . ... E lo Eterno, Iddio bandì lui 
dallo paradiso deliciano (*) >. Epperò lu mori. 

Mosè. 
Signore del mondo! Invano dunque i mìei piedi hanno calcato la 
caligine celeste, e invano ho corso innanzi a' figliuoli tuoi a guisa di destriero. 

Dio. 
Ormai ho condennato a morte Adamo. 

Mosè. 
Signore del mondo! Lo antico Adamo, avendogli tu fatto lieve coman- 
damento, ei trapassoUo; io nullo n' ho trapassato. 

Dio. 
Ecco Àbramo fé' lo mio nome santo nel mondo, pure si mori. 

Mosè. 
Da lui è uscito Ismaele, i cui figliuoli recheranno a' tuoi ruina, e. 
del cui tronco verranno tali che ti moveranno a sdegno. 

Dio. 
Ecco Isacco, il figliuol suo, il quale stese giù il collo sullo aitare. 

Mosè 
Da lui procedette Esaù i discendenti del quale atterreranno '1 tuo 
tempio, faranno ire i tuoi figliuoli in esilio, e di loro e de' tuoi sacerdoti 
faranno scempio. 

Dio. 
Ecco Giacobbe, da* cui procedettero i dodici patriarchi delle tribù i 
quali non m'hanno otfeso. 

Ó) Deut. XIU, 15. (s) Geo. HI 22-3. 

SeieDEe Noologiche T . XVII. 5 
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Mosè. 
E' non è salito al cielo, e i suoi piedi non hanno calcato la caligine 
celeste, e tu non hai parlato con lui faccia a faccia, e non ha ricevuto dalla 
tua propria mano la Legge. 

Dio. 
Bastiti. Non ritornar più a parlarmi di codesto subbietto. 

Mosè. 
Forse Israello dirà: se Iddio non avesse riscontrato in Mosè ree cose, 
e' non V avrebbe tolto dal mondo. 

Dio. 
Già nella mia Legge ho scritto: € E e^ non è surfo più profeta in 
Israello a Mosè sitnigliante (*) ». 

Mosè. 
E' diranno per avventura, che in mia picciola etate feci lo tuo volere, 
in mia vecchiezza noi feci. 

Dio. 
Ormai ho scritto: « E mori tu . . . così come si moria Aronne fra- 
fello tuo .... però che avete a me mancato in mezzo a' figliuoli cT Israello^ 
quanto alle acque della contesa di Cades nello diserto di Sin, però che 
me non avete santificato in mezzo a^ figliuoli d^ Israello (^) "^ . 

Mosè. 
Signore del mondo ! Lascia eh* io entri nella terra d* Israello, e qui 
viva due o tre anni, poi mi morrò. 

Dio. 
E già decreto mio che tu non v' abbia a intrare. 

Mosè. 
S' io non deggio intrarvi in vita mia, lascia v' entri in morte. Cotanta 
ira contro me perchè? 

Dìo. 
Perchè me non avete santificato. 

Mosè. 
E* sta pure scritto: « Ecco tutte siffatte cose opera il Signore le due^ 
le tre fiate coW uomo O ». E tu procedi inverso le tue creature colla virtute 
della misericordia due, tre, fiate; ed a me è uno peccato, e tu non mi 
perdoni ? 

Dio. 
Mosè ! di sei peccata se' tu reo, e io né uno pure non te n' ho 

(0 Deut. XXXIV, 10. («) Deut. XXXII, 50-51. (») Giob. XXXIII, 99. 
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discoverto. Da principio dicesti a me: « Manda per chi se* usato mandare (*) ». 
La seconda fiata: « E dacché sono venuto allo Faraone per parlare in nome 
tuOj é fece peggio a questo popolo (^)>. La terza (dicesti al popolo): ^Se costoro 

si morranno come uomo si muore^ non è lo Eterno che m^ ha 

inviato (') ». La quarta: ^ E se una creazione operi lo Etemo per cui la 
terra spalanchi la bocca . . . . . (^) » La quinta: « Su ascoltate, o ribelli: da 
codesto sasso faremm noi scaturire acqtm (^ » ? La sesia: « Ecco che 
siete surti voi in luogo de^ padri vostri^ razza denomini rei (*)'*. Or 
come? Abramo, Isacco e Giacobbe erano egli rei, perchè tu a' figliuoli cosi dicessi? 

Mosè. 

Signore del mondo! Da te trassi esempio, che parlasti « de* turiboli 
di codesti rei di morte (^) ». 

Dìo: 

Io non ne avea mentovato i padri. 

Mosè. 

Signore del mondo! Quante fiate gl'Israeliti in faccia tua hanno pec- 
45ato, e io supplicai e feci orazione, e tu loro perdonasti, e a me non 
perdonerai? 

Dio. 

Altra cosa ò una sentenzia contro la comunità, da quella contro il 
privato. Fino ad oggi poi V ora era in tua balia. 

Incontanente Mosè incominciò a profferire orazioni e supplicazioni, talché di 
lui disse Salomone: « Supplicazioni profferisce il poveretto (®). E se ne com- 
pose una parabola. lu qual caso il nostro è egli figurato? In quello del sapiente, 
il quale allo figliuolo del re era maestro. E tutti gli uomini di corte s'aveano 
di lui temenza, né gli uomini di corte soltanto, ma tutto '1 mondo s' avea 
di lai temenza, enefacea ogni voglia, perchè al figliuolo del re egli era mae- 
stro. Dopo alcun tempo lo figliuolo del re uscì di viti, e come appena se 
ne fu uscito, il maestro perde tutti i beni che dagli uomini^ di corte gli verna- 
no, tal che si fece ad accattare alle porte. In que* dì che lo figliuolo del 
principe era in vita, il sapiente s' avea tutto in sua balia; poiché quegli si 
fii morto, perde ogni cosa. Non altrimenti Mosè ( pace su lui ) finché fu in 
vita, s' avea in sua balìa tutte e le superne e le inferno cose, secondo eh' e' fu 
dettò: « Salivi lassii, raccoglievi preda, ti pigliavi doni per gli uomini (^)». 
Egli colla mano partì il . mare, fé' scaturire acqua dal sasso, fé' scendere 
la manna; né fé' questo soltanto, ma * dicea: « levati^ o Eterno, ritorna, o 

(0 Esod. IV, i3. («) Esod. V, 23. (3) Num. XVI, ^. 

{*) Ibid. 30. (5) Ibid. XX, 10. («) Ibld. XXXII, 14, 

O Ibid. XVII, 3. («) Prov. XVIII, 23. (») Saira. LXVIII, 19. 
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Eterno (^) » . e aocora; < «S«^ /a tua presenza non viene^ non farci di qmi 
salire Q) » . Ecco il figurato. Finché durò Mosò e' ^ ebbe ogm cosa in sua balta^ 
e come Y ora eh' e' si togliesse dal moudo commiato a lui fu giunta, si mise alla 
cerca di chi implorasse per lui grazia. Però si dice di lui: < Supplicaziom 
profferisce il poveretto O ». £ sta scritto pure: « Per ogni cosa ha una 
stagione^ e uno tempo per ogni negozio^ sotto al sole (^) ». Uno teo^ s' ebbe 
Mosè per scendere in Egitto» per imprendere le redenzione e per redimere 
IsraellOi secondo eh' egti è detto: < E anco i* uomo Mosè, era sommamente 
grande in tutto lo paese d' Egitto O ». E uno tempo v' ebbe per lui del 
supplicare sommesso, secondo è detto: « E supplicai allo Eterno in quel 
tempo dicendo: » Eterno, Signore, tu hai incominciato far vedere allo 
tuo servo tua magnitudine e tua mano possente, a tale che qual è lo Dio 
in cielo in terra, che faccia cose simiglianti alle geste tue o alle tue 
prodezze? Lancia cK io valichi deh! e vegga lo buon paese cA' è oltre il 
Giordano, codesta buona montagna e il Libano (•) » ! 

Or perchè diss'egli Mosè tutte siffatte cose? Però che lo S. (b. 1.) 
gli avea detto: « E mori nel monte C) ». Mosè rispose alla presenza delle 
S. ( b. 1. ): bene è eh' i' viva anzi che io mi muoia; però che se i tuoi 
figliuoli vorranno peccare, io loro noi permetterò, e loro dirò anzi che non ha 
altro Dio in cielo e in terra se non ^tu; e di più, farò manifesto lo splendore 
di tua gloria alle generazioni che verranno; e loro dirò come tu per mia 
mano hai partito '1 mare, donata la legge a Israello, fatto loro piovere cibo dal 
cielo quarant' anni, e fatta sorgere loro acqua dal pozzo, e scaturire dal sasso. 
Ed ora s' egli è bene agli occhi tuoi, fa cA' io non nwoia ma viom, e narri 
V opera dell* Eterno (•) » . 

Dia. 

Bastiti. Se tu rimanessi in vita, egli errerebbono per te, ti farebbono 
Dio e adorerdbbonti. 

Mosè. 

Signore del mondo! M'hai ben già poeto a prova quando fu &tto lo 
vitello d' oro il quale io ho abolito. Ed ora mi debb' io morire ? 

Dio. Mosè di chi se' tu figliuolo ? — Mosè. Di Amram — Dio. E 
Amram ? — Mosè. Di Jizzhar — Dio. E Jizzhar? — Mosè. Di Caat — Dì^ 
E Caat? — Mosè. Di Levi — Dio. E tutti costoro da chi uscian elli? — 
Mosè. Dallo antico Adamo — Dio. Rimane egli alcuno di levo in vita 9 — 
Mosè. E' sono morti tutti — Dio. E tu vuo'tu^ vivere? 

(0 Nunr. X, 35-36 (*) Esod. XXXIU, 15. («) Pro7. XVIII, 23. 

(<) Ecd. HI, f. p) Esod. XI, 3. (•) Deul. UI, 23-25, 

f ) Dcut. XXXìl, 50. (») Sahn. CXIIX, 17. 
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Sfosèf. 
Signore del mondo! Lo antico Adamo imbolò: e raangiossi quello che 
tu non volevi si mangiasse^ e però tu a morte V hai Gondennate Ma io, ho 
io cosa alcuna in tua presenza inboiata? Hai pure già di me scritto: « E' non 
è' già cosi lo mio servo Mosè, in tutta la^ niia casa egli è il fido (') ». 

Dio. 
Se' tu per avventura più giusto che non lo antico Adamo e sua gene^ 
razione? 

Mosè. 
Si. Lo antico Adamo ed Eva^ li sedusse Ib serpente, laddove ie per 
lo serpente ho risusdlato i morti, secondo cB^è detio: « Or fece Mosè uno 
serpente di bronzo e poselo sur un* asta," e avveniva poi che se uno ser^ 
pente mordeva- alcuno uomo, e questi guardava allo serpente di bronzo, 
e risanava (*) >. 

Dio. 
Se* tu per nulla più grande che Noè e^ sua generazione ? 

Mosè. 
Si. Noè, tu facevi venire addosso a lur e a sua generazione leaeqae 
del diluvio, e Noè non chiese per sua generazione mercede, laddove io a te 
dissi: « Ed ora se tu lor peccato comporti , bene ; e se no deh! cassami 
dallo tuo registro che hai scritto (•)! 

Dio.. 
Se' tu maggiore d' Abramo, che io per dieci prove ho sperimentato? 

Mosd. 
Da lui usci Ismaele^ i cui figliuoli condurranno i tuoi a perdizione. 

Dio. 
Sei tu per nulla maggiore d'Isacco? 

Mosè. 
Da^suoi lombi usci l'empio Esaù che atterrerà '1 tuo tempio, e de- tuoi 
figliuoli e de' tuoi sacerdoti e de' tuoi leviti farà .eccidio. 

Dio. 
T'ho io per nulla detto d'uccidere lo Egiziano? 

Mosè. 
Signore del mondo! Dammi licenza di dirti una cosa sola. 

Dio. 
Di'. 



(*) Num. XII, 7. (•) Num. XXI, 9. (*) Bsod. XXXII, 32. 
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Mosò. 

E lu hai pure ucciso tutti i primogeniti d* Egitto. E io per uno solo 
Egiziano i' mi morrò? 

Dio. 

Ma se' tu forse a me simigliaute? Io fo morire e risuscito. Puoi tu 
per nulla far rivivere come fo io? E tu poi non licordi tu quanto onore 
t' ho reso? Tu mi dicevi levati, e i' mi levavo; ritorna, e i' ritornavo. Tua 
mercè persino V opra del cielo e della terra ho mutato. Però che è uso del 
cielo il mandare giù pioggia e rugiada, e della terra il produrre cibo. Ma 
tu mi dicesti: codesio non m* è a grado. Anzi il cielo mandi giù cibo, e mandi 
fuori acqua la terra, e io 1' ho fatto, secondo fu detto: « Ecco io vi fo pio* 
vere cibo dal cielo 0) ». E fu detto pure: « — Vien «u, o pozzo: — canta-^ 
tegli Q) ». Volevo pure io fare in guisa da darti la vita, e tu mi dicesti 
non voglio, ma, mi morrò. Tu dicesti pure a me: « Se una creazione operi 
lo Eterno per cui la terra spalanchi la bocca, e s^ inyoii costoro e ogni 
loro cosa e scendano vivi allo Sceoly allora conoscerete che codesti uomini 
hanno dispregiato VEterno Q) ». E' io adempii la tua parola e feci tua voglia, 
secondo fu detto: « E la terra aperse sua bxca e ingoiossi costorc {*) ». 
Io avea pure detto: e Chi sacrifichi agli Dei sia distrutto^ se non se allo 
Etemo solo{^) ». Or come gì' Israeliti si furono caduti nello peccato del vitello 
d'oro, sì procacciavo io di compiere mia sentenzia col distruggerli e perderli . 
Ma tu non mei consentisti e dicesti tni: « Indulgi deh! allo peccato di codesto 
popolo (^) », e io, secondo tua parola, indulsi. E di più, la Legge intitolavasi 
del mio nome, secondo e' fu detto: t'La legge dello Eterno perfetta (J) ». 
e io del nome tuo la intitolai, secondo fu detto: < Ricordate la legge di Mosè 
mio servo (®) ». Eziandio gì' Israeliti,* del mio nome intitolavansi, secondo eh' è 
detto: € Che a vie i figliuoli d'Israello sono servi , s^rvi mipi e' sono (®)». 
^Figliuolo mio, mio primogenito Israello {^^j % . E io gì' intitolai del nome tuo, 
secondo fu detto: « E ricordò i dì antichissimi^ lo popolo di Mosè (") ». Né 
ancor basta. Comunicai teco con detti e con parole, secondo eh' e' fu detto: €E 
disse lo Eterno a Mosè (*-). E parlò lo Eterno a Mosè (•^)». E tu con detti 
e con parole meco comunicasti, perù eh' e' fu detto: ^E disse Mosè allo Eter- 
no (**). E parlò Mosè allo Eterno (^^)». Non ha per me né mangiare, né bere; 



(0 Esod. XVI, i. («) Num. XXI, i7. (3) Num. XVI, 30. 

{*) Ibid. 32. (») Esod. XXII. 19. (•) Num. XIV, 19. 

(') Salm. XIX, 8. (•) Malac. Ili, i± (9) Levil XXV, 55. 

(«0) Esod. IV, -21 (") Is. LXIII, 11. («) Esod. IV, 4. e passim 

(«3) Esod. VI, 10. e passim. V') Esod. XIX, 23. («) Num. XXVII, 15. 
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e tu fai lo simigliante, secondo è detto: € E è* si fu quivi Mosè collo Etemo 
quaranta di e quaranta notti, pane non mangiò e acqua non bevve (') », 
Così pure io sono Elohim e tu sei Elohini, però eh* e' fu detto: « Vedi: f t*ho 
dato Elohim allo Faraone (*) ». Così ^pure i' ho profeti, e tu hai uno profeta, 
però eh' è detto: « E Aronne tuo frate sarà tuo profeta (^) ». Io, nulla crea* 
tura può guardarmi in viso, e di te è detto: « E egli aveano pau7*a d'accO' 
starglisi (*) ». Y dissi: € E tu mi vedrai le terga, ma lo viso non mi si 
vedrà (^) », e di te sta scritto: € E e^ guardavano dietro a Mosè [(•) ». Colle 
Tentidue lettere dello alfabeto ho reso omaggio alla Legge, e con tutte quelle 
a te ho reso omaggio. T* ho inviato allo Faraone, hai tratto fuori gì* Israeliti 
dallo Egitto, t' ho imposto il Sabato e la Circoncisione, t' ho donato il Decalogo, 
t' ho coperto della nuvola, t* ho donato le due tavole di pietra, le quali ha* fatto 
in pezzi. Ho fatto di te uomo unico al mondo. T'ho fatto reda della mia 
Legge. Innanzi ai settanta seniori t* ho onorato. 

Mosè ritornato in se tutto riconobbe e in presenza di lui disse: 

Signore del mondo! Tu m' hai fatto sì grande e siffatti benefizj m' hai 
recato, eh* i' non posso narrarne uno di mille. E a tutto il mondo è noto quanto 
m*hai fatto grande e glorioso, e a tutto il mondo del pari è noto che tu sei 
lo Eterno, uno, riconosciuto unico nello tuo mondo, né hawi altro che te, e 
nullo a te simigliante. Tu hai creato le superne e le inferno cose, tu sei lo 
primo e V ultimo, e chi potrebbe tue virtudi significare? Pur io da te una sola 
cosa imploro: il valicare il Giordano. 

Dio. 

Due cose ho per sacramento promesso: una che tu non entrerai nella 
terra; 1* altra che non distruggerò Israello. S* egli è tuo volere eh* io trapassi 
lo sacramento perchè tu entri nella terra, e 1* altro sacramento eziandio trapas- 
serò e distruggerò Israello. 

Mosè. 

Signore del mondo! Tu mi ti fai addosso con arte, pigliando la fune 
da' due capi. Si perda Mosè e simili a lui mille, ma non si perda un* anima 
da Israello! Signore del mondo! Che si diranno egli le creature? Que* piedi che 
hanno calcato lo firmamento, quelle mani che hanno ricevuto la Legge, e la 
bocca che con lo Eterno ha favellato e* si morranno? E se malgrado tutto ciò, 
codesto Mosè non impetrò da Dio benedetto risposta, e che si faranno egli 
1* altre creature? 

Dice Rabbi Gioanni: dieci fiate la morte di Mosè fu scritta. Una: 



(*) Esod. XXXIV, 28. («) Esod. VII, 1. (s) Ibid. 

0) Esod. XXXIV, 30. (5) Esod. XXXIII, 23. («) Esod. XXXIII, 8. 
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< Ecco % tuoi dì si sono accostati al termine mortale (')»• Due: ^E muori 
nel monte (^)»- Tre: €Ìo mi muoio in questo paese (^)». Quattro: * Però che io 
90 che dopo la morte mia . . . . (^)» Cinque: « .... e ianto più dopo la mia 
morte (*) ». Sei: «... innanzi la sua morte (•) ». Sette: e E Mosè gli era di sua 
etate a centotrenf anni nel suo morire (^) ». Otto. ^E si morì quivi Mosèy lo 
Mrvo deir Eterno (*)». No^e: « Or egli avvenne dopo la morie di Mosè . . . (®) t 
Died: « Mosè, lo mio set^o è morto (*®) ». Dièci fiate lo S. ( b. 1. ) a^eya 
£iutto lo decreto che Mosè si morisse^ né intrasse nella terra. Ma non ora 
suggellato paranco, che a questo lo gran tribunale si rivelò e gli disse: t Tu non 
f>ali€herai codesto Giordano (**) ». Pur tuttociò agli occhi suoi era lieve|, né 
gli occupava la mente, però eh' e' dicea: quante fiate gl'Israeliti hanno peccato, 
« come i' facea per loro orazione, e tosto lo S. ( b. 1. ) loro perdonava, 
e lo decreto aboUa! Or come io, il quale dacché sono al mondo non ho peccato, 
allo S. ( b. 1. ) orerò, e non accoglierà egli la mia orazione? Ma tosto che 
lo S. (b. 1.) ebbe veduto tornare la cosa agli occhi di Mosè cotanto lieve, da 
non voler questi neppure far orazione per se, incontanente troncò gì' indugi, e 
fe' contro lui lo decreto e la sentenzia suggellò, e sullo nome suo santo fé' 
sacraménto che quegli nella terra non sarìa intrato; secondo eh' e' fa detto: 
« Voi non condurrete codesta comimanza alla terra eh' io loro ho dona^* 
io i}^) ». Non appena Mosè si fu avvisto essere stata la sentenza contro se 
ssggeilata, a se impose digiuni, si stette in orazione e disse: quinci non 
mi moverò io, finché lo intero decreto non sia casso. Che fec' egli Mosè? Vesti 
lo sacco, si voltolò nella cenere, e quindici fiate si ristette in orazione dinnanzi 
allo S. ( b. 1. ), fino a tanto che cielo e terra e tutte le opere della crea- 
zione ne furono scrollate, e diceano: è egli arrivata l'ora dello eterno con* 
sigilo df rinnovellare il mondo, opera di Dio? Sorse un'eco della voce celeste 
a dire: no, e' non è già arrivata 1' ora di quel consiglio, ma si di quello, 
perché ritorna « in mano di Lui Inanima di ogni vivente e lo spirito d*ogni 
corpo cT uomo (*^) ». V uomo è Mosè, secondo fu detto: « E l' uomo Mosè 
era sommamente umile (**)». Che fec' egli Wo S. ( b. 1. ) ? Fé' bandire 
per tutto lo firmamento e per tutte le corti divine, di non accogliere l' ora- 
rione di Mosè; e nullo angiolo, dicea, m' ha a recare innanzi quella oi azione, 
però che la sentenza di morte di lui già ho suggellato . L' angiolo diputato al 
bando s'appella Acr^iziele. Lo S. (b. 1. ) avaccìo chiamò tutti li duci del 

(0 Deul XXXI, U. (*) Ibìd. XXXII, 50. (') Ibìd. IV, n. 

(*) Ma. XXXI, 29. (5) Ibid. 27. («) Ibid. XXXIII, i. 

C) Ibid. XXXIV, 7. («) Ibìd. 5. (») Gios. I, 1. 

(*o) Ibid. 2. (•*) Deut. XXXI, 2. («) Nura. XX, Il 

(«) Giob. XII, IO. (") Num. XII, 13. 



Araoaitteiita. Scendete giù, l(»ro disse, e serrate ogni pòrta a ciò che la orazioae 
ili Mosè non aaceoda. In queir ora cielo e terra, e le fondamenta tutte della 
terra e le opere della lòreaaione scrollarono tutte, mercè ddla orazione di Mosè 
la quale era siniglmnte a coltello, che strazia e taglia e non s* arresta; però 
che quella orazione sua eifa in conformità dello nome inerbile ch^ egli avea 
iflÉparato dalla bocca doHo maestro suo, l'angiolo Zangaziele. Di quell'ora disse 
Ezechiello: € E io m*udia dietro lo rumore d^uno tremuoto grande » (*) M'udia 
lo tremuoto del grande, cioè di Mosè di cui si scrisse: « Anche V uomo Mosè 
era sommamente grande (J) ». Nell'ora in cui le Sfere e i Serafini di lassù 
ebbero veduto Iddio benedetto non avere accolto la orazione di Mosè, né avergli 
guardato in fronte, nò gli avare concesso la vita, incontanente aprirono la 
bocca e dissoni: « Benedetta la maestà dello Eterno dal suo loco (^) », là 
dove innanzi a lui non ha iniquitate, non oblivióne, non guardare in fronte 
né al sommo nò al minimo. Or Mosè feoe sino a cinquecento quindici 
orazioni. E codesto donde si argomenta? Dalla cifra della voce che suona 
or supplicai. 

Mosè 

Signore del mondo! Quante fiate per gì' Israeliti io mi sono travagliato, 
finché e'furono quel popolo che è a te tesoro e patrimonio! E io le angustie 
n'ho veduto, e la gioia 'non vedronne? Ve, come fai tu di tua legge documento 

falso? Però che così sta scritto: « Non far torto al mercenario 

Nella sua giornata darai sua mercede {*) ». Or dov'è mia mercede de'qua- 
rant' anni di fatica che sostenni pe' figliuoli tuoi, del travaglio che sopportai 
per «Ili in Egitto e ndlo diserto, della legge e de' oomàndamenti che loro ho 
statuito? L'angustia loro ho veduto, ed ora che n'è venuta la prosperità, e tu 
m^imponi ch'io non valichi il Giordano? Da quarant'anni m ^qua non sono stato 
io il dottore che insegna e siede a scranna? 

Incontanente il S. ( b. 1. ) si fé' a rasserenarlo dicendogli: 

Dio. 

Mosè, figliuol mio, gran che nella vita futura ti s'apparecchia, dove ti 
satollerai di tutte le specie di frutti dello paradiso delioiano, e di sue delbie, 
imperochè fu detto: « Ho da far redare agli amici miei sostanzia, e ne empirò 
i tesori C^) ». ( Sono quelli i giusti osservanti la Legge per cantate. Samuele 
dice: intende qui le trecento dieci miriadi di mondi pertinenti ai giusti nella 
vita futura, que' mondi che lo S. ( b. 1.) è per donare a c^ni giusto partii 
eolarmente. ) Mosè, i tuoi di cessano, ma non cessa già tuo splendore. 

(0 Ezech. Ili, 12, (<) Esod. XI, 3. (3) Ezech. Ili, 12 

Ó Deut. XXIV, 14. «. C) Prov. Vili, 21. 

Segose Noologiche T. XVII. 6 
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ImperoechÒ nò della luce del sole avrai tu mai più mestieri^ né della looe della 
luna e delle stelle, né del mangiare nò del bere, né di manto, nò di viesta, 
ha di unguento al capo, né di calzari ai piedi. Però che io di mia gloria ti & 
lume, e di mia gloria ti porrò vesta, e di mia maestate ti metterò manto, di 
mio splendore ti farò lo viso raggiante, e di mia dolcezza ti bagnerò le fauci, 
e de' carri che sono miei veicoli farò i veicoli tuoi, e iarò tua verga della mia, 
sulla quale lo nome ineffabile è impresso, con che ho creato da origine il 
mondo, della quale già t'ho dato in questo mondo uno esemplare, quella mia 
verga la quale è otto mila settecento sessanta miriadi più piccola che non 
quella del futuro mondò. In questo mondo molti segni e prove già ho fatto, 
e per mano tua ho tratto i figliuoli d'Israello fuori d' Egitto, e ho partito per 
elli il mare, per elli ho fatto piovere la manna, e le acque amare tra- 
smutato in dolci, e loro ho dato la Legge e tanti comandamenti quanti aono 
le membra dell'uomo, e i di dell'anno, e per mano tua ho vinto più battaglie. 
Ti basti, Mosè, è anche troppo. È arrivato per Giosuè Io di del reggere 
Israello, e io ho in futuro da scrivere per mano di Salomone discepolo tuo: 
€ E spunta uno sole e uno sole tramonta 0) » . 

Mosè. 
Signore del mondo! Se non reggo io Israello, sottentrino a me i miei 
figliuoli, i figliuoli d' Aronne mio frate, e occupino etei lo mio seggio. 

Dio. 

4c Effliy Giosuè, loro farà impadronirsi della terra (*) » . 

Com'ebbe veduto Mosè la sentenzia essere stata contro sé pronunziata, 
incontanente se ne gi' a predicar loro dallo die ventidue di Tisrì insino al primo 
dì Scebàt, novantacinque di dopo le dieci fiate che lo S. ( b. 1. ) gli avea 
detto si morisse. E egli indugiava sino al primo dì di Scebàt, ohe andò a chia- 
mare tutto Israello, e spose loro la Legge a secento mila persone in settanta 
favelle, secondo che è detto: « chiarita bene (^)»; e dice pure: andò Mosè e 
parlò (^) ». E onde si traggo egli che Mosè abbia fatto la sposizione della Legge 
a Israello, lo primo dì di Scebàt? Da questo eh' e' fu detto: ^E ^ fu nel 
quarantesimo anno, nelFundecimo mese, a calen del mese, che Mosè parlò 
a tutto Israello (^) » . Da calen di Scebàt sino allo settimo di di Adar egli 
ha trentasei dì, ne' quali egli spose la Legge a Israello. Lo settimo dì di Adar 
e' si tolse commiato^ e in quello die che fu morto,' egli bene sei sapea; però che 
un'eco della voce celeste era surta a dire: bada a te, o Mòsè, però che di vita 
mondana non ha'tu se non questo dì |solo. R. Calabo dice: lo die che Mosò 
nostro maestro ( pace su lui ) si morìa, scrisse li tredici attributi della Miseri- 

(0 Eccl. I, 5. , («) Deut. Ili, 28. (») Deut. XXVU, 8. 

(*) Deut. XXXI, 1. (5) Deut. I, 3. 
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cordia; e la giornata non era peranco giunta a mezzo, ohe Moa$ avea inviato 
epistole a clasòuna delle tribù. £ qaindi chiamò ciascuna delle tribù e die 
lóro la Legge e li comandamenti^ e quello volume della Legge che era 'più 
di tutti eletto, il depose a fianco dell' arca. Poscia quelle avvisò e ammoni 
ciascuna a parte, gli uomini da un lato e le femmine dall'altro, e loro dicea: 
badate allA. dignitate della Legge e delU comandamenti ( E havvi pure chi 
affenna essere sceso giù Gabriele, e tolta la L^ge di mano a Mosè, lui 
avere fatto salire alla suprema. Corte celeste, per fare la virtù di Mosò meglio 
manifesta, e averlo fatto passeggiare per ciascuno de' cieli, ) secondo è detto: 
« La giustizia dello Eteirno adoperò, e i giudizii di lui appo Israello (^) ». 
Ma non è tutto ancora. Anzi le anime de' Giusti /anno lettura dello volume 
della Legge di Mosè nostro maestro ( pace su lui ) Io secondo di e '1 quinto 
ddila settimana, e tutte le solennitadi. Dice R. Giosia: in quel punto Mosè 
rese a Giosuè somma onoranza e grande omaggio in faccia a Israello. E uno 
banditore gli uscia dinnanzi per dire in tutlo lo campo d' Israello: venite ad 
ascoltare le parole del novello profeta che oggi sopra di noi dee levarsi. Tutto 
Israello in omaggio di Giosuè salia. Poi comandò Mosè recassero una sedia 
aurea, una corona di margherite, uno elmo regale e una vesta di porpora. E 
Mosè si stava a disporre e ordinare le file e le panche di que' dello Sinedrio, 
de' capi degli eserciti, e de' sacerdoti. E finalmente Mosè venne a Giosuè, lo 
vesti e coronoUo, e il fé' sedere sulla sedia aurea, collocandogli accanto uno 
turcimanno, perchè alla presenza di tutto Israello e' potesse tenere sermone. E 
chi era egli lo turcimanno? Caleb figliuolo di Jefupne. Or. Giosuè in faccia a 
tutto Israello e in faccia a Mosè suo maestro tenea sermone. E quale si fu 
egli lo serÉQone che tenne Giosuè? 

« Destatevi, inneggiate, o cieli superni, inferno, fondamenta della terra 
€ scotetevi! Destatevi, esaltate, ordini del creato, destatevi gridate di gioia, o 
« montagne antichissime, gridate laudi o colli della terra, destatevi e risonate, 
€ o milizie dello firmamento ! E cantate e narrate, o tende tutte di Giacobbe, 
< cantate o tabernacoli tutti d'Israello ! Cantate e date ascolto, a tutti gli accenti 
€ del cor vostro, ponete mente a ogni parola, assumete lieti sopra voi e sopra 
€ le anime vostre lo comandamento dello Iddio vostro. Schiudete la bocca e la 
€ favella, e rendete omaggio allo Iddio salvator vostro, e rendete grazie in 
« presenza del vostro Signore, e in lui ponete vostra fidanza. Però che egli uno è, 
€ e nullo è lui secondo, nullo fra i divini è lui simigliante, nullo lui comparabile 
« fra gli angioli, nullo fuor di lui fra li signori. Allo suo plauso non ha fine, 
« non termine alla laude, né misura a' prodigi, né novero alle imprese di lui. 

(0 Deut. XlXlil 21 
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€ II qaale lo sacramento fatto a' patriarchi osserverà a noi^ e a noi manterrà 
« lo patto, la graeia e i^ giuramento che fé' a quelli i per opera di Moeè nostro 
4 maestro^ quegU che con tanta copia di prodigi ci ha redenti, ci ha tratti di 
€ servitù a libertate, per noi ha partito il mare, e ci ha donato i seicento tredici 
« comandamenti ». Mosè disse: Trentasei anni fo Oiosuè a me ministro natio 
diserto, secondo è detto: € E lo ministro di lui, Giosuè fiffliuolo di Nun giova- 
netto (^)>. E come la sentenzia di Mosè si fu arrivata, e Io S. ( b. 1. ) gli disse: 
« ecco i tuoi dì si sono accostati allo termine mortale ^ chiama Oiosuè .... {\ 
e comanda Giosuè (') > , lo giusto Mosè facea di se cotal giudizio: egli è forse 
mercè dell' ora destinata a Giosuè mio discepolo, eh' i' mi debbo morire. Che 
egli dee reggere Israello e porgljsi a capo, e però mi sopravvenne lo decrete 
eh' io non abbia a intrare nella terra, né a goderne i frutti. Lo guiderdone di 
quella che è egli a me, se li miei piedi non hanno a calcare la terra d'IsraeUeS 
Meglio chMo viva, che Giosuè sia^ reggitore e io entri nella terra d'Israelio. 
Che fec'egli? Da calen di Scebàt sino allo sesto di di Adàr e' givasi mane e 
sera a servire Giosuè così come discepolo il maestro, e que' trentasei dì valsero a 
Mosè un anno per ciascuno. In qual guisa Mosè serviva egli Giosuè? Mosè 
era quotidianamente da mezzanotte levato, e se ne giva da Giosuè alla porta; 
tolta la chiave, apria l'uscio, e intrava. Pigliata la camicia e scossala, glida 
rimetteva accanto al capezzale. E tolti i calzari di lui e puliti^ rimettevali 
a'fianchi del letto. Poscia pigliava pure il pallio, la vesta e il manto, e l'elmo 
aureo e la corona di margherite che riguardava acocurata mente e pulìa, e glieli 
mettea in ordine dinnanzi sur una seggiola d' oro. Poi recava una brocca, 
d'acqua e una catinella d' oro e ponevali dinnanzi alla seggiola, e infrattanto Giosuè 
non era peranco desto dal sonno. E finalmente Mosè comandava di scuotere, 
lavare e spazzare la tenda di Giosuè, cx)nforme alla sua tenda medesima; e 
mandò a pigliare e introdussevi la sedia aurea, e stendea uno panno di bisso 
e UDO panno di seta e d'ogni ragione arredi de'più belli e preziosi fra i suoi», 
secondo la costumanza delli re. Poscia mandava bando: Mosè si sta nella tenda 
di Giosuè, e dice: chiunque intenda fare a Giosuè accoglienza, venga e faocialar, 
però che scese uno comandamento dallo S. ( b. 1. ) sopra Giosuè, d' essere 
reggitore d' Israello. In su quel punto ogni privato Israelita che udia lo bando 
impaurivasi e tremava e dicea; quanto mi starebbe a cuore che Mosè non sì 
partisse! E soggiungea lacrimando: « Miser' a fó, o paese, lo cui re è ffio^ 
vanetto (*)! Ma la eco della voce celeste dicea: « Avvegnaché giovanetti 
Israello, pur P arno (*) ». Anco la terra apria la bocca e dicea: Fui giovane) 

(*) Esod. XXXIII, 11. (•) Deut. XXXI, U. (») Ibid. Ili, 28. 

(<) Eccl. X, 16. («) Osea. XI, 1. 
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pure invecchiai (*) »• Or raganavftnai i seniori d'lBraello< e tatti i capitani 
delle milizie e i capi delle tribù, li celiarche, li centurioni e li decurioni, e 
venuti a Mosè, egF impartiva loro gli ocdini, e ciascuno secondo sua dignitate 
fiicea 8ed6ire.>£ joomeiMòaè ai avvedea essersi Gdosnè desto dal sonno, intrava, 
e tollaiie la camicia, dava^iela jin siano; e Oiosmè avvedutosene si rimanea 
tutto confuso, e tolta la camicia se ne eopria il corpo,, e vestiasi con anima 
trepidante, e gittandosi a' piedi di Mosd* dicevagli: maestro mio, non m'uccidere 
a mezza del cammino di mia vita, acagioue dello principato che dallo S. (b. 1.) 
m'ò venuto. Risposegli Mesa: non temere,, figliuol mio, a te in codesto non è 
colpa. E della misura ch'hai misurato me, io userò con esso teco: come con 
lieto yÌ9Q m' hai ta servito, così ho servilo a te. T' ho insegnato: « E amerai 

10 prossimo Huo come te stesso. ì^) ». Non t' ho io parimente appreso: « Siati 
la dignità dello tuo discepolo cara quanto la tua propria (^) ».? In somma 
e'non lasciò Giosuè infino a tanto che. quello non si fu seduto sulla sedia aurea, 
com' ò costume delli re mondani, e contro il volere di lui gli stette accanto^ e 
gli servì in ogni occorrenxa sua, e contro il volere di lui gli lasdò sul capo 
le corna raggianti. L' angiolo Zangaziele, maestro a Mosè, scriba di tutti li 
figliuoli del cielo si trovò, sopra di lui, più su che tutti gli altri, in su 
qudi punto che aveva compiuto d' imparare da Mosè tutti gli arcani della 
Legge. Non appena Giosuè si fu degnamente vestito, e' vennero dire a entrambi: 
tutto Israello v' aspetta. Incontanente Mosè pigliò Giosuè e lo fé' uscire di dentro 
alla sua tenda. Pervenuti entrambi alla porta della tenda, Mosè fé' andare 
r altro suo malgrado, davanti a se, e come gì' Israel iti videro Giosuè venire 
primo e' si scossero tutti e rizzaronsi in pie. I due poscia pervenuti sino al loco 
de' maggiori, accanto alla sedia aurea, Mosè fé' sedere l'altro malgrado suo. 

11 che come fu veduto dagl' Israeliti piansero tutti, e Giosuè anch' esso pianse, 
e disse: grandezza e dignitate che son egli a me? La eco della voce celeste 
surse per dire a Mosè: tu non hai di vita se non cinque ore soltanto. Di subito 
Mosè gridava verso Giosuè ad alta voce: statti in faccia al popolo regalmente, 
e così stare il facea. Ambo poscia predicarono in una, in presenza di tutto 
Israello. Il viso di Mosè era simigliante al sole, il viso di Giosuè alla luna. Mosè 
facea la sposizione, faceala Giosuè. Il versetto della Sacra Scrittura che leggea 
Mosè, sponealo Giosuè, e in nullo subbietto era fra loro discordanza in codesta 
predicazione^ e loro sentenzio riscontravansi riflesse Puna nell'altra come gemme 
regali. Di così fatte dicea, Salomone: € Le paroW, de' sapienti sono simiglianti 
€k pungelli Q).> parlando, di coloro che appartengono a lei,, la quale dioesi 
sedente negli orti (^) ». ElaraeUo e Giosuè si stavano peranoo dinnanzi ;a Mosè, 

(0 Salm. XXXVII, «5. (») Levit. XIX, 12. (3) Capita Patnim Gap. II, 15. 

(<) Eccl. XII, i 1. Ò) Cant, Vili, 13. 
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6 sarse un' eco della voce celeste a dire: « tu ( o Mosè ) non bai se non 
quattr'ore di vita». 

Mosè 
Signore de' mondi! Se mercè dello mio discepolo mi rigetti tu, pur io 
innanzi a lui da discepolo mi conduco. Egli è simigliante a sommo sacerdote, 
io a sacerdote volgare, egli è simigliante a re, io a suddito. 

Dio 
Sul mio nome altissimo che ne' cieli e ne' cieli de' cieli non cape, io ho 
fatto sacramento che tu codesto Giordano non valicherai. 

Mosè 
Signore de' mondi! Dammi balia di farmi in virtù dello nome ineffabile 
simigliante ad augello volante per l'aere, ovvero fammi tu simigliante a pesce, 
sì eh' i' porti le due braccia come due pinne, e tutti i peli ritornami in scaglie, 
si eh' i' guizzi dentro allo Giordano e veg^a la terra. 

Dio 
Se codesto facessi, lo mio sacramento trapasserei. 

Mosè 
Signore de' mondi! Mi posa sulle ale delle nuvole all' alteeza di tré 
parasanghe in su del Giordano, si che si stieno le nubi sotto e io di sopra, 
e vegga tutta la terra. 

Dio 
E' si penserebbe di me come se lo mio sacramento avessi trapassato. 

Mosè 
Signore del mondo! Fammi a brani, e giltami oltre il Giordano, poi 
risuscitami tale eh' i' vegga la terra. 

Dio 
Ancor sarebbe, come avessi lo mio sacramento trapassato. 

Mosè 
Fammi vedere la terra tutta d'un guardo. 

Dio 
In questo t' ascolto. 

Però eh' e' fu detto: « Che dirimpetto vedrai la terra, ma quivi non 
intrerai (*) ». 

Or lo S. ( b. 1. ) gli fé' vedere della terra quattrocento per quattrocento 
parasanghe^ quasi lo spazio d'aiuola in uno giardino, ma die negli occhi di lui 
virtute di vederla tutta, il profondo nell'alto, l'occulto nel manifesto, ciò eh' è 
rimoto in ciò ch'è prossimo, di vederla tutta. Poi dissegli: e Codesta è la terra 

(>) Deut. XXXII, 52. 
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della quale ho fatto, sacramento ad Àbramo^ Isacco e Giacobbe col dire: a 
tua sementa darolla; te Vho fatta eedere eo^ propri occhi tuoif ma non vi 
passerai (^)». Fin qui ua'ora ^i era trascorsa. La eco della celeste voce sorse 
a dire: non ti crucciare; però che ormai tu non hai della vita di questo mondo, se 
non tre ore. , 

Mosè 

Signore del mondo! Lasciami presso i figliuedi di Ruben e i figliuoli 
di 6ad, e sia la mia persona come quella d\mo di loro, e Giosuè duri e salga 
e regni in terra d' Israello con Israello. 

Dio 

Vuo* tu eh' i' faccia della mia Legge un falso? Nella quale e' sta scritto: 
€Tre fiate Vanno comparirà ogni tuo maschio in faccia al Signore y allo 
E temo (^) ». Vedendoti gl'Israeliti non ire su alla soleonitate che diranno egli? 
Questo: se Mosè per mano del quale e' fu data la Legge e li comandamenti non 
va su alla solennitate e noi tanto meno. Ne avverrà che tu uno mio coman- 
damento abolisca. Ed ho scritto pure per mano tua: « A termine di ogni self anni 
farai remissione (^) »: « Nel venire tutto Israello per comparire in faccia 
allo Eterno, Dio tuo, nel loco cK é s^avra eletto j tu leggef^ai questa Legge 
dinnanzi a tutto Israello, alV udienza loro (*) ». Tu abolisci il destino di Giosuè 
agli occhi di tutto Isradlo. Però che come Giosuè segga a predicare nella 
festa in vista di tutto Israello, che diranno egli? Questo: al modo che noi 
impariamo e ascoltiamo la Legge di bocca del discepolo, possiamo ire ad ascol- 
tarla di bocca del maestro e ad impararla da lui. Egli avverrà in somma che 
tu recherai la mia Legge medesima a perdizione. 

Fin qui era già trascorsa per lui un' altr' ora. Surse la eco della voce 
celeste e gli disse: fin quando ti crucci tu, laddove ormai non ti rimane di vita, 
se non due ore? Or Samàele capo de^ demoni si stava aspettando quando 
giugnesse Torà che Mosè si togliesse commiato ( se mai potess' egli riceverne 
r anima come quella degli altri figliuoli di Adamo ) a guisa d' uom che s'attenda , 
a somma letizia. Come Michele patrono d'Israello ebbe veduto che Tempio 
Samaele s'aspettava la morte di Mosè, mandò uno grido e pianse^ laddove Samaele 
era lieto e rideasi . Empio, gli disse Michele, io piabgo e tu ti ridi? Altri afferma 
gli dicesse il versetto: < Non ti rallegrare per mCy o nimica mia, però che 
caduta risorsi; quando mi sto purè nella tenebra, lo E temo m*è luce (^) » . 
( Caduta con Mosè, risorsi colla grandezza di Giosuè, allorché si furono caduti 
in poter suo i trentuno regoli; quando mi sto pure nella tenebra per la ruina 

(») Deut. XXXIV, 4. («) Esod. XXIII> 17. (») Dcut. XV, i. 

(«) Deut. XXXI, 11. {^) Michea. VII, €. 
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dello primo Tempio e dei secondo, lo Eterno m' è luce at di del Messìa) és 
Intanto per lui un' ora era trascorsa. Sorse la eco della voce cdeeto e disse 
a Mosò: tu non hai di codesta mondana vita se non un'ora. 

Mosè 

Signore del mondo! Lascia eh' io duri, a guisa di uccello che vola ai 
quattro punti della terra, e coglie in terra suo vitto, e bee acqua de' fiumi, e 
a sera si ritorna allo suio nido. 

Dio 

Bastiti. 

Mosè 

Signore del mondor« La Bocca .... è integra Vipera sua {^) ». 

E mandò un grido in mecao al pianto, e piadsise; edieea; a dii n^andiò 
io che chiegga merco per mef Andò da tutte le opere della ereaziocie e loro 
disse: chiedete mercè per me! Le colonne del mondo risposergU: Neppmre per 
noi stesse noi chieder mercè non possiamo, secondo càò di' è aeritio: € Lo tutto 
ha ( Iddio ) fatto aoconciumenie opportunamente (^) » e finalmente è acritto: 
« Lo tutto va a uno punto; lo tutto si fu dalla polvere e lo tutta alla pahere 
si ritoma (^) ». E sta seritto: « Che li cieli a ffut$a di fumo si dissaivomo, 
e la terra a guisa di vesta si logora (*) ». 

Come Mosè ei fu avvisto non potar campare da morte, chiamò Giosuè 
in faccia a tutto Uraello e dissegli: figliuolo mio, ecco tutto questo popolo ch'io 
ti affido, è lo popolo deirEtorno. I suoi infanti non hanno ancora praticato li 
comandamenti. Bada loro, che tu loro non dica cosa meno che decente, però 
eh' e' sono figliuoli dello S. (b. 1. ) e gli appellò figliuolo mio, mio prim^ 
genito Jsra^llo(^)y e sopra ogni nasione gli ama. 

Dio 

Giosuè! Mosè tuo maestro in suo loco t' ha iasoiato. Piglia il bastone 

e picchia sulla cervipe, però che egli è detto: « Non perdonare al giovanetto, 
gastigo (^ » avvegnaché sia giovanetto If^raello e io Vami O » . 

Giosuè 
Mosè, maestro mio! Che sarà egli di me? Io darò loro per avventura 
territorio in montagna , e e^ diranno dannelo nella valle. 

Mosè 
Non temere; che lo S. (b. 1. ) m'ìia promesso che nella partizione dd 
suolo e' porrà concordia. Intorno a qualunque errore tu ra' abbia a interrogare, 
interrogami, però che io ti sono tolto e tu non mi vedrai più. 

(i) Deat. XXXII, 4. («) EwL IH^ H. 

(») Ibid. 20. (<) te. XI, e* (5) Esod. iV, Si; 

(•) Prov. XXXIil, 13 D Osea XI, 1. 
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Giosuè 
Rabbi, quando msà t' ho io lasciato di giorno o di notte? E poss' io 
errare? 

Or com' egli non interrogò, tre mila casi fra lievi e gravi gli vennero 
dimenticati, e nella seoela di Jahbez questo lasciò per ricordo. 

Mosè 
Quantunque tu non abbia alcuno errore sul quale interrogarmi, vieni 

ch'io ti bad. 

Venne a luì il ^ale lo baciò e pianse sul collo di lui e così ribe*- 
nediaselo: possa essere tu in pace, e tu Israello mio popolo, in pace! Tu il 
quale non ritraesti mai da me refrigerio allo spirito, mercè degli avvisi e delle 
ammonizbni coi quali io ti correggevo. Mosò avea incominciato dal benedire 
ogni tribù in disparte; ma come s'avvide che lo tempo stringea, tutte le 
comprese in una benedizione sola, e loro disse: per ciò che riguarda la Legge 
e li comandamenti io molto v' ho rattristato. Perdonatemi! Nostro maestro e 
Signore, risposergli, se' perdonato. Noi pure molto t'abbiamo offeso, e molta 
fatica t'abbiamo recato. Perdonaci. E e' rispose loro, siete perdonati. E' vennero 
a dirgli: L' ora in cui tu dal mondo tolga commiato, è giunta. Benedetto lo 
nome di lui, che vive e dura in eterno! 

Mosò 

Di grazia, vi supplico, come sarete intrati in terra d' Israello, ricordivi 
di me e delle mie ossa, e dite: ahimè! Povero figliuolo di Àmram che ci correa 
dinnanzi a guisa di corsiero, e le sue ossa sono cadute nello diserto! 

Israeliti 

nostro maestro! Se tu da noi ti disgiungi, e che sarà egli di noi? 

Mosè 

Allorché io era con voi, lo S. ( b. 1. ) era nosco. Direste voi per 
avventura che tutti li segni e li prodigi per opera mia sieno stati compiuti? 
No, non mia ma vostra mercè, e per le misericordie di lui e sua benignitate 
e' si sono compiuti. E se sarà vostra fidanza in lui, e' certo farà vostra volontate. 

Israeliti 

« Lo Eterno è Iddio ^ lo Eterno è Iddio/ (^) » Iddio è a noi rifugio e 
virtute (*).> 

Sorse l'eco della voce celeste a dire: O Mosè, a che ti crucci? Tu 
non hai di mondana vita se non mezz' ora . Com' egli si fu avvisto dello 
andammito del mondo, e delle grandi salvazioni e consolazioni che lo S. (b. 1.) 
dovea recare a Israello, e' disse loro: « Oh beatitudini le tue, o Israello/ Ohi 
è a te simigliantef Oh popolo mlvato nello Eterno O »! Poi si fermò e U 

(«) Re XIIX, 39. (•) Salm. XLVI, 2. (») Deut XXXIII, 29. 

SekHze Nwdùg. T, XYJL 7 
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benedisse augurando pace, e alzando la voce lacrimò e disse a Israello: voi vedrò 
.in pace nella risurrezione de' morti. E uscito di loro presenza in gran pianto, 
anco gì' Israeliti piansero e mandarono un grido alto e amaro. Levatosi 
Mosè^ si stracciò la camicia, e tolto il manto se ne velò il capo, come fa lo 
luttuoso, ed intrato nella tenda piangendo dicea: miseri piedi miei che la terra 
d' Israello non hanno calcato, misera gola che de' frutti della Terra stillante 
latte e miele non ha assaporato! Sorse l'eco della celeste voce e disse a Mosè: 
tu non hai sé non un minuto e mezzo di vita. Mosè che fec'egli? Pigliò in 
mano lo volume a scrissevi Io nome ineffabile, e lo Libro del Retto. Mosè 
recossi alla tenda di Giosuè per consegnargli lo volume, e Giosuè si stava seduto 
e sponea la Sacra Scrittura, Mosè ritto, e Giosuè seduto, e quegli curvava la 
persona e si ponea la mano sul capo. E a Giosuè si chiudeano gli occhi 
e non vedea l' altro, per non venire ad avere in odio la vita. GÌ' Israeliti 
recansi a Mosè nella sua tenda e dicono: Mosè maestro nostro dov'è egli? E 
loro è risposto: dentro la porta di Giosuè. Vengono, e lui ritrovano ritto, e 
Giosuè a sedere. 

Israeliti ( a Giosuè ) 

Come hai potuto tu pur pensare che Mosè si stesse ritto e tu seduto? 

Giosuè ( a Mosè ) 

(Come vide l'altro in piedi gridò:) Rabbi, rabbi, padre, padre mio, 
perchè mi fai tu punire? 

Israeliti (a Mosè) 

Nostro maestro, insegnaci la Legge. 

Mosè 

r non ne ho facoltate. 

Israeliti 

Noi non ti lasciamo. 

Eco della voce celeste. 

Imparate da Giosuè. Ricevete da Giosuè la dottrina. Giosuè si sta in 
cima. 

R. Samuele di Nachmanide e R. Gionata affermano come in su quel 
punto che Giosuè profferì: Benedetto colui che elesse i giusti, furono tolte le 
tradizioni della sapienza a Mosè, e date a Giosuè, tanto che Mosè non si 
sapea nemmeno chente Giosuè dicesse. Dopoché Giosuè si fu levato, gllsraeliti 
dissero (a Mosè): compi per noi la lettura della Legge. Non so che rispon- 
dervi, diss'egli. E Mosè inciampava e cadea. E in su quel punto e' disse: Signore 
del mondo! Finqui ho chiesto la vita. Ed ora ecco l'anima mia rimessa in tua 
mano. Com^egli si fu rassegnato al morire, lo S. (b. 1.) disse a Gabriele- 
va fuori e recami l'anima di Mosè. 
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Gabriele 

A quei che pesa quanto i secento mila come posso' io togliere ranima, 
anzi arer pure lo ardire di venirgli dinnanzi? 

Poi, .lo stesso disse a Michele, e questo die in pianto; e lo stesso disse 
a Zangaziele il quale rispose: io gli fui maestro e egli mi fu discepolo, come 
gli torrò io l'anima? E poscia disselo a Samaele. Incontanente Samaele se 
n' uscì tutto gioioso dalla presenza dello S. (b. 1.), si cinse la spada, e sì 
vestì di feritate, e recossi dinnanzi a Mosè con empito grande. Ma tosto 
eh' e' r ebbe guardato mentre stava scrivendo lo nome ineffabile, e faville info- 
cate gli usciano di bocca, e lo viso raggiante e la parola gli splendeauo come sole, 
e a uno angiolo del Dio Sebahot era simigliante, Samaele impaurì e tremonne. 
E come Mosè levati gli occhi ebbe veduto Samaele eh' e' già ben si sapea 
avergli a venire dinnanzi, allo splendore del suo viso gli occhi di Samaele 
e' furono abbacinati, e cadde giù supino, e strinserlo doglie da puerpera, né 
potè più di sua bocca far motto. Tanto che Mosè aprì la bocca innanzi e disse: 
o Samaele, o Samaele, * Nulla pace agli empi, ha detto lo mio Dio. (^) ». 
Perchè mi sta' tu dinnanzi? 

Samuele 

E giunta la 'tua ora che tu ti tolga dal mondo commiato. Dammi 
Tanima tua. 

Mosè 

Chi mi t'ha egli inviato? 

Samuele 

Quei che creò M mondo e le anime. E tutte le anime, dacché il mondo 
e le anime furono create, in mano mia vennero rimesse. 

Mosè 

Maggiore che non in tutti coloro che vennero al mondo è in me 
virtute, che uscii dalle viscere materne già circonciso, e lo di cho nacqui all'uno 
e all'altro dxio parente favellai, e n^n succhiai neppure del latte materno se 
non dandone mercede, e a tre anni profetai, e già al ricevere la Legge ero 
dostioato. E tolsi la «orona regale di capo allo Faraone , e a ottani' anni 
di mia etate operai segni e prodigi, e tratti i seicento mila fuori d' Egitto, 
partii loro il mare in dodici sentieri, e le acque amare in dolci trasmutai. 
E tagliai le tavole di pietra, e salii al cielo, e impresi battaglia, ma le 
saette di coloro ricevetti dentro a una nuvola. E parlai faccia a faccia col 
Signore del mondo, e la famiglia di lassù vinsi, e ricevetti la Legge, e 
scrissi per bocca dello S. (b. 1.) secento tredici comandameuti e gì' insegnai 

(«) b. LVil, il. 
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a' figliuoli dTsraello. Venni pure a battaglia con due re nati d^uno gigante, 
ai quali neirora del dilurio Tacqua non giogneva alle cosciey e sola e luna 
nell'alto del mondo arrestai. V'ha egli nel mondo forse dì me più vadoroaet 
Empio, fuggimi dionanzi. 

Samaele vista la in/tegra e pura anima di Mosè, tosto fuggissi. La eco 
della voce celeste usci a dire: non ti crucciare; tu non hai più se non mezso 
minuto di vita. Ritornò Samaele alla presenza dello S. (b. 1.). 

Dio 

Dov' è egli? Che rechi tu? 

Samaele 

Non posso. 

Dio 

Va fuori e reca l'anima di lui (sdegnoso coatro Samaele). 

Samaele 

Signore del mondo! Se tu mi dicessi di trasmutare la Geenna dal 
superno allo inferno grado, ben io la trasmuterei senza indo^, ma dimodoui 
al figliuolo di Amram io non posso reggere, però che la luce del viso egli 
ha simile a quella de' Serafini del Carro celeste, e infocate faville gli escono 
dalia bocca^ e V ha di più ancora, che lo splendore del viso ha simigliante 
a quello della presenza divina. Per mercè tei chieggo, a lui non m'inviare, 
che la presenza sostenerne non posso. 
^ Dio 

Dallo foco della Geenna tu se' stato creato, e allo foco della Geenna 
tu hai a ritornare. Da prima uscisti di mia presenza oon gran gioia, ma 
come vedesti la grandezza di Mosè te ne ritornasti indietro oon tuo scorno. 
Va e reca l'anima sua. 

Che fec'egli Samaele? Sguainò la spada e venne in faccia a Mosè 
(pace su lui) in quel momento. Di subito Mosè gli si levò contro con 
empito di sdegno, e die di piglio alla verga divina sulla quale lo nome 
ineffabile era impresso, ne percosse Samaele sgridandolo forte , tantoché questo 
gii fogigi dinnanzi a corsa* E Mosè dietrogli colla virtute del nome ine£&bile, 
e coitolo^ percosselo della verga, e colle corna sue raggianti abbacinolb. Gli era 
^tantosto trascorso un mezzo minuto. Sorse l'eco della voce celeste a dirgli: 
Mosè perchè ti crucci? Lo fine dell'ora è giunto. Levossi Mosè in orazione 
e disse: Signore del mondo! Ricorda come a me nel roveto ti rivelasti, 
ricorda conte mi facesti ascendere allo firmamento, do^e per quaranta di e 
quaranta notti noa maogiai né bevvi. G pietoso e misecioorde, non mi 
rimettere alle mani di Samaele! Lo S. (b. I.) gli rispose, tua orazione ho 
accolto, io stesso, mi darò cura del seppellirti. Incontanente Mene siiBi «persona 
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santifiaò a guisa de* Serafiai daUo splendore, e io S. (k 1.) da cieli de* cieli 
altissimi rivelossi per accogfliene l'anima di Mo8è(sa lui pace). Come tosto 
Mosè s^ebbe veduto b S. ( b. 1.) sì si gettò supino e disse: o Signore del mondo! 
CUla T^irtute delia misericordia tu lo tuo mondo liai creato, e colla virtute 
della misericordia lo tuo mondo governi. Deh! Colla virtute della misericordia 
meco li governa! Lo S. (b. 1.) gli rispose; io f andrò dinnan^zì. Ora tre angioli 
TCtkBero col S. { b. 1.), Michele, Zangaziele e Gabriele. Gabriele spianò il letto 
di Mosè, Michele vi stese Bq>ra uno parato di porpora, e Zangaziele una 
cooperisi Ai seta. Zangazide gli si mise da piedi, Michele da destra e Gabriele 
da manca. Lo S. (b. 1.) gli disse: incrocia le braccia e mettile sui petto, e 
chiudi ambo gli ocdiì, e cosi fece. E tosto lo S. (b. 1.) chiamò T anima di 
Mosè e le disse: figliuola^ centovent' anni t' ho assegnato da stare nello corpo 
del Giusto. Figliuola, non indugiare. 

L' anima di Mosè 

Tu sei colui che sape, sei lo Iddio degli spiriti^ e in mano tua è Tanima 
d'ogni vivente. Me hai creata e messa a stare nel corpo di questo giusto. Or 
havvi egli nel mondo corpo netto puro e santo come questo è, sopra il quale non 
apparvero mai insetti e che non fu mai di mal occhio? Me giova qui rimanere. 

Dio 

Figliuola non indugiare. Tuo fine è giunto, e io meco ti vo' far ritor- 
nare nel trono di mia raaestate, presso la sedia de' Serafini, degli Ofàni, 
degli Angioli e de'Cherubi. 

L* anima di Mosè 

Signore del mondo! Me giova il dimorare dentro codesto giusto. Però 
che anco gli angioli, Aza e Azaele scesero giù dal cielo, ma poi loro via 
corruppero, laddove questo Mosè ch'era pur carne e sangue, dal dì che a lui 
ti disvelasti nel roveto, si disgiunse dalla sua donna. Lasciami al mio posto. 

Come questo lo S. (b. 1.) ebbe veduto, tolse l'anima di lui con un bacio 
della bocca, però che è detto: < E si morì quivi Mosè servo dello Eterno nel 
paese di Madian^ per bocca dello Eterno {^) ». E lo S. (b. 1.) lo pianse, e 
prese a farne lamento, secondo è detto: « Chi si leverà per me presso 
à'malfattori, chi si rizzerà per me presso quei che operano iniquitade (*)f 
E gii angioli del ministerio, piangeano dicendo: « È perduto il giusto dalla 
terra (') ». E la terra dicea^ « E il retto fra gli uomini non è piii (*) ». 
E le stelle, e i pianeti e lo sole e la luna e lo spirito santo diceano: € E e* 
non surse piii profeta in Israele simigliante a Mosè (*). 

(0 Deut. XXXIV, 5. (») Salm. XdV, 16. 

(s) Michea YIL i. 0) Ibid. (") Deut XXXIV, 10. 
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£ Giosuè cercò Mosè e non ritrovollo. Venne Metatron alla presenza del 
S. (b. 1.) e disse: Signore del mondo! Mosè si fu tuo in vita, e tuo glie 
nel morire. Rispose lo S. ( b. 1.) a Meialron: non per Mosè soltanto mi pento 
io, ma per lui e per Israello che tante fiate me mossero a sdegno e ei fece 
per elli orazione e placommi, secondo è detto: € La giustizia dello Eterno 
adoperò, e i giudizii di lui appo Israello (^) ». E egli ha detto di me: 
« Che lo Eterno è lo Iddio su in cielo e giù in terra (*) ». E ancor io di 
lui rendo testimonianza: « E e' non surse più profeta in Israello simigliante 
a Mosè, per lo avere lo Eterno usato con lui faccia a faccia », per tutti i 
segni e le prove che lo E temo inviollo a operare nella terra d^ Egitto 
presso lo Faraone, e tutti li servi suoi e tutto suo paese, e per tutta la 
mano possente e la somma terrihilitate che adoperò Mosè agli occhi di 
tutto Israello (^). 



(0 Deut. XXXI V, 10. O Deul. IV, 39. 

(3) Deut. XXXIV, 10-11. 
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COMPE NDIO DELLA VITA DI MOSÈ 



NARRATO DA LUI MEDESIMO 



IN FORMA D'INTRODUZIONE AL CANTICO DEL MAR ROSSO 



Narrarono li Savi che in quel punto che gì' Israeliti erano venuti per 
recitare il cantico allo S. (b. 1.), e' dissero a Mosè: o Mosè nostro maestro, 
recita tu innanzi , e poscia reciteremo noi . Mosè rispose incontanente a 
Israello: recitate voi avante e poscia reciterò io; che io sono uno solo, e la 
dignitate dei più è a quella d'uno solo, superiore. Incontanente incomincia- 
rono gl'Israeliti cosi: cantiamo allo Eterno perchè fé' con noi segni e miracoli. 
Allorché gli Egiziani ebbero fatto contro di noi lo decreto con che diceano: 
ogni figliuolo nascituro nel Nilo giiterete (*), le madri nostre usciano ai campi, 
e tu facevi scendere su quelle profondo sonno, e senza tormento alcuno ci 
partorìeno. E'scendeano angioli dal cielo, e lavavanci, unguentavanci e ci vestiano 
d'abiti colorati, e ci poneano in mano uno pezzo di burro e uno di miele. Or 
come s'erano deste le nostre madri, e vedevanci lavati e unguentati, e vestiti di 
seta, rendeano laude allo nome tuo altissimo, e diceano: benedetto lo Eterno, 
che non* dismise la misericordia e la lealtà sua inverso la sementa d' Abramo 
nostro genitore. E poi ancora diceano: ecco questi in tua mano, fa quello 
che vuoi; e se n' andavano. Or quando gli Egiziani vedeanci, veniano per 
ucciderci. Ma tu colle tue infinite misericordie comandavi alla terra, la quale 
c'ingoiava, e poi altrove rigetta vaci. E cosi dalle mani di coloro ci salvavi; 
e come eravamo adulti ritornavamo in Egitto a "schiere a schiere, e ciascuno 
riconoscea Tuno e l'altro suo parente e la famiglia. E tutto questo tu hai 
fatto per noi, e però noi canteremo in tua presenza. Però fu detto: < Allora 
cantava Mosè e i figliuoli cT Israello questo cantico allo Eterno, e dissero 
cosi: i*vo* cantare a Dio che sommamente s' innalzò, cavallo e cavaliere 
lanciò nel mare (•)». 

(0 Esod. I, 21 (») Esod. XV, i. 
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Narrarono i dottori nostri di benedetta memoria: disse Mosè a Israello: 
voi avete reso grazi» allo S. (b. K); ia pxte rendeiò graeia al nome di lui, 
che operò meco segni e prodigi da quélU ofa che Mana mia sirocchia venne 
dire al padre mio: babbo, e'm'è venuto per profezie, ch'egli è per uscire 
da te uno figliuolo, il quale ricomprerà Israele dalla schiavitù presente. B 
come nacqui, la madre mia mi tenne rimpiattato tre mesi^ né potendomici 
più tenere, pigliò una cestella di giunco, e sidl» riTa del Nilo la depose. E la 
sinocchia mia si stette da lontano per sapere di sua profezia die ne sarebbe. 
Or lo S. (b. 1.! sia '1 nome suo esaltato in El^no!) fé' scendere giù si gran 
caldo in Egitto che la figliuola dello Faraone scese a lavarsi nel Nilo. E vista 
la cestella mandò la serva a pigliarla, e apertala, ebbe di me compassione, 
però che il S. (b. 1.) mi procacciò grazia agli occhi dì lei, perchè ella non 
mi facesse morire. Or ella m' avea pigliato perchè alle sue mammelle sue* 
chiassi, ma lo S. (b. 1.) mi die conoscimento, perchè non volli succhiare latte 
impuro. E ella mi rese di seno della madre mia, alla quale die per me 
gran mercede . E come fui pervenuto di mia etate al terz' anno^ la figlinola 
dello Faraone mi fé' vestire abiti a vari colori e mi consegnò al padre . Il 
quale veduto quanto io fossi bello, mi raccolse in seno, e gli tolsi dal capo 
la corona e me la posi in capo; e gli stavano dinnanzi tutti i magi d' Egitto 
e i suoi savi. I quali dissergli: codesto bambino che tolse dal capo tuo la corona 
e se la pose in capo, temiamo non sia quella destinato a levarti il regno di 
mano. Taluni proponevano d' uccidermi di spada, taluni di brugiarmi, finché 
uno di loro di nome Jetro rispose: codesto bambino non ha conoscimento. 
Ma se a te piace, ti proporrò una cosa. Pongasi dinnanzi alla creatura ana 
moneta d'oro e una bragia di fuoco. S'è' stende la mano a pigliare la moneta, 
t^avvedrai eh' egli ha conoscimento e ne farai giustizia, ma s' e' stende la 
mano a pigliare la bragia, t'avvedrai che gli è bimbo e la stoltizia gli è legata 
allo intelletto, e lo lascerai. Come fu udito allo Faraone e asservì suoi siffatto 
discorso, loro parve buono, e posero la moneta e la bragia in uno bacino. E 
io mi volevo pigliare la moneta. Ma venne Gabriele e mi spinse la mano 
Bella bragia, e la pigliai e me la introdussi in bocca, e appunto perciò io 
sono incirconciso di labbra. Come fui cresciuto, uscii fuori a vedere la pressura 
de'mieì frateUi^ e veduto uno Egiziano percuotere uno Ebreo dèlia mia gente, 
lui percossi e Tappìàttai nella rena. E come Io Faraone udì il fatto tentò ài 
uccidermi, e recò una spada arrotata, alla quale non v'era siiììigttante nel 
mondo, e dieci fiate mi colpi. Ma lo S. (b. 1.) fece per me uno miracolo, 
perchè il collo mi si fe'simigliante a marmorea colonna, e la spada non mi 
vinse. E mi fuggii presso Jetro il quale pure mi cacciò in carcere per sette 
anni. Però che quando uàcit d^figitlo ero di mia etate a quarantun^ anno. 
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Or mi arrestai presso al pozzo dove ritrovai Sefora figliuola di Jetro, la quale 
era sommamente vereconda. Avendole io detto che la terrei per moglie, ella 
mi narrò la costumanza del padre suo. Ogni uomo, diceva ella, che chiegga 
di sposare una delle figliuole di lui, e'ne fa prova per uno albero che ha nel 
suo giardino, e come quegli è all'albero pervenuto, questo tosto l'ingoia. Donde 
ebbe egli codest' albero? io chiesi a lei — È la verga che *l S. (b. 1.) ha 
creato la vigilia del Sabato quando creò lo suo mondo; e '1 S. (b. 1.) lasciolla 
allo antico Adamo, e lo antico Adamo lasciolla a Enoch, e Enoch a Noè, e 
Noè a Sem, e Sem lasciolla ad Abramo, ed Abramo a Isacco, e Isacco lasciolla 
a Giacobbe; e Giacobbe la ritornò in Egitto e lasciolla al figliuolo GioseiBPo. E 
come questo si fu morto, gli Egiziani ne posero la casa a ruba, e quella verga 
recarono al palagio dello Faraone. Jetro mio padre era uno de' sommi magi 
dello Faraone, e veduta la verga, n'ebbe in core suo vaghezza, e rubolla 
e se la portò a casa. E su quella verga era inciso lo nome ineffabile, e 
que' dieci flagelli che lo S. (b. 1.) era per far venire sugli Egiziani in Egitto: 
v'era scritto Dezzàck, Hadàs, Beachàb. E ancor molti giorni e molt' anni* 
la verga si stette deposta in casa il padre mio, finché una fiata babbo 
presala in mano ed /entrato nello giardino, 1' ebbe fitta nel suolo. Ritornato 
nello giardino per ripigliarla, ritrovò ch'aveva germogliato e prodotto fiori, e 
chiunque poi chiedesse di sposare una delle sue figliuole, con quella speri- 
mentavalo — Or com'io ebbi udito le benevole parole di lei, e veduto che i 
pastori cacciavanle, salvai Sefora e le sirocchie di mano de' pastori, e attinsi 
anche acqua per elle e n'abbeverai la greggia. E elle se ne vennero all'avolo 
Raguele, e io mi venni con esse, ma elle entrarono innanzi e io di fuori. 
Come la vide Jetro si disse loro: perchè avete sì avacciato il vraire oggi? 
E elle risposero: uno uomo egiziano ci salvò dalle mani de' pastori •— E io 
mi udia di fuori quelle rendere di me testimonianza, eh' i' era egiziano. E 
come non andai dentro a dire: i' sono ebreo, così non sarò degno d' intrare 
né intrerò in terra d' Israello. E detto ch'ebbero le figliuole di Jetro: uno 
uomo egiziano ci salvò dalle mani de' pastori, ei disse loro: a uomo eh' ha 
fatto a voi cotali benefizii, rendete voi codesta mercede? Invitatelo a pigliare 
cibo. Intrato in casa mangiai e bevvi, e tenni parola con Jetro che mi con- 
cedesse Sefora in moglie. E ei risposemi: se tu puoi recarmi la verga che 
si sta nel mio giardino, e io darottela. Gii a rovistare per lo giardino, rinvennila, 
e la recai in mano. Incontanente Jetro si mise a pensare, e disse: di certo si 
è costui lo profeta, del quale tutti i savi d' Israello hanno divinato, che uno 
profeta è destinato a uscire da laraello per la cui mano dee ruinare Egitto 
e. tutti gli Egiziani che der.trovi sono. Incontanente si mosse ad ira contro di 
me, e pigliatomi mi fé' intrare nel carcere che era dentro sua casa. Sul 

Scienze Noologiche 7. XVII. 8 



ss DEBBHESSTTI 

momento disse Sefora: per qual modo poss'io salvare il giusto da morte si 
diversa? Ella disse al padre: se a te piace ascoltare uno mio consiglio, tu 
sei uomo senza moglie e con sette figliuole. Se t'è a grado, le sei mie sirocchie 
si fermino in casa, e io mi girò colla greggia; od altrimenti vadansi le sei 
mie sirocchie colla greggia, e io governerò la casa. Tu ha' detto beue, dissele 
il padre, vadano le tue sirocchie colla greggia, e tu statti in casa, e guar- 
dami la casa e quanto i' posseggo. Ora ogni giorno Sefora nutiiami di tutte 
le vivande deliziose del padre suo Jetro, finchò i sette anni nel carcere si 
furono consumati» Dopo i sette anni ella disse al padre: padre mio, i'mi ram- 
mento che una fiata tu pigliasti uno uomo che t^avea recata la verga 
e gettastilo in carcere, e con ciò commettesti grave peccato. Se ti piace apri 
il carcere e guarda; s' è morto, f mnelo uscire, e gittare il cadavere fuori, 
perchè quella spoglia non renda in tua casa fetore. S'egli è vivo, t' accerterai 
ch'egli è giusto, incolpabile. Figliuola, ei risposele, tu ha 'detto bene. Ti rammenti 
tu per avventura qual nome egli s'avesse? Mi rammento diss'ella eh' egli slavea 
nome Mosè, figliuolo di Amram. Incontanente Jetro si recò ad aprire lo 
carcere, e chiamò Mosè. Eccomi, sul momento io risposi, e mi fe'uscire di là, 
e baciommi sul capo e disse: benedetto il Signore che ti serbò nel carcere 
sett'anni. V rendo di lui testimonianza ch'egli fa morire e fa rivivere; e rendo, 
testimonianza di te che sei giusto, incolpabile, e per mano tua è destinato 
Egitto a minare, per mezzo tuo dee lo S. (b. 1.) trarre Israel'o fuor d* Egitto, 
e per mezzo tuo dee lo S. (b. 1.) profondar in mai e lo Faraone e tutto lo 
suo esercito. Poi mi donò gran ricchezza, e mi diede Sefora sua figliuola 
in moglie, e strinse con me questo patto: quanto genererai in casa mia, 
si partirà per metà, metà di Ebrei e metà di Egiziani. Dopo alcun tempo 
Sefora ingravidò e nacque Gersom nella parie mia, sì che i'circoncisilo e 
diedilo allattare alla madre per due anni ..Il terz'anno nacque Eliezer. I' dissi: 
come farò? Ora colui non mi lascerà circonciderlo. Incontanente pigliai mia 
moglie e i due miei figliuoli per ritornare nella terra d'Egitto. In quell'ora 
venne Satana in sembiante di serpente; e assalitomi, ingoiommi dal capo alla 
circoncisione, e mai non potè leccare il luogo sacro della circoncisione. La 
mia donna avendo alquanto pensato, si disse; i' m' avveggo eh' e' non segue 
codesto, se non per lo peccalo del non avere circonciso Eliezer nostro figliuolo. 
Incontanente Sefora die di piglio a uno sasso e recise il prepuzio dello figliuolo. 
e preso del sangue me ne spruzzò sui piedi. In quel momento sorse un' eco 
della voce di Dio e disse al serpente: rigettalo, e così fece. [Egli è appunto 
quanto disse la Scrittura: « E quegli si dilungò da lui. Allora ella disse: 
turni sei sposo di sangue^ quanto alla circoncisione (*) >. Ecco che la moglie 

(*) Esod. IV, 2tf. 
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mia da due morii mi fé' salvo. Come io Egitto i' fui arrivato sì s* avvennero 
in me Datan e Abiron i quali erano capi d^lsraello e mi dissero: se'tu venuto 
per ucciderci, o vuo* tu far di noi quello che ha' fatto' del F Kgiziano? l' ritornai 
incontanente a Madian e dimoraivi due anni, finché mi si rivelò 1 S. (b. 1.) 
neirOrebbO) e mi disse: va, e fa uscire i miei figliuoli di Egitto. Tanto lo S. 
(b. 1.) mi ha fatto. Epperò io sono olbbligato a cantare in presenza sua, epperò 
fu detto: « Mia virlute e mio inno è Ja il quale mi fu di salute; questo è 
il mio Dio e vo' fflorificarlOj Dio del padre mio e vo' esaltarlo (*) ». 



(«) Esod. XV, «, 
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MOSÉ E ARONNE 

SEX^/ONDO LE LEGGENDE MUSSULMANE 



Allorchò lo tempo in cui Iddio volea inviare di nuovo sulla terra uno 
profeta, approssimavasi, lo Faraone re d'Egitto s'ebbe in una notte uno dopo 
r altro tre sogni. La prima volta egli udì una voce gridargli: o Faraone, 
fa penitenza, però che lo termine del tuo regno è prossimo. Uno giovane di 
stirpe straniera te e lo tuo popolo coprirà in faccia a tutto il mondo di vergogna. 
Lo re fu da quello sogno molto perturbato, ma dopo avere vegliato alquanto, 
rjaddormentossi. Allora apparvegli dinnanzi in sogno uno lione il quale minac- 
ciava di sbranare uno uomo armato soltanto di verga. Ma l'uomo stavasene 
del tutto tranquillo; fiocbò essendoglisi lo lione appressato, e* gli die della 
verga un solo colpo^ e gittollo nel Nilo. Lo turbamento dello Faraone mercè 
del secondo sogoo s'accrebbe, e appena, circa Io spuntare dell' aurora, e'pqtè 
anco una fiata riaddormentarsi. Ma non appena egli ebbe chiusi gli occhi, 
e vide Asia, la sua virtuosa donna librarsi nell'aere sur un cavallo alato. II 
corsiero volò inverso Io cielo, ella gli gridò un ultimo addio, dopo di che la terra 
gli si spa'scò sotto a' piedi, e inghiottillo. Non appena lo Faraone si fu desto 
si levò dal letto, e fatto chiamare Io suo visìre Amano, gli comandò di ragu- 
nare incontanente tutti quanti i magi, gl'interpetri de' sogni, e gli astrologi 
delia metropoli. Com^elli, più migliaia di numero, furono insieme nella maggiore 
sala del regale palagio, si lo Faraone sali sullo suo trono, e con voce tremante 
loro spose suoi sogni. Ma avvegnaché la significazione delli sogni così piana 
fusse, da non rimanere occulta a uno solo di tutta l' adunanza, né uno pure 
di confessare allo re il vero arrischiossi. Ma al pallore de' volti egli bene indo- 
vinò ciò che dentro e' sentissero; e al capo degli astrologi intima di non dissi- 
mulargli cosa alcuna che a lui sovrastasse, assicurandolo davante della grazia 
sua, quando eziandio il peggio gli avesse profetato. Potente re, disse ora colui 
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al quale 8*era rivolto^ uno Tegliardo di novantanove anni^ dalla barba cadeute 
sino al petto a guisa di verga d'argento, non mai cosi come in questo instante 
è tornato duro al tuo servo l'obbedire allo tuo comandamento, eh' io ti debbo 
annunziare la più gran calamitate. Una delle tue schiave, delle figliuole 
d'Israello dee partorire, od ha per avventura, in quest'anno già partorito uno 
bambino, il quale te e '1 popolo tuo nel più profondo abisso dee precipitare. Lo 
Faraone a queste parole incominciò a pianger forte, gittò la corona dal capo, si 
stracciò le vesti, e co'pugni serrati si battea il petto e lo viso. Tutti i presenti 
con lui lacrimavano, e nullo a dirgli parola di conforto s'arrischiava. Qui si 
trasse fuori il visire Amano e disse: la fedeltà mia e l'affezione, o sommo 
re, ben ti sono note. Laonde perdona allo tuo schiavo s'egli ardisce del tuo 
accasciarti darti biasimo, e porgerti uno consiglio perchè lo avverarsi del sogno 
tu mandi a vuoto. Purché l'adoperi tutta intiera, tu hai ancora in tua mano 
la potestate di fare svergognare tutti gl'iuterpetri di sogni. Fa incontanente 
toglieire di mezzo tutti i bambini nati in quest'anno e tutte le donne incinte, 
e tutti gli uomini dalle mogli separare, e si potrai sfidare lo pericolo che 
ti sovrasta. Lo Faraone seguì il crudele consiglio; sette mila bambini minori 
d'un anno vennero subitamente strangolati, e altrettante donne incinte gittate 
nel Nilo. Gli uomini vennero dalle mogli separati, e sotto pena di morte 
vietato loro Taccostarvisi. 

Una notte che Amram, Israelita il quale era tra i visiri dello Faraone, 
facea presso di lui la guardia notturna^ gli apparve l'angiolo Gabriele portando 
sur una delle sue ali la donna di Amram, Jocabed figliuola di Jasshar. E'pose 
la donna accanto allo Faraone il quale si stava immerso in sonno profondo, e 
a guisa di toro che si scanni, russava, e disse ad Amram: l'ora del concepi* 
manto dello messo di Dio è giunta, e tu a lui generare se' eletto. Egli t'invia 
qui la tua donna per offrirti incontanente prova della impotenza dello Faraone 
contro il volere dell'Onnipossente. L'angiolo dopo ch'ebbe così favellato disparì, 
lasciando Jocabed fra le braccia d' Amram, finché la stella mattutina non fu 
spuntata. Poscia, innanzi ancora che lo Faraone si fosse desto, egli sulle sue 
ali alla dimora di lei riportolla. 

Lo Faraone in quella stessa notte rifacea il medesimo sogno che già 
per Io innanzi avealo perturbato, e come si fu desto, sì fecesi venire Amano 
dinnanzi e gli comandò di ragunaro gl'interpetri de'sogni un'altra fiata. Ma 
non ancora costui avea impartito lo comandamento, che già lo capo degli 
aslrobgi facea chiedere l'intratà. Lo Faraone gli die il ben venuto, e chie- 
segli qual cagione così per tempo nel palagio il conducesse. La cura dello 
tuo trono e di tua vita, rispondea lo interpetre dei sogni. La notte scorsa 
io ho letto ndle stelle che il bambino il quale una volta ti rapirà trono e vita 
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fu conceputo, e però a stento i' ho potuto aspettare la stella del mattino, per 
recarti del tristo caso novella; chi sa tu non pervenga a discoprire colui il quale 
non ostante tuo divieto e tuoi savi ordinamenti, nulladimeno trovò modo questa 
notte di visitare la sua donna? Lo Faraone porse tanto più intera fede allo 
Cistrologo, quanto che il ripetersi del suo sogno già a questo accennava. E' mosse 
perù rimproveri ad Amano perchè non avesse adottato cautele più acconce a 
rendere la trasgn^sione dello divieto suo impossibile. Perdona allo tuo servo, disse 
Amano, se la infallibilità della interpetrnzione del dotto maestro io m' attenti 
a porre in dubbio; ma le cautele adottate da me, e sotto gli occhi miei poste in 
atto, di tal natura sono, che quella^ per questa fiata, mi torna del tutto incom- 
prensibile. Non appena i'ebbi lasciato lo regale palagio, io mi portai ieri di là 
del fiume, e fatti chiamare a me tutti gli nomini d' Israello, chiunque sotto 
qualunque pretesto che si fusse, venisse a mancare, minacciai del capo. Per 
essere tuttavia sicuro che rimpiattandosi pure taluno nella sua propria casa, 
dalla donna sua si rimanesse separato, tutte le femmine fei trasportare in 
tutt'altra parte della cittade, la quale, al modo stesso che il posto degli uomini, 
circondai di milìzie che ninno né uscire né intrare lasciassero. Intanto io 
cosi adopererò come se della dichiarazione dello tuo astrologo convinto mi 
fussi. Se tu vuoi, tutte le femmine i' fo strozzare; se no, possono elle, dopo 
alquanti mesi, a novella indagine essere sommesse di raccoglitrici egiziane, perchè 
possiamo noi le colpevoli discernere, e loro frutto dell'utero in germe sterminare. 
Iddio inspirò piétate verso le donne d'Israello allo Faraone, il quale si stette 
contento nel vegliarle forte in avvenire, e nel farle ad ulteriori indagini 
assoggettare. Le quali però per disposizione del Signore si furono infruttuose, 
però che non potendo Amram ritirarsi dal regale palagio, Amano non intrò Ael 
minimo sospetto centro la moglie dì lui, e per lei, quale donna di un visire, 
nelle universali cautele fece eccezione. 

Dopo nove mesi Jocabed partorì uno bambino, al quale die Io nome 
di Mosè. Elia non sentì nello sgravarsi il più lieve dolore, e durante la gra* 
vidanza intiera da tutti i travagli alli quali le pregnanti vanno soggette, 
andò parimente immune. Ma tanto maggiore era la doglia di lei dentro, nel 
gittare gli occhi sul visino del suo figliuolo che splendea a guisa della piena 
luna: e pensava alla morte prossima di lui. Ma Mosè si levò e disse: madre 
non temere, lo Dio d' Abramo è con noi. 

La notte che Mosè sì fu nato, in tutti li templi d' Egitto gV idoli si 
rovesciarono, e lo Faraone udì una voce gridargli: convertiti allo unico Iddio, 
al Creatore del cielo e della terra, o tua ruina è inevitabile. Al mattino 
ricomparve lo astrologo, ed annunziò allo Faraone il natale del fanciullo che 
Un dì lui precipiterebbe a ruina. Allora Amano fe'visitare di nuovo tutte le 
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dimore delle donne Israelite, né eccettuò quella di Jocabedi pensando come 
un'altra donna avrebbe di leggieri potuto in casa di lei lo suo bambino 
appiattare. Jocabed era uscita, quando x\mano le entrò in casa, ma sin da 
prima ella avea fitto il bambino nel forno, ponendogli molte legna dinnanzi. 
Non avendo ritrovato nulla nella casa. Amano fé' dare fuoco alle legna nel 
forno, e andò oltre. Se v'ha alcun bombino rimpiattato nel forno, pensò colu», 
e egli arderà. Come Jocabed se ne venne a casa e vide gran fuoco nel 
forno, proruppe in lamentevole grido; ma Mosè le die una voce dal forno: 
acquetati, madre, Iddio non ha dato al fuoco sopra di me nulla potenza. Ma 
perchè Amano quelle visite alle case spesso rinnovellava, e temeva Jocabed non 
potesse colui taiflata in luogo di accendere il forno, fare toglier via le legna, 
diliberò di affidare il figliuolo al Nilo, anziché esporlo più a lungo al pericolo 
di venire da Amano discoverto. Si fe'quindi inviare da Amram una cassettina, 
e posto dentrovi Mosè, intorno a mezzanotte lo recò al Nilo. Ma essendo passata 
accanto a una scolta, venne arrestata e interrogata che contenesse la cassetta 
ch'ella recava sotto il braccio. In su quel punto la terra sotto ai pie del 
soldato che qui facea la scolta, si aperse, e sino al collo Tinghiotti. Lascia 
ire in pace codesta donna- per la sua via, cosi risonò una voce dalla terra, 
e tua bocca non profferisca ciò che i tuoi occhi hanno veduto, o sei morto. 
11 soldato in segno di obbedienza chiuse gli occhi, però che il collo già avea 
così forte compresso, che non polca più parlare; e come Jocabed fu passata 
oltre, e' fu dalla terra rivomitato. Pervenuta Jocabed al luogo della sponda, 
dove ella volea deporre la cassetta in mezzo alle canne, le venne veduto uno 
grosso serpente nero. Era Iblis il quale in questa forma le si era frapposto 
sulla via, per farla nel su^ proposito vacillare. Atterrita innanzi alla orrible 
b33tia ind'etroggia, ma Mosè le grida dalla cassetta: non aver paura, mamma! 
Vattene pure per la tua via, e già la mia vicinanza caccerà lo serpente. Iblis a 
tali parole disparve. Jocabed aprì anjo una volta la cassetta, si strìnse Mosè 
sul core, quella rinchiuse di nuovo, e piangendo e singhiozzando la depose fra 
le canne, sperando che alcuna pietosa donna d'Egitto il bambino raccogliesse. 
Cora'ella di riuovo dilungavasi si udì una voce dal cielo: non ti scorare, o moglie 
di Amram; noi ti riportiamo indietro lo tuo figliuolo. Egli è eletto messo di 

Dio. 

A chiarissimamente comprovare la impotenza degli umani provvedimenti 
contra ciò che il calamo ha scritto sulla tavola celeste del destino, Iddio 
avea congiunto Amram colla donna sua sullo talamo dello Faraone. Ora, secondo 
sua volontate, il fanciullo dato in balìa delle onde, per opera della propria 
famiglia dolio Faraone, dovea essere liberato. Non si tosto Jocabed si fu 
dilungata e'qui^^^' comandò all' angiolo che stava suir acqua di Irasporlaro 
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a galla dalla riva la cassetta in cui Mosè si giacea, e condurla nel canale 
che il palagio dello Faraone congiungea col Nilo. Lo Faraone cioè, per le sue 
figliuole tocche dalla lebbra, alle quali aveano i medici prescritto i bagni 
del Nilo, avea fatto scavare uno canale per lo quale l'acqua del Nilo era 
condotta in uno gran bacino in mezzo al cortile del castello. La maggiore 
delle sette principesse vide primamente la cassetta, e la trasse a riva per 
aprirla. Com' ella ebbe rimosso il coperchio, le raggiò di faccia uno chiarore che 
gli occhi suoi mal poterono sostenere, laonde ella gittò su Mosò lo suo velo. 
Ma nello stesso momento il proprio viso coperto fin qui di cicatrici e di pustole 
d'ogni più laida tinta possibile, le splendette come la più tersa luna; di che 
attonite le sorelle gridavano a lei: come mai ad un tratto sei stata dalla 
tua lebbra liberata? Per la miracolosa virtute di questo bambino^ rispose la 
maggiore. Lo splendore che mi raggiò incontro, allorché guardai lui senza 
velo, cacciò da tutto il corpo ogni impuntate, a quella guisa che lo nascente sole 
caccia la tenebra notturna. Or anco le sei sorelle di lei tolgono via l' una 
dopo l'altra dallo viso di Mosò lo velo, e doventano anch'elle cosi terse 
come se di finissimo argento fussero fatte. La maggiore si pigliò poi la casssetta 
sul capo, e recolla alla madre Asia,, alla quale narrò per che modo prodi- 
gioso tanto ella quanto le sue suore fussero state risanate. Asia trasse fuori 
Mosè dalla cassetta e recollo dinnanzi a Faraone. Seguivanla le principesse. 
Lo Faraone tramortì non si tosto Asia intrò nella camera, e si senti il core 
pieno di tristo presentimento; e invero e' non era costume che le sue donne 
non invitate Visitasserlo. 11 viso poi gli si rasserenò come vide le sette prin- 
cipesse, che ora tutte le fanciulle di loro età in bellezza superavano. Chi 
son elle codeste fanciulle? Son egli schiave di cui per avventura uno principe 
a me soggetto mi fa presente? E'sono le tue figliuole, rispose Asia, ed ecco 
qui sulle mie braccia il medico che della loro lebbra risanolle. Ella narrò 
quindi allo re come le principesse Mosè avessero ritrovato, e come al 
guardarlo, di loro infermitade fussero state sanate. 

Lo Faraone mandò alte grida, e per la prima volta in vita sua le 
dilette figliuole abbracciava. Ma dopo un pezzo, lo sguardo gli si rifece fosco, 
e disse ad Asia: questo bambino non può rimanersi in vita. Chi sa che la madre 
sua non sia una d'Israello, e ch'egli stesso non sia lo bambino del quale cosi 
li miei sogni come gli astrologi miei tanta calamitate profetarono? Hai tu 
ancora fede in sogni vani, inspirazioni di Satana, e in spiegazioni anco più 
vane d'uomini che si vantano di poter leggere nelle stelle il futuro? Non 
ha'tu fatto uccidere tutte le donne incinte e tutti i bambini d' Israello, e 
frugarne le abitazioni? Del resto, egli sta pur sempre in tua mano lo annientare 
la debole creatura. Accoglilo frattanto nel tuo palazzo, per. riconoscenza della 
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miracolosa gaarigìoae delle tue figliuole. In colali istanze di Asia si congiunsero 
tutte le princlpesàe, infiachè lo Faraone si lasciò muovere a piotate, e che 'I 
bambino nel regale palagio venisse educato concedette. 

Non appena lo Faraone la parola di grazia ebbe profferita, che Asia 
corse col bambino nelle sue camere, e mandò per una nutrice egiziana. Ma 
Mosè rigettava da se la poppa della nutrice. Era cioè volere dell'Altissimo che 
dalla mammella di donna idolatra egli alcun nutrimento non succiasse. Asia 
fe'chiaraare un'altra nutrice, ma neppure questa fu tocca da Mosè, e altrettanto 
una terza. La dimane Asia fé' bandire: ogni donna che per largo guiderdone 
voglia allattare uno bambino d'altra donna, si presenti nel palagio regale. Dopo 
codesto bando tutto il cortile del palagio era pieno di donne e fanciulle, molte 
delle quali veniano mosse soltanto da curiositate; e fra le ultime ritrovavasi 
pure Holtfaum ( Miriam ) sirocchia maggiore di Mosè. Come ella udì, il bambino 
essere stato rinvenuto iu una cassetta sul fiume, e lui non voler anco suggere 
a poppa alcuna, corse avaccio alla madre e narroglielo. Jocabed s' alFrettò a 
venire nel regale palagio ( però che le dure provvisioni contro le donne 
israelite erano adesso abrogate) e si fe'annunziare ad Asia come nutrice. 
Non appena Mosè la madre ebbe veduta, che a lei stendea le braccia. Ella 
sei mise alia poppa, e poiché ei lattò, incontanente fu ella allogata da nutrice 
per diie anni. Dopo questo spazio di tempo Asia con ricchi doni accommia- 
tolla, ma rattenne Mosè presso di se, col fino di accoglierlo in luogo di 
figliuolo^ però che discendenti maschi ella non s' avea. Anco lo Faraone 
andava a poco a poco prendendosi per Mosè di molto affetto, e scorrea spesso 
con lui ore intiere sollazzandosi. 

Uno dì ( Mosè era allora di sua etate a quattr'anui ) mentre lo Faraone 
con lui si sollazzava, quegli tolsegli'dal capo la corona, e gittata a terra, col 
piede la scagliò lontano. La qual cosa ridestò i sospetti dello Faraone noveU 
lamenta, il quale corse arrovellato da Asia, e rampognandola perchè lo avesse 
persuaso di las3iare Mosè in vita, mostrò di nuovo la voglia di togliernelo. 
Ma Asia si facea beffe di lui, perchè dalla bizzarria d'uno bambino si lasciasse 
trarre a cosi neri proponimenti. Or bene, disse lo Faraone, vogliamD noi vedere 
se codesto bambino opera sconsideratamente, o pensatamente. Fa recare una 
volta un piatto con carboni ardenti e uno con quattrini. S' egli afferra i 
primi, abbiasi egli di nuovo in dono la vita, ma se agli ultimi stende la mano, 
allora e's'è discoverto. Asia dovette obbedire, e come se la sua propria vita 
in pericolo versasse, teneva sulla mano di Mosè gli occhi fissi, in angosciosa 
aspettazione. Già il fanciullo dotato di senno maturo voleva pigliarsi una 
manata di quattrini; ma il Signore vegliava sulla vita di lui^ e inviò uno 
agnolo per volgergli la mano, contro sua propria volontate, verso i carbóni 
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aixlenti, e cacciargli eziandio uno di quelli in bocca. Lo Faraone si acquetò 
di nuovo, e chiese ad Asia perdonanza; ma Mosò s*era bruciata la lingua^ e 
fu da quello dì balbuziente. 

Allorché Mosò si fu di sua etate a sei anni, uno dì lo Faraone sì forte 
stuzzicollo^ che egli stizzito die nello trono su cui lo Faraone sedea d' un tal 
urto, che lo trono precipitò, lo Faraone cadde a terra, e bocca e naso sangui- 
narongli. Levatosi, e'trasse la spada contro Mosè per trafiggerlo. Asia e le 
sette principesse erano presenti, ma tutti gli sforzi loro per placarlo tornarono 
a vuoto. Qui uno gallo bianco s'accostò volando, e gridò: o Faraone! Se 
tu versi il sangue di codesto fanciullo, le tue figliuole diverranno ancor più 
lebbrose che per lo innanzi non sieno slate. Lo Faraone gittò uno sguardo 
sulle principesse alle quali per l'ambascia e Io spavento già lo viso era fatto 
tutto giallo, talché anche questa fiata dal sanguinoso proponimento si rattenne. 
Così Mosè crebbe in casa lo Faraone^ in mezzo a d'ogni ragione pericoli che 
lo Signore ogni fiata miracolosamente da lui rimovea. Una mattina ( egli era 
allora di sua etate già a dicioti^anni ) e' si lavava nel Nilo, e pregava al 
Signore. Vide lui uno prete egiziano, e osservò ch'egli altrimenti affatto facea 
sua orazione che gli altri Egiziani, i quali sempre allo palàgio dello Faraone 
drizzavano li volti, laddove egli volgea gli occhi in su. A chi fa' tu orazione? Gli 
chiese il prete tutto pieno di maraviglia. Al mio Signore, rispose Mosè dopoché 
ebbe compiuta sua orazione. Al padre tuo Faraone? — • Dio danni te e tutti 
coloro che lui adorano come Iddio! — Codesta bestemmia purgherai tu colla 
vita. Io vo incontanente al padre e a lui te n' accuso — Allora Mosè orò: 
Signore dell'acqua, che tutto lo umano genere eccetto Noè e Aug hai nell'onde 
distrutto, fa anche ora ch'elle escano del loro letto a ingoiarsi codesto prete 
bestemmiatore. Non appena Mosè codeste parole s' avea profferito, che le 
onde del Nilo ingrossarono a quel modo che soltanto procella violenta nell'Oceano 
suole recare. Una di quelle giunse rotolando sulla sponda, e trasportò lo sacerdote 
con se nello fiume. Come lo prete si vide minacciata la vita, grazia Mosè, 
gridò, grazia! Ti giuro che quanto da te ho udito tacerò. — Ma se tu infrangi 
tuo giuramento? — Possa venirmi strappata la lingua di bocca! — Mosè 
liberò lo prete e se n'andò a suo cammino. Ma come al regale palagio si fu 
ritornato, fu chiamato dinnanzi allo Faraone, presso il quale sedea lo ptete che 
r avea tradito. A chi fa' tu orazione? Lo Faraone gli chiese. Al mio Signore, 
gli rispose Mosè, il quale mi dà mangiare, bere, mi veste, e a tutte le altre 
mie necessitadi provvede. Mosè pensava con quelle parole allo unico Iddio 
creatore e conservatore dello universo, al quale noi d'ogni cosa andiamo debitori. 
Ma lo Faraone per volere dell' Eterno riferi la risposta a se medesimo, e 
al sacerdote come a calunniatore fe'mozzare la lingua, e poscia il fé* appendere 
dinnanzi al palagio. 
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Come Mosò si fa pervenuto alla virilitatè usava spess'Ssimo con Israe- 
liti nelle peregrinazioni sue, e molte cose da loro si facea narrare di Abramo, 
d'Isacco e di Giacobbe, ma particolarmente di GioseflFo, perocché la madre 
sua già da lungo tentipo lo secreto dello suo natale gli avea discoverto. 
Uno dì egli vide uno Egiziano maltrattare uno Israelita chian^ato Samiri colla 
maggior feritate. Samiri chiese a lui protezione; e e'monò allo Egiziano tale 
uno colpo che cad le a (erra esanime. Mosè si pentì di sua impetuosità te e implorò 
la grazia di Dio. La dimane Samiri venne di nuovo a contesa con uno 
Egiziano, e richiese un' altra volta Mosè, il soccorresse. Ma Mosè gli rim- 
proverò sua vaghezza di contese, e alzò la mano verso lui minaccioso. 
Samiri ciò veduto disse: non mi vorrai già tu ammazzare, come già ieri 
lo Egiziano. Questo venne udito allo Egiziano, il quale era presento, e accusò 
Mosè allo Faraone quale omicida. Lo Faraone dava Mosè in balia a^ consan- 
guinei dello ucciso, ma uno della corte regale e degli amici di Mosè recò 
incontanente a lui la notizia del giudizio dello Faraone, e gli riuscì ancora 
abbastanza in tempo il darsi alla fuga. 

Mosè andò errando alcuno di per lo diserto, finché il Signore non 
gl'invio un angiolo in forma di Beduino che condusselo a Madian, dove il 
sacerdote credente Sciueib (Jetro) avea in mezzo agl'idolatri sua dimora. Lo sole 
volgea all'occaso quand'egli pervenne dinnanzi a uno pozzo fuori della piccola 
cittade. Ivi stavano Lia e Safuria (Sefora) le due figliuole di Sciueib colle 
loro gregge. Perchè non abbeverate voi le vostre bestie? Chiese loro Mosè; 
or ora vi coglierà la notte. Noi non vi ci arrischiamo, rispose Lia, finché 
gli altri pastori che noi e lo padre nostro hanno in odio, le sue non abbino 
abbeverato. Mosè recò quindi egli stesso le loro bestie al pozzo, e disse: se 
per avventura alcuno pastore avrà alcuna cosa in contrario, i' mi farò con lui 
ragione. Le fanciulle lo lasciarono fare, e ninno de' pastori che uno dopo 
l'altro appariano, osò a Mosè contrastare, però che lo suo aspetto santo loro 
incutea riverenza. Come Sciueib maravigliato del ritorno fuor dell' usato solle- 
cito delle figliuole, ebbe da loro udito che uno straniero avea abbeverato 
le loro bestie, si rinviò Safuria al pozzo per invitarlo a venire da lui. Ma 
Mosè comechò molto affamato, non toccò ad alcuna delle vivande che gli 
vennero offerte, e come Sciueib interrogollo perchè lo vitto di lui disdegnasse, 
rispose: io non sono di coloro che per ogni opera buona vogliono tosto lo 
guiderdone. Ma io pure, rispose Sciueib, non sono di coloro che convitano soltanto 
quelli cui sono debitori di riconoscenza. La mia casa è aperta a ogni ospite, 
e qual ospite non qual benefattore delle mie figliuole, puoi bene tu accettare 
uno ristoro. Allora Mosè cibossi finché fu sazio, e narrò durante il pasto 
quanto in Egitto gli era incontrato. Come ei fu al termine dello suo racconto^ 
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SÌ gli disse Sciueib: poiché in patria non t' è concesso anco ritornare, statti 
da me per pastore, e come tu m'abbia otto o dieci anni fedelmente servito, 
si darotti la mia figliuola Safuria in moglie. Mosè accettò l'offerta e a ott'anni 
di servitù obbligossi, ma aggiugneado che dove egli non avesse alcun che 
da lagnarsi, starebbe ben di buon grado due anni di più, il che poscia 
avvenne. 

Il mattino seguente Mosè accompagnava le figliuole di Sciueib alla 
pastura, ma poiché egli s'era fuggito d'Egitto senza verga, la figliuola di 
Sciueib andò a pigliargli la verga miracolosa del padre, quella la quale prima 
che a lui, a tulli gli aliri profeti era stata di sostegno e di difesa. Adamo 
se l'era portata fuori dello Paradiso; dopo la sua morte cadde in mano a Set, 
più tardi l'ebbe Idris, quindi Noè, quindi Salih, poscia Abramo. Mosè era 
di sua etate a trent'anni come entrò al servìgio di Sciueib, e a trentotto come 
impalmò Safuria. Al suo quarantesim*anno e' diliberò di ritornarsene in Egitto 
per ire in cerca de' congiunti e de'compagni di fede. Uno dì freddo e piovoso 
e'venne in prossimità del monte Thur e su quello fiammeggiava uno fuoco 
luminoso. E' disse alla sua donna: fermati qui nella valle, eh' io vo' vedere 
che cosa significhi codesto fuoco, e recartene giù alcuni pezzi delle legna 
ardenti. Ma come Mosè s'accostò al fuoco, di mezzo a uno roveto il quale 
bene ardea, ma non consumava, udì una voce dirgli: scalzati, però che tu ti 
trovi accanto allo tuo Signore, il quale a guisa di luce ti si manifesta per 
consacrarti suo profeta e inviarti allo Faraone, la cui empietà e feritale tali 
sono, che già da lungo tempo i monti l'arebbono schiaccialo, il mare affogato^ 
e consumatolo le fiamme del cielo, s'io non volessi per mezzo di lui dare segno 
di mia onnipotenza allo universo intero. Mosè si prostrò e gridò: Signore! 
Io ho ucciso uuv) Egiziano, e lo Faraone non appena i' gli appaia dinnanzi, 
e'mi farà appendere; e sin dalla infanzia poi i' ho la lingua rattrappita, a tale 
eh' io non sono alto in presenza di re a parlare — Non essere pusillanime, o 
figliuolo di Amram! Rispose la voce dal fuoco. Se lo tuo Signore su te non 
avesse vegliato, sino dal tuo nascimento già saresti stato ridotto in polvere. Per 
ciò che riguarda la tua imperfetta favella, né ciò pure può a tua vocazione recare 
perturbamento, perocché io ti do lo tuo frate Aronne per visire, il quale 
comunicherà gli ordini miei allo Faraone. Va pure allo Faraone impavido; la 
verga che tu hai in mano, contro ogni violenza ti difende; basta tu la ponga 
in terra, per convincertene . Mosè gitta da se la verga, ed ecco trasmutarsi 
in un gran serpente vivo! Mosè volea fuggire dinnanzi al serpente, ma l'agnolo 
Gabriele nel trattenne dicendogli: piglialo pure, eh' e' non può farti nulla di 
male. Mosè stese la mano al serpente il quale ritornò verga di nuovo. Con- 
fortato dal miracolo Mosè volea ritornare a Safuria e proseguire con lei li 
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Viaggio d*Egilto, ma Tangiolò Gabriele gli disse: ben prù allo dovere che non 
lo coniugale, ha' tu da compiere adesso. Già per comandamento del Signore io 
ho ricondotta al padre la tua donna,, tu dei però compiere tua missione solo. 

La notte che Mosè intrava nel territorio egiziano, in faccia ad Aronne 
il quale dopò la morte del padre, Amram, ne avea occupato il seggio quale 
visire dello Faraone, apparve un angiolo con uno bicchieri di cristallo, pieno 
dal più squisito vino vecchio, e porgendoglielo, bevi Aronne, disse, dello 
vino che t'invia il Signore in segno di messaggio lieto. Mosè tuo frate è 
ritornato in Egitto; Iddio ha eletto lui a suo profeta, e te a suo visire. Ponti 
in cammino e vagli incontro. Aronne abbandonò incontanente la camera da 
letto dello Faraone nella quale egli, come già un tempo lo padre suo, dovea 
vegliare, e se n'usci fuori della cittade, al Nilo. Ma come alla sponda sì fu 
pervenuto, non oravi navicello alcuno sul quale egli avesse potuto venire 
all'altra sponda traghettato. Ad un tratto vide in lontananza uno chiarore, e 
come quello gli si fu accostato, riconobbe uno cavaliere che verso lui rapido 
come il vento volò. Era Gabriele sopra la cavalla Heizam, la quale sì lucea 
come lo più splendido diamante, e i cui nitriti erano inni celesti. Aronne 
da prima immaginò essere da alcuna delle guardie dello Faraone inseguito, e 
già stava per gittarsi nel Nilo; ma Gabriele ancor abbastanza rapidamente gli 
si diede a conoscere, e il fé' salire sul suo alato corsiero, che li portò entrambi 
all'altra sponda del Nilo. Qui stava Mosè il quale come tosto ebbe scorto il 
fratello si forte gridò: la verità è venuta, s'è dileguata la menzogna. Gabriele 
prese pure Mosè con seco, e innanzi alla casa della madre di lui il depose. 
Ma Aronne ritornò al regale palagio, e come lo Faraone si fu desto, quegli era 
di nuovo al suo posto. 

Mosè trascorse il resto della notte e la dimane intera presso la madre, 
alla quale gli fu mestieri ricontare tutto quanto in terra straniera gli era 
incontrato, dopo la sua fuga d'Egitto. La seconda notte trascorse Mosè presso 
Aronne nella camera da letto dello Faraone. Tutte le porte del palagio per 
quanto fortemente serrate s'apriano dinnanzi a lui, appena tocche dalla verga, 
e le scolte che vi stavano, erano come impetrate. Ma come poi costoro il 
mattino fecero la relazione di ciò che aveano veduto, e il portinaio venuto 
colle chiavi ad aprire le porle del palagio, ritrovolle tutte affatto spalancate, 
senza che né nelle porte, né nelle toppe guasto alcuno visibile fusse, e di tutti 
gli obbietti preziosi che nelle varie sale erano collocati, non il più picciolo fusse 
slato furato, si Amano disse allo Faraone: Aronne il quale presso te vegliava, 
dee darti alcuna contezza, però che come anco la tua camera da letto è stata 
aperta, chi penetrovvi non può alcun altro fine avere avuto, che quello di 
tenere con lui colloquio. Lo Faraone si fe^chiamare incontanente Aronne dinnanzi. 



v. 
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e eoa minaccia di tortura gl'intiinò di dire chi l'avesse la notte visitato. Aronne 
convinto non essere Iddio per lasciare lo suo profeta in balìa d'uno re infedele, 
confessò che Mosà suo frate da lui' era stato. Lo Faraone inviò immediatamente 
Amano con una compagnia di guardie del corpo alla dimora di Mosè, affinchè 
questo in presenza di tutti quanti i visiri e gli alti uffiziali del regno imme- 
diatamente comandati di ragunarsi nella gran sala del trono, venisse in giudizio 
chiamato. Egli stesso sul suo trono d^oro massiccie e adorno delie più preziose 
margherite e d'altre gemme, tenea la presidenza. 

Non appena Mosè entrò nella sala dello tribunale, lo Faraone cadde 
smarrito, però che riconobbe in quello il fanciullo salvato dalle sue proprie 
figliuole, ed ora tanto più n'ebbe timore quanto seppe ch'era fratello ad Aronne, 
quindi israelita. Ma poiché l'ebbero spruzzato d'acqua di rose e' tosto si riebbe, 
e in una col conoscimento gli ritornò la prima durezza. E' si finse uomo che 
non l'avesse veduto mai, e chiese: 
Chi se lu? 

Io sono servo di Dio e isuo inviato. 
Non se' tu servitore dello Faraone? 
r non riconosco altro Signore che l'unico Iddio. 
A chi se' tu inviato? 
A te, per esortarti alla fede in Dio e in me inviato suo, e intimarti 

di licenziare gl'Israeliti dalla tua terra. 
Chi è egli lo Iddio in cui nome tu mi parli? 

Lo unico, invisibile, che ha fatto cielo e terra e tutto quanto vi cape. 
Lo Faraone si volse quindi ad Aronne e gli chiese: 
Che pensi tu de'discorsi di codesto temerario? 

Io credo nello unico Iddio che egli annunzia, e in lui come suo inviato. 
Lo Faraone ciò udito, disse ad Amano: costui ha cessato d'essere mio 
visire; levagli incontanente la sua vesta d'onore. Amano gli tolse lo manto suo 
di porpora, e quei se ne stava confuso, però che sotto di esso non portava 
se non le brache, e lo insù si rimanea del tutto ignudo. Mosè gittogli lo suo 
giacco di lana, ma l'altro a si grosso panno non usato, tremava per tutto il 
corpo. Repente s'apre il soffitto della sala del trono, e Gabriele gitta intorno 
ad Aronne una sopravesta nella quale faceano mostra di se tante pietre pre- 
ziose, che tutti i presenti come da lampo in oscura notte rimangono abbacinati. 
Lo Faraone ammirò la sopravesta, la quale s'avea nulla cucitura, e chiese allo 
suo tesoriere a quanto di valore essa potesse salire. Siffatto panno, rispose 
esitando lo tesoriere, è inestimabile, e la più picciola pietra vale tanto quanto 
portano le rendite d' Egitto in dieci anni. Gemme cotali io non ho veduto 
mai in alcuno Bazar, e di simiglianti non se ne trovano fra tutte quelle del 
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tesoro ammassalo fia dai primi tempi in questo palagio. I magi soltanto in virtù 
d*arte diabolica potrebbero al possedimento dì tali gioielli pervenire. Laonde 
voi siete stregoni, disse lo Faraone a Mosè ed Aronne; or bene gli stregoni 
ho io in alto pregio; ove giuriate soltanto dì non voler adoperare l'arte vostra 
a mio danno, io a eleggere voi capi di quest'ordine sono presto. Il Signore del 
più rimoto oriente e occidente, rispose Mosè, mi manda come profeta a te per 
convertirti; stregoni noi già non siamo — E in qual guisa puo'tu dimostrare 
la verità di tua missione? Mosè gittò sua verga in terra, e si trasmutò im- 
mediatamente in serpe grande quanto il più forte camello. Il quale guardò con 
occhi che gittavano fiamme lo Faraone, apri la gola, sollevò il trono dello 
Faraone sino all'altezza del pilco, e disse: quando Dio il volesse, io non sol- 
tanto lo tuo trono con teco, e tutti quelli che sono qui presenti, ma lo tuo 
intero palagio con quanto vi cape m' ingoierei, senza che uomo punto se 
n' avvedesse. Lo Faraone balzò giù dal trono e scongiurò Mosè per amore di 
Asia sua donna, alla quale questo era debitore e della vita e della educazione, 
di difenderlo da codesto mostro. Al nome di Asia Mosè senti dello Faraone 
piotate e richiamò a se lo serpente. Il quale rimise il trono al suo loco, e si 
condusse dinnanzi a Mosè a guisa di mansuefatto agnello. Mosè tesegli la 
mano entro la gola, e afferrollo per la lingua; dopo di che rimutossi in verga. 
Ma non sì tosto lo presente pericolo fu dallo Faraone evitato, che lo core 
gli si riaprì alle instigazionì di Satana, e, anziché porgere orecchio a Mosè, 
invitò i visiri suoi a consigliargli che cosa operare si dovesse. Fa mozzare il 
capo ad ambo codesti ribelli, gridò Amano, non temere punto di loro; tutto 
quanto e'ti offrono come miracolo divino, altro non è che mera parvenza. 
sommo re, non seguire codesto consiglio! gridò Hiskil tesoriere. Ricordati dei 
contemporanei di Noè e de'popoli di Aad e Thamud. Anch'olii tennero Noè, 
Hud e Salih, profeti loro inviati, per stregoni, per indemoniati, per barattieri , 
fino a tanto che la collera del Signore li colse, e coli' acqua, co' torrenti, col 
fuoco, loro insieme a ogni loro avere ebbe annichilati. Qui si levò lo anteces- 
sore di Amano, qual era uno vegliardo di cento vent'anni di sua etate, e disse: 
concedi ancora a me pure, o re dei re, innanzi eh' i' scenda giù nella fossa, 
che mia sentenzia ti faccia manifesta. Quale re può egli darsi il vanto di 
avere nella sua terra magi quanti tu n' hai? Laonde i' reputo lo partito più 
savio, che tu fissi uno dì nel quale tutti si raccolgano e tengano con Mosè ed 
Aronne un^adunanza. Se costoro sono nulPaltro che stregoni, i maestri di que- 
st'arte che in Egitto si trovano non debbono rimrìnere loro indietro per nulla, 
e egli sta pur sempre in te, lo adorare con elli, secondo tua eccelsa volontà te. 
Ma s'egli pongono gli stregoni tuoi di sotto, allora e' sono servi daddovvero d'uno 
Dio più eccelso, al quale è mestieri che noi ci sommettiamo. Lo Faraone approvò 
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il consiglio dello antico suo visire, e comandò a tutti quanti gli stregoni dello 
Egitto, ed era vene un settanta mila, di ritrovarsi fra lo spazio d'uno mese nella 
metropoli. Com'è' furono insieme tutti, si loro impose lo scegliere fra se settanta 
capi. I quali settanta doveano poi da due de'più illustri fra loro farsi rappre- 
sentare, affinchè questi con Mosè e Aronne, alla vista di tutto lo popolo, negli 
stregonecci venissero a prova. Lo decrelo dello Faraone fu puntualmente adem- 
piuto, e la scelta de'magi cadde sopra Risam e Rijam, due uomini dell' alto 
Egitto in tutto quanto lo paese, non meno che lo stessi Faraone, reputati e 
temuti. In uno dì prefisso lo Faraone pel quale una gran tenda di seta 
era stata eretta, adorna di perle, la quale poggiava sopra colonne d' argento, 
accompagnato da lutti i vìsiri suoi e i grandi del regno, trasse a uno vasto 
piano fuori della ciltade. Risam e Rijam da uno lato della tenda e Mosò e 
Aronne dall'altra, attendeano suoi comandamenti, e tutta la moltitudine d'Egitto 
sino dal principio del mattino era sul loco della lizza per volere qual parte la 
vittoria conseguirebbe. Lo Faraone intimò al ambo gli Egiziani di trar fuori 
delle loro verghe, serpenti. Come questo si fece si disse Amano allo Faraone: 
i' non ho detto io che Mosè ed Aronne non sono maggiori che gli altri magi; 
i quali poiché dell'arte loro fanno mal uso mertano egligastigo? Tu sei in tuo 
giudizio precipitoso, disse Iliskil; noi vogliamo dapprima vedere se non ha Mosò 
virtute di operare alcuna più grande cosa. A uno cenno dello re, Mosè si trasse 
fuori, e chiese orando a Dio, che lo suo proprio nome in presenza di tutto 
quanto l'Egitto magnificasse. E Iddio quella magia degli Egiziani, la quale non 
era se non mera parvenza, mandò a vuoto. Egli avvenne a tutti i presenti, 
quale se loro venisse tolto [dagli occhi fitto vólo, che riconobbero ora di 
nuovo come verghe, quelle che serpenti aveano tenuto. Mosè gittò poi sua 
verga a terra, e doventò uno serpente da sette teste, il quale non si stette già 
come quello de' magi a giacere immoto, ma colla spalancata gola i magi perse- 
guitava. 

Risam e Rijam si gittarono a terra e gridarono: noi crediamo nello 
Signore dell'universo, nello Iddio di Mosè e d'Aronne. Lo Faraone sgridavali 
ferocemente. C'Ome? Confessate voi un'altra fede senza mia licenza, soltanto perchè 
codesti magi sono di voi più destri? Se le parole vostre non disdicete, io vi fo 
mozzare mani e piedi e poscia impendere. Perchè i segni del Signore non 
neghiamo noi, soggìun^eano li magi, vuo'tu gastigarci? Tuoi trovi presti a sacri- 
ficare per la fede nostra la vita. Lo Faraone per dare spaventevole esempio, 
fé' compiere sopra loro la minacciata vendetta, e come primi martiri della 
fede di Mosè si morirono. Lo Faraone si fe'sempro più fero, e tutti i fedeli 
il più crudelmente facea guastare. Alla stessa sua figliuola Mascita, moglie 
d'HiskiI, come seppe che lui non adorava più come Dio, non perdonò. Con 
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maravigliosa costanza ella sostenne lo supplizio del fuoco, dopoché i figliuoli per 
comandamento dello Faraone, le furono dinnanzi agli occhi scannati. Asia mede- 
sima accusata ora innnnzi a lui di apostasia fu anch'essa condennata a morte; 
ma l'angiolo Gabriele annunziandole ch'ella sarebbe una fiata congiunta con 
Macometto in paradiso, confortolla e le die una pozione, perchè ella senza 
doglia passò. 

Lo Faraone venne ora, come già Nembrofto, nello iniquo pensiero di 
movere guerra allo Iddio di Mosè. Laonde fé' edificare una torre nella quale 
cinquanta mila uomini i più Israeliti, doveano di e notte lavorare. Egli slesso 
se ne stava sempre a cavallo in mezzo ai lavoratori per spingere gFinerti. 
Mose orò al Signore, la torre precipitò e seppellì in una sotto le ruine tutti 
gli Egiziani, i quali contro gl'Israeliti s'erano fatte lecite violenze. Ma neppure 
codesto giudizio del Signore non recò nell'animo dello Faraone se non passag- 
giero commovimento. Nulla.limeno Iddio innanzi di dannare 1' anima di colui 
alle pene infernali, eterne, volle dare maggiore segno di sua onnipotenza. 
Dapprima lo gastigÒ con una innondazione. Il Nilo traboccò, e l'acqua 
nell'Egitto tutto quanto era così alla, che agli uomini di maggiore statura giugneva 
sino al collo. Quindi uno esercito di locuste coperse quella regione in guisa che 
non soltanto ogni vittuaglia, ma lo rame e '1 ferro eziandio si rodeano. A 
quelle seguirono d'ogni ragione insetti molesti, stomachevoli, che ogni cibo e 
bevanda rendeano non più godibile, e tutte le vesti e i letti riempiano a tale 
che lo Faraone medesimo, comechè quanto più spesso potea facesseli mutare, 
non potea tuttavia alcun momento avere riposo. Tostochè quella turba dispari, 
e lo Faraone di nuovo ai desiderij di Mosè si opponea, tutta quanta 1' acqua, 
appena uno Egizio ne pigliava in mano, trasfornwvasi in sangue, laddove 
per gl'Israeliti si mantenea immutabile. Finalmente molti Egiziani de'più nobili 
particolarmente che lo Faraone nella incredulità sua aveano confortato, rimasero 
con tutti i loro averi impietrati. Qui sì vedea uno uomo di pietra, sedere in 
mercato colle bilance in mano, colà un altro che contava quattrini, o regi- 
strava qualche cosa colla penna; lo stesso portinaio del palagio stava colla 
spada nella destra impietrato. Omar Ibn Abd Arasis avea ancora d'ogni ragione 
frutti in pietra di quel tempo, eh' egli soleva spesso, a guisa di ammonizione 
contro Ik incredulitate, ai compagni additare. 

Allorché il Signore mercè della orazione di Mosè, ebbe rimessi in vita 
quegli uomini impietrati, ma lo Faraone si niegò novellamente di lasciar partire 
gl'Israeliti, piombò sullo paese d'Egitto una tenebra cosi fitta che quelli che 
stavano ritti non poteano sedersi, e quelli che sedeano non poteano levarsi. E 
dopo, il Nilo si seccò in guisa che uomini e animali dalla sete si perieno. Questa 
fiata lo Faraone stesso corse a Mosè e scongiurollo di far orazione ancor una fiata 
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soltanto per lui, affiuchò l'acqua di nuovo nel Nilo si ritornasse. Mosè f^^ orazione 
per lui l'ullima volta. Il Nilo non si riempì soltanto sino ad ambo le sponde, 
ma ne sgorgò anche uno rivoletto il quale seguìa lo Faraone dappertutto, si 
che questo dovunque recavasi, uomini e animali potea in un momento abbeverare. 
Ma in luogo di ravvedersi, lo Faraone si giovò di codesta grazia per farsi 
di nuovo come Dìo adorare. La longanimità del Signore fu ora stanca, colui 
dovette da se pronunziare sua sentenzia, e soltanto scegliere il genere di morte 
di che la iniqui tate sua era degna. Gabriele assunse forma umana e lo aspetto 
di un nobile pei sonaggio Egiziano, ed accusò uno du' suoi schiavi il quale in . 
assenza di lui, si era spacciato per padrone di casa, e come tale s'era fatto dai 
rimanenti famigli servire. Lo abbietto mentitore, disse lo Faraone, merita 
morte — In qual guisa debb'io metterlo a morte? — Fallo gittare nell'acqua — 
Porgimene comandamento scritto — Lo Faraone feViraettere a Gabriele una 
scrittura per la quale ogni schiavo che la potestà di padrone si arrogasse, 
dovesse essere atfogato. Gabriele lasciò lo Faraone, e die a Mosè comandamento 
di abbandonare l'Egitto egli e lo suo popolo. E. com'egli il fecero, lo Faraone 
col suo esercito seguitolli, e si da tutti i lati rinchiuseli, che, eccetto verso 
il Mar Rosso, loro nullo altro valico non rimanea. Stretti fra gli Egiziani e il 
mare ora gl'Israeliti contro Mosè s'avventarono con rampogne, perchè in luogo 
così periglioso gli avesse posti. Ma egli levò sua verga verso Tonda, e incon- 
tanente dodici sentieri s'apersero in mezzo al Mar Rosso per le dodici tribù 
d'israello, ciascuno dei quali poi, per uno muro eccelso e tuttavia affatto diafano, 
dall'altro era diviso. 

Come lo Faraone alla spiaggia del mare si fu pervenuto e vide quei 
sentieri asciutti in mezzo alle onde, disse ad Amano: ormai Israello è per noi 
perduto, persino lo mare pare proteggerne la fuga. Ma Amano rispose: codesti 
sentieri non son egli aperti anche per noi? Noi giungiamo subito coloro colla 
nostra cavalleria. Lo Faraone entra nel sentiero percorso da Mosè colla tribù 
di Levi, ma la sua cavalla s'inalbera e non vuol più avanzare. Qui Gabriello 
in forma umana sali il corsiero Ramlea e cavalcò dinnanzi allo Faraone. 
Cosi bello era il corsiero che come appena la cavalla dello Faraone l'ebbe 
veduto, si il seguitò. Allorché lo Faraone fu con tutto quanto lo suo esercito 
nel mare, Gabriello si volse e mostrò a lui la scrittura che egli lo dì innanzi 
gli avea fatta, la quale recava il proprio suggello di lui, e disse: tu ti sei da 
te stesso condennato allo supplizio dell' acqua, tu fiacco mortale che volevi 
essere a guisa d' uno Iddio adorato! A queste parole i dodici argini precipita- 
rono, le onde irruppero e lo Faraone con coloro che seguitato l'aveano, affogò. 
Ma per assicurare cosi gli Egiziani rimasti indietro, come gl'Israeliti, della 
morte dello Faraone, comandò Iddio alle onde, che prima alla occidentale e 
poscia alla orientale sponda il gittassero. 
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Da allora Mosè non ebbe da combattere meno con grisraelili che collo 
Faraone. Imperocché malgrado di tutti quanti i miracoli del Dio unico, compiuti 
per mezzo di lui, ei non poterono nulladimeno dair idolatrìa interamente 
dislegarsi. Fino a tanto chVfra loro dimorò e' non osarono chiedere uno simu- 
lacro, ma come Iddio lui sul monte Sinai ebbe chiamato, minacciarono di morte 
Aronne il qual era rimisto indietro come vicario, se loro alcuno idolo non 
faoesse. Sarairi intimò 4oro di recargli tutto quanto il loro oro, sino gli orna- 
menti delle loro donne, e gittò ogni cosa in una caldaia di rame sotto la 
quale ardea uno gran fuoco. Come Toro si fu tutto insieme fuso, gittovvi dentro 
una manata di rena la quale avea cavata di sotto le unghie del corsiero di 
Gabriele, e formossene uno vitello, il quale a guisa d'uno naturale vitello nato 
di vacca, andava intorno correndo. Ecco lo vostro Dio, lo Iddio di Mosè, gridò 
poscia Samiri^ adoriamolo! 

Mentre gl'Israeliti malgrado delle ammonizioni d' Aronne eransi fatti al 
Signore infedeli^ Tangiolo óabriele innalzava Mosè cosi in su verso il cielo, 
che questo pelea udire sulla tavola del destino eterno scricchiolare la penna, 
la quale appunto allora era comandata di scrivere per lui e lo suo popolo 
i dieci comandamenti. Ma quanto più salia Mosè in cielo e tanto più ardente 
facevasi lo suo desiderio di contemplare il Signore in sua maestate. Gabriele 
dice«ogli: nullo uomo innanzi a te tanto ha desiderato, e agli angioli stessi 
e alli Ginni e'non fu concesso — E dovessi io sul momento morire, rispose Mosè, 
i' voglio io tuttavia lo mio Signore contemplare — Qui comandava il Signore a 
tutti gli angioli di raccogliersi intorno a Mosè, e intonare uno inno di lode. 
Mosè cadea vinto, non essendo in lui virtute né da contemplare quelle schiere 
di corpi luminosi, né da udirne le voci risonanti. Ritornato in se e'confessò 
avere desiderato alcun che di reo, e fé' penitenza. Quindi da Dio implorò che 
lo suo popolo divenisse della terra lo più eminente . Ma Iddio soggiunse : 
già la penna ha segnato per tale lo popolo di Maeometto, perocché per la 
vera fede e' combatte, finché su tutta la terra e' si sia diffuso. 

Signore^ dicea Mosè continuando nella sua orazione, guiderdona il bene 
che lo mio popolo fece, dieci fiate, e ricambiagli il male per una, lascia eziandio 
che uno buono proposito anco non venuto in atto ritrovi sua mercede, ma ninno 
gastigo s' abbia il cattivo — Sono privilegi, soggiunse il Signore, che hanno 
soltanto i credenti in Maeometto, in nome dei quali già Adamo a me orava. 
Laonde esorta lo tao popolo ad aver in Maeometto fede, il quale allo dt della 
risurrezione lascierà primo lo sepolcro, e in cima di tutti gli altri profeti intrerà 
nello paradiso, al quale sarà pure uno di impartita la grazia di rivelare lo 
comandamento della quintupla orazione e il digiunò dello Ramadhan. 

Allorché Mosé ritornando a'suoi ritrovò il popolo che innanzi al vitello 
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d' oro facea orazione , avventatosi addosso ad Aronne e afferratolo per la 
barba, già era prossimo a strozz^irlo. Ma Aronne di sua innocenza facea 
sacramento, e autore di codesta idolatria indicava Samiri. Mosè fé' chiamare 
Samiri e volea farlo impendere, ma il Signore gli comandò piuttosto di ban- 
dirlo. Da quello dì in poi egli va errando a guisa dì bestia selvaggia dall' uno 
all'altro fine della terra, ciascuno il fugge e puritìca il suolo che i pie di lui 
calpestano; e egli stesso avvenendosi in prossimitate dattorno, <:rida sempre: 
non mi toccare. 

Ma tuttavia innanzi che Mosè cacciasse in bando Samiri dal campo 
degl'Israeliti, per comandamento di Dio fe'spezzare il vitello e ridurlo in pol- 
vere, e costrinse Samiri a insudiciare quella polvere d'oro, la quale fu poscia 
gittata nell'acqua e data bere agl'Israeliti. Dopoché Samiri ai fu dilungato, 
Mosè fé' orazione a Dio per la grazia del suo popolo. Ma Iddio rispose: i'non 
posso io graziarli, però che lo peccato ha tuttora dentro di loro, dimora, e 
soltanto per la bevanda che tu loro hai porta, dev' essere espulso — Come 
Mosè se ne venne sul campo, si udi uno grido miserando. Molti Israeliti 
dal viso giallo e dalla enfiata epa gittavansi a' piedi suoi e gridavano: Mosè 
aiutaci; lo vitello ci strazia le viscere. Purché Iddio ci perdoni, noi vogliamo 
fare penitenza, ed anco di buon grado morire. Molti di loro peccata si pen- 
tiano veracemente, ma ad altri il dolore e l'angoscia della morte soltanto 
traevano parole siffatte. Mosè loro comandò quindi in nome del Signore di 
vicendevolmente da se stessi trucidarsi. Sorse poscia una tenebra simiglianto 
a quella che Dio avea inviato sopra lo Faraone; gl'innocenti e i ravveduti si 
ferìano dintorno sempre, tanto che molti uccisero i più prossimi congiunti; 
ma Iddio die alla loro spada soltanto contro i colpevoli, potenza. Settantamila 
idolatri già erano caduti, allorché Mosè dal grido delle donne e de' bambini 
commosso, di nuovo da Dio imploiò grazia. Incontanente si rasserenò il cielo, 
la spada posò, e i rimanenti tuttora infermi risanarono. 

La dimane Mosè lesse loro la Legge, e loro intimò, le prescrizioni e 
gli ordini ivi contenuti di puntualmente seguitare. Ma molti fra loro gridarono: 
a tal libro di leggi noi non ci sommettiamo • — La legge della vendetta del 
sangue, e quella che il più lieve furto punia colla perdita della mano, loro più 
particolarmente dispiacque. Allora lo monte Sinai s'inarcò sulle loro testo a 
guisa di catinella^ talché il cielo e' non poteano più per alcun modo vedere, 
e dalle rupi risonò una voce che dicea: o figliuoli d'Israello! Soltanto come 
sostenitori di sua legge voi Iddio ha dallo Egitto liberati; se voi d' accoglierla 
vi ricusate, e noi su Voi precipitiamo, e voi dovrete sino allo dì della risur- 
rezione portarci — Ora e'gridaoo ad una voce: eccoci pronti somraetterci alla 
Legge e pigliarla per norma di nostra vita -r- Laonde dopoché Mosè ebbe 
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loro impartito lo insegnanaeiUo della Legge, e loro chiaramenle spiegato che 
si fosse il puro- e lo irapuro, il lecito ed il vietato, die T ordine della partenza, 
per fare alla loro testa la conquista della terra loro promessa, la Palestina. 
Ma non ostante tutti i miracoli del Signore, che nello diserto, della manna 
e delle quaglie aveali nutriti, e sopra ogni luogo di accampamento avea 
fatto scaturire per elli dal petroso suolo dodici fresche sorgenti, erano egli 
tuttavia pusillanimi; uè vollero partirsi innanzi che alcuni esploratori più esalta 
notizia dì quel paese e degli abitatiti loro avessero recato. Mosè fu costretto 
a cedere, ed inviò uno uomo per ogni tribù in Palestina. 

Come gli esploratori si furono ritornati, raccontarono: la terra abbiamo 
veduta, che noi dobbiamo colla spada soggiogare, ed ò nobile e grassa. Lo 
più vigoroso camello è appena atto a portare uno solo grappolo d' uva, una 
sola spiga tanto grano reca, che una famiglia tutta, quanta vi si può satollare, 
e nella buccia d'una mela granata cinque uomini armati e' vi possono benissimo 
capire. Ma gli abitanti della terra e le cittadi sono di misura pari ai frutti 
del suolo. Abbiamo veduto uomini il più piccolo de' quali avea d'altezza sei- 
cento braccia. E'ci guardavano maravigliati della nostra statura di nani, e di 
noi rideansi. Le case loro alla loro grandezza naturalmente rispondono in pro- 
porzione, e le mura cbe le cittali ne cingono sono cosi alte, che appena 
un'aquila vi si potrebbe lanciare — Non appena gli esploratori si furono al 
termine di loro relazione, e'caddero giù a terra disanimati; due di loro soltanto, 
Giosuè figliuol di Nun e Caleb i quali s' erano taciuti, rimasero in vita. Ma 
gl'Israeliti contro Mosè mormorarono e dissero: contro siffatto popolo di giganti, 
noi mai non combatteremo; va tu solo contro di loro col tuo Dio, se tu n' hai 
voglia. Però Mosè annunziò loro in nome di Dio che, mercè della loro poca fiducia 
nello aiuto di Dio che a loro salvazione il mare avea diviso, sarebbero condennati 
a etTare quarant'anni in giro per lo diserto. Quindi da loro si pigliò commiato, 
e predicando la vera fede, percorsa tutta la terra da oriente a occidente e dal 
norte a meriggio. 

Un giorno che Mosè dinnanzi al suo servo Giosuè il quale acoompagnavalo, 
davasi vanto di sua sapienza, Iddio gli disse: va a quel seno del Golfo Persico dove 
lo mare de' Greci con quello de' Persi congiungesi, e quivi t'avverrai in uno 
de' miei piì servitori, il quale te in sapienza avanza — Come riconoscerò io 
codesto sapiente? — Pigliati uno pesce in una paniera, e quello t'indicherà dove 
lo mio fido servitore si stia. 

Mosè allora si pose in cammino con Giosuè verso lo paese dal Signore 
indicatogli, portandosi sempre dietro lo suo pesje nella paniera. Una volta 
spossato del tutto, si mise giù sulla spiaggia del mare e addormentossi . Come 
si fu desto, già era tardi, e s'affrettò per giugnere l'albergo destinato. Nella 
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fretta Giosuè dimenticò di pigliare seco lo pesce, e anche Mosè di fargliene 
memoria. Appena al mattino della dimane s'avvidero del pesce, e però voleano 
ritornàro indietro, dove lo di innanzi aveano riposalo. Ma non appena e' furono 
pervenuti alla spiaggia del mare, e^'idero uno pesce affatto ritto sulla superficie 
del mare scivolarvi, anziché al modo d'ogni altro pesce, disteso galleggiarvi 
dentro. Lo riconobbero subito pel loro pesce e lungo la spiaggia seguitaronlo. 
Dopoché per alcune ore ebbero il loro condottiero seguitalo, ed eccolo ad un 
tratto tuffarsi di sotto. E' s' arrestarono su due piedi e pensarono: qui dee 
abitare lo pio uomo di cui andiamo in cerca. Egli scorsero tosto una caverna 
sulla cui entrata stava scritto: «In nome di Dio misericordiosissimo, graziosissimo » 
E' v'entrarono e ritrovarono uno uomo che apparia fiorente e vigoroso quanto 
uno giovane di diciasseti'anni, ma con barba candida come la neve, la quale 
scendeagli giù sino ai piedi. Egli era lo profeta Chidr, dotato di eterna giova- 
nezza, ma in una del più beirornamento del vegliardo. 

Accoglimi come tuo discepolo, gli disse Mosè, dopo il vicendevole 
salutare, e concedimi d'accompagnarti, affinchè io ammiri la sapienza che Iddio 
1' ha donato . 

Tu comprenderla non puoi, né quindi rimanerti presso di me a lungo. 
Tu mi ritroverai, se Iddio vuole, obbediente e paziente. Non mi 
rigettare! 

Tu mi puoi seguire, ma non dei interrogarmi di nulla, finché io da me 
sugli atti miei ti dia i necessari chiarimenti. 

Essendosi Mosè a tal patto sommesso, Al-Chidr lo pigliò con seco sino 
alla spiaggia del mare dove una nave stava all'ancora. Al-Chidr die di pìglio 
poscia a una scure, e tagliò due travi della nave, tal che affondava. Che fai 
tu? gridò Mosè, la gente eh' è nella nave affoga. 

Non te r ho detto io, rispose AUChidr, che tu non rimarrai a lungo 
presso di me con pazienza? 

Perdonami, disse Mosè, ho dimenticato la mia promessa. 
Al-Chidr poi andò con lui più oltre, finché non incontrarono un bel 
fanciullo il quale con conchiglie sulla spiaggia si trastullava. Al-Chidr si trasse 
dalla tasca uno coltello e il decollò. 

Perché uccidi tu, richiese di nuovo Mosè, un innocente fanciullo il quale 
non può per verun modo avere meritata la morte? Tu hai commesso un 
gran delitto. 

Non t'ho io detto, replicò Al-Chidr, che tu non puoi viaggiare a lungo 
i.n mia compagnia? 

Perdonami ancora questa rolla soltanto, rispose Mosè, se ancora una 
volta sopra alcuna cosa l' entro in discorso, cacciami! 
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Allo/a e' viaggiarono lungamente intorno, finché slanchi e aflFamati 
intrarono in una gran ciltade. Ma niuno volle albergarli, né porgere loro 
senza pecunia, cibo o bevanda. Qui vide Al-Chidr come lo muro d*uua bella 
casa onde erano stati cacciati, minacciava precipitare. Ei le si pose davanti 
e la puntellò, si che ritornò a stare dritta, e poi rinforzatala se n'andò. Qui 
gli disse Mosé: tu hai compiuto qui oggi uno lavoro il quale molti muratori 
e per più dì avrebbe aflPaticato. Perché non hai almeno chiesto una mercede 
colla quale avremmo comperato T alimento? Ora noi dobbiamo separarci, disse 
Al-Chidr, ma io innanzi voglio del mio modo di procedere renderti ragione. 
La nave che io ho guasta, ma di leggieri si può ristaurare, appartiene a 
povera gente alla quale è unico aiuto per campare la vita. Mentr* io la bucavo, 
molte navi d'uno re crudele incrociavano in que' paraggi, le quali trascinavano 
seco ogni nave adoperabile. Laonde per me que' poveri marinai hanno l'unico 
loro bene conservato. Il fanciullo eh' io ho ucciso é figliuolo di pii genitori, 
ma quanto a se egli era, il c!ie io ho in lui veduto, di natura si malvagia e 
rea che alla fine avrebbe indotti al male persino i genitori; sì che io anzi 
l'ho morto. Lo Signore in luogo di lui farà loro dono di pii discendenti. In 
quanto finalmente a ciò che riguarda il muro che ho dirizzato, egli appartiene 
a due orfanelli, il padre de'quali era uno santo. Sotto il muro v'ha sepolto 
uno tesoro, del quale i presenti abitatori della casa, se quello fòsse precipitato, 
si sarebbono impadroniti. Perciò io l'ho puntellato, perché e'si rimanga secu- 
ramente mantenuto, finché i fanciulli non sieno cresciuti. Tu vedi ora, prosegui 
Al-Chìdr, che in nulla cosa io son ito dietro a passione cieca, ma ho sempre 
secondo la volontà dello mio Signore proceduto. Mosé chiese ancora questa fiata 
perdono a Al-Chidr, ma di chiedergli licenza di accompagnarlo ancora più 
oltre, non ebbe ardimento. Negli ultimi trent^anni il meriggio, l'oriente e l'occi- 
dente della terra avea egli corso, e rimaneangli ancora dieci anni di peregri- 
nazione per lo norte, che egli non ostante la natura selvaggia delle genti 
di codesta plaga di cielo e lo rigore dell'aere, tuttavia visitò per tutti i 
versi, finché non fu pervenuto finalmente a quella gran muraglia di ferro 
eretta da Alessandro Bicorne per proteggere gli abitatori 3i quella contrada 
dalle invasioni de'Iagiuge e Magiuge, popoli dati alla rapina. Dopoché egli ebbe 
ammirato quella muraglia fatta di getto tutta d' un pezzo, e reso onore alla 
onnipotenza di Dio, fe'allo diserto arabico lo suo ritorno. 

Trentanove anni già erano trascorsi, dacché da' suoi fratelli e' s' era 
diviso. 1 più degl'Israeliti che egli avea lasciati nella virilitate erano infrat- 
tanto morti, e un'altra generazione in loco suo venuta crescendo. Fra i pochi 
più vecchi ch'e' ritrovò peranco in vita, eravi lo cugino suo Karun, IbnJas- 
shar, Ibn Fahit; il quale dalla suora di Mosé, Kolthum, che era sua donna, 
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avea imparato alchimia, si che il più vile metallo in oro pótea Jlrliémulare. 
Egli era pure così ricco che fece fabbricare intorno a'suoi giardini aite mura- 
glie d'oro, ed essendo in viaggio, di quaranta muli si servia per trarsi dietro 
le chiavi delle stanze de' suoi tesori. Nell'assenza di Mosè. costui merco delle 
sue ricchezze avea saputo procacciarsi autorità veramente regale. Ma come 
questa dopo il ritorno di Mosè incominciò a scemare, cosi colui ditìberò torre 
lui di mezzo. Però egli cercò una donna dissoluta la quale Mosè per lo tenore 
della vita di lei perduto, avea cacciata dal loco degl'Israeliti, e premisele di 
sposarla, purché ella dinnanzi ai Seniori del Comune dichiarasse: Mosè averla 
sbandita soltanto perciò che ella alle proposte di lui non avea porto orecchio. ^ 
La donna fé' a Karun la promessa di adoperarsi in tutto secondo il volere di 
lui. Ma giunta dinnanzi ai. Seniori col fine di calunniare Mosè, non ebbe 
possanza di profferire l'accusa. Iddio le pose tutt'altre parole in bocca; ella 
riconobbe lo suo peccato, e confessò, Karun con d'ogni ragione promesse averla 
condotta ad accusa falsa. Mosè pregò Iddio che contro la malvagi tate di Karun 
lo difendesse. Qui si spalancò la terra sotto ai pie di colui, e con tutti i 
compagni suoi e con ogni suo avere inghiottillo. 

Non si tosto Mosè si fu al termine dello quarantesimo anno, che 
s- incamnoinò insieme cogl'Israeliti verso i confini della Palestina. Allorché 
Jalub Ibn Safun (Balac ben Sippor)re di Balka(Moab) ebbe novella dello 
avanzare degl'Israeliti, i quali già sul loro cammino più cittadi aveano con- 
quistato, fece a sé chiamare il mago Bileam figliuolo di Baur colla speranza 
di potere mercè dei soccorsi e de' consigli di lui agl'Israeliti tener fronte. Ma 
uno angiolo apparve a Bileam la notte e gli vietò di prestarsi allo invilo 
dello re Jalub. Come i legati dello re a Balka, senza Bileam si ritornarono, 
quello fé' comperare i più preziosi gioielli e gl'invio furtivamente, per altri 
messi, alla donna di Bileam, la quale dal marito era tanto amata, eh' ei se ne 
lasciava del tutto signoreggiare. La donna di Bileam accettò i presenti, e per- 
suase il marito di fare uno viaggio a Balka. Lo re gli corse incontro per lungo 
spazio accompagnato da' suoi visiri, e gli assegnò a dimora una delle più 
belle case della cittade. Conforme al costume del paese, egli fu per tre giorni 
banchettato dalla cucina regale, i visiri di tempo in tempo visitaronlo, ma 
senza far parola del fine pel quale egli a Balka era stato chiamato. Appena 
lo quarto di e' fu chiamato dallo re e pregato di maledire Waello. Ma Iddio 
rattrappì la lingua di Bileam, a tale che, malgrado dell'odio suo contro Israello, 
nulla parola di maladizione potè egli profferire. Come lo re questo vide, pre- 
gollo di soccorrerlo tuttavia almeno del consiglio suo, contro codesto popolo 
che si appressava. Lo artificio migliore contro gì' Israeliti, disse Bileam, i 
quali soltanto per lo patrocinio di Dio cotanto formidabili sono, questo è. 
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d^ indurli a peccatOi però che allora Iddio gli abbandona, e *a nullo nimico 
e' possono più resistere. Però invia loro incontro le più belle donne e fanciulle 
della metropoli, con vittuaglie, acciò eh* e' sì dieno a voluttade, e poi ti tor- 
nerà bene agevole lo averne vittoria — Lo re seguì il consiglio. Ma Mosè per 
Tangiolo Gabriele fu di tutto informato; fé' quindi torre di vita lo primo 
Israelita che da una femmina di Balka si lasciò sedurre, e recarne intorno 
al campo la testa affissa a, una grand' asta, a guisa di ammonimento. Poi die 
incontanente l'ordine dello assalto. Balka fu espugnata, e lo re insieme a 
Bileam e i figliuoli furono primi a cadere nel combattimento. 

Tosto appresso la espugnazione di Balka riapparve Gabriele, e intimò 
a Mosè insieme ad Aronne e a' figliuoli di seguitarlo ad un alto monte posto 
in prossÌ4DÌtà della cittade. Come e' furono saliti alla sommità del monte ritro- 
varono una grotta vagamente scavata, nel mezzo della quale già stava un' arca 
con questa iscrizione: «Io sono per colui che a me s'aggiusta». Mosè volle col- 
locarvisi primo, ma i piedi gli pendeano fuori, vi si collocò Aronne ed era a 
quella proporzionato. Gabriele ricondusse quindi Mosè e i figliuoli d'Aronne fuori 
della grotta, poi riandò egli anco una volta dentro per fare 1' abluzione ad 
Aronne, la cui anima infrattanto 1' angiolo della morte s'era tolto, e per bene- 
dirlo colla orazione de' defunti. 

Come Mosè si fu ritornato senza Aronne nel campo, e agi' Israeliti che 
del fratello chiedevangli ne annunziò la morte, venne presso coloro in suspi- 
cione d'averlo morto. Parecchi non esitarono punto sua suspicione aperto a 
significare. Mosè orò a Dio a ciò che sua innocenza agli occhi di tutto il 
popolo facesse manifesta. Quattro angioli portarono quindi l' arca d' Aronne 
fuori dalla grotta, e la innalzarono sopra lo campo degl' Israeliti^ sì che 
ciascuno ne la potè vedeie. Poscia uno degli angioli proclamò: « Iddio l'anima 
d'Aronne s^ è tolto seco ». 

Mosè il quale del suo proprio sollecito fine avea presentimento, tenne 
innanzi agl'Israeliti ancora uno gran sermone in cui le leggi più importanti 
loro inculcava. Alla conclusione ammonivali, dal falsificare la Legge loro 
rivelata si guardassero. Nella quale la futura venuta di Macometto in cui 
tutti dóveano aver fede, era evidentissimamente significata. Alquanti giorni 
dopo, come egli si stava leggendo Io volume della Legge, sì V angiolo della 
morte visitoUo. Se tu hai comandamento di torre l' anima mia, dissegli 
Mosè, toglila dalla bocca, la quale sempre alia parola di Dio fu intesa, e da 
nulla impura cosa mai fu tocca. Egli si vesti de' suoi panni più belli, nominò 
Giosuè suo successore, e a cento e vent'anni, ovvero secondo che parecchi dotti 
delle tradizioni affermano, a cent' ottani' anni di sua etate si morì. La miseri- 
cordia di Dio sia con Ini ! 

Sciiìize Noolog, T, XVII. Il 
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Altri narra i particolari della morie di Mosè nel modo che segue. 

Come Gabriele la prossima morte di lui gli ebbe annunziata, e' corse 
in fretta a casa, e bussò furioso alla porta serrata. Safurìa sua donna gli 
aperse e vedutolo tutto smorto e scomposto in viso, gli chiese: chi ti perseguita, 
che tu te ne vieni fuggendo così atterrito, e appari tanto angosciato? Qual 
creditore ti tiene dietro? — Si dà egli alcuno più possente creditore che lo 
Signore del cielo e della terra, o persecutore più periglioso che l'angiolo 
della morte? 

Anco l'uomo che con Dio parla dee pur morire? 

Certo. Sino l'angiolo Gabriele è soggetto a morte, e Michele e Israfele 
insieme a tutti gli altri angioli. Iddio solo è eterno e non muore mai. 

Safuria pianse tanto che cadde tramortita. Come ella ritornò in se, si 
chiese Mosè: dove sono i miei figliuoli? 

E' sono già a letto e dormono. 

Destali, eh' io tolga da loro l'estremo commiato. Safuria venne dinnanzi 
al letto de' bambini e gridò: levatevi poveri orfanelli! Levatevi e date allo 
padre vostro l'ultimo saluto, perchè questo è l'ultimo suo dì in questo mondo, 
e il primo nell'altro. 

I fanciulli si scuotono atterriti dal sonno e gridano: <( Miser'a noi! Chi 
avrà, di noi pietate quando saremo orbati del padre? Quale sarà l'uomo provvido 
e affettuoso che metta più il piede sul limitare della nostra casa? Mosò ne 
fu così commosso che anch' egli proruppe in empito di pianto. Allora Iddio 
gli disse: o Mosè! Che significano egli codeste lacrime? Ti spaventi tu innanzi 
alla morte, o di mal animo ti stacchi da codesto mondo? 

No, io non mi spavento innanzi alla morte, e lascio ben di buon grado 
questo mondo, ma i' compiango questi bambini che già da lungo tempo e 
l'avolo Sciueib e poi lo zio Aronne hanno perduto, e ai quali ora anche il 
padre sarà rapito. 

In chi confidava dunque la madre tua quando ti afdJava in una cas- 
setta all'acqua? 

In te, Signore! 

Chi ha difeso te contro lo Faraone, chi t'ha concesso una verga con 
cui hai diviso lo mare? 

Tu, Signore! 

Va dunque un'altra fiata sulla spiaggia dello mare, e lancia tua verga 
sull'acqua, e tu dei vedere ancora uno segno di mia onnipotenza. 

Mosè seguì lo comandamento, e di subito lo mare si divise un'altra 
fiata, e egli vi sorgeva nel mezzo una gran rupe nera. Venuto accanto alla 
rupe, Iddio gli gridò: picchiavi colla tua verga. E' così fece e la rupe si partì in 
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due, e egli vide sotto questa in una specie di caverna uno verme con uno verde 
fogliolino in bocca, il quale tre fiate gr^dò: laudato sia lo Signore che, non ostante 
lo mio solitario loco, non m'ha dimenticato! Laudato sia lo Signore che m' ha 
cresciuto e mi nutre! Come tacque lo verme, disse Iddio a Mosè: tu vedi; come 
io «emmanco uno verme sotto una rupe ascosa nel mare non abbandoni . Come 
potrei io abbandonare i tuoi figliuoli, che ora già confessano che Dio è unico 
e Mosè suo profeta? — Mosè ritornò a casa confuso, consolò la moglie e i figliuoli 
e se n' andò solo al monte. Qui e* ritrovò quattro uomini che scavavano Ima 
fossa, e interrogatili: per chi è codesta fossa? e' risposero: per taluno che Iddio 
vuole seco in cielo. Mosè chiese licenza di poter egli pure lavorare al sepolcro d'uno 
santo. Come fu-compiuto, chiese Mosè: avete voi dunque anche pigliata la misura 
del morto? No, egli risposero, per Iddio, l'abbiamo dimenticato! Ma gli era per 
l'appunto della statura tua e della tua grandezza. Stendi viti dentro, e Iddio te 
ne ricompenserà, perchè veggiarao se sta bene. Come Mosè vi si fu steso, 
l'angiolo della morte gli si mise dinnanzi e disse: pace su te, o Mosè! 

Dio ti benedica e abbia di te pietate! Chi se' tu? 

Io sono r angiolo della morte, o profeta di Dio ! E vengo a togliere 
l'anima tua . 

Come vo' tu dunque toglierla? 

Dalla bocca. 

Tu noi puoi, perchè la mia bocca ha parlato con Dio. 

Io la trarrò dunque fuori, dagli occhi. 

Nemmeno questo puoi tu, perchè egli hanno mirato la luce del Signore . 

Allora dalle orecchie. 

Nemmeno questo tu puoi fare perchè egli hanno udito la parola di Dio. 

Io la piglio dalle tue mani. 

Come lo puoi tu? Non hanno esse portato le tavole adamantine, sulle quali 
era incisa la Legge ? 

Allora Iddio comandò all'angiolo della morte di farsi dare da Radvan, 
portinaio dello Paradiso, una mela paradisiaca e di porgerla a Mosè . 

Mosè pigliò la mela di mano all'angiolo della morte, e fiutolla. In su 
quel punto la nobile anima sua • salì per lo naso al cielo. Ma lo corpo si rimase 
a giacere in quello sepolcro che a nullo è noto, se non a Gabriele, Michele, 
Israfele e Azraele, però eh* egli lo scavarono, e furono da Mosè uomini reputati. 
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NOTE 



Pag. 1 lin. 1. Cento e treni' anni dalla discesa de' figlinoli d'Israello in Egitto ecc. 

Seconde la cronologia ebraica il tempo che Giacobbe, invitato dal figliuolo Giuseppe, si reoò 
insieme con tutta la famiglia in Egitto , si fu l' anno 2238 della Creazione . Giuseppe era 
allora delia etÀ dì 40 anni, mori a 110, 70 dopo, quindi a 2308 dell* Era medesima. Laonde, 
la Leggenda, o Cronaca nostra incominciando 60 anni dopo la morte di Giuseppe, incomincia al 
2368 delia Creazione. Così i due piccoli trattati cronologici Seder Holam Rabbah (Ordine del 
mondo, maggiore) e Zulhah (mmore), e così la Cronaca Sepher ha-^ashar (Libro del Retto, 
cioè, del Vero (*) ), e cosi finalmente il Hatìonarium temporvm del Padre Petavio, lib. I. cap. IV. 
lin. 2. Lo Faraone. Avvegnaché questo nome sia usato come proprio, indicava pure 
il titolo, come Cesare; però v'abbiamo apposto l'articolo. 

lin. 3. Uno vegliardo il qnale tenea in mano nna bilancia ecc. ecc. Codesta immagine 
della bilancia e del peso era comune neirantichità e cosi pure nel medio evo, a simboleggiare il 
giudicio divino sulle azioni degli uomini, pronunziato dopo la morte ed anco in vita loro, e 
quindi il loro destinò, ed avea il proprio nome di Psicostasia. Ved. Maury, Essai sur les Légendes 
pieuses du Moyen-àge. Paris, Ladrange, 1 843, pag. 77 e segg. Fra i vari esempi recati dal 
dotto e assennato scrittore trascegliamo quelli che più &nno al nostro caso. Nella Iliade Giove 

Alto spiegò 

L'auree bilance e due diversi fati 

Di sonnifera morte entro vi pose. 

Il troiano e l'acheo. Le prese in mezzo, 

Le librò, sollevoUe, e degli Achivi 

n &to decbinò, che traboccando 

Percosse in terra, e balzò l'altro in cielo. 
Versione del Monti, lib. Yffl, 87-93. 
Cosi nell' Eneide: 

Juppiter ipso duas acquato examine lanoes 

Sustinet, et &ta imponit diversa duorum: 

Qaem damnet labor, et quo vergat pondero letum. 

Lib. XII, 725-7. 
Nota il Maury come la Psicostasia fosse in Egitto cosa di gran rilievo, e adduce 
parecchi monumenti in cui si vede elB^ata, come ne adduce dell'India e anche di Grecia. 
Osserva egli acutamente che una delle tre formidabili parole scritte sulla parete nel Convito 
di Baldassare fu iakél spiegata da Daniele: « Fosti pesato nella hilancia e ritrovato man- 
cante (V, 27 ) ». Al che noi aggiungeremo una sentenza de' Proverbi di Salomone, che si può 

« 

(I) T. r£di2. di VenezU 1625, pag. 18S a, e 145 6. 
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riferire molto direttamente alla Psicostasìa: « Stadera e bilance giuste ha lo Eterno, sono 
fatto Silo tutti i pesi della borsa (XVI, Il ) >. Cosi appunto io commentano gli antichi 
rabbini. « Dice R. Jossè: È figura delio re il quale possedea uno gran giardino, e dentrovi 
eresse alta torre; e pigliò lavoratori a mercede , vegliandoli a ciò eh* e* fussero onerosi. 
Lo re levossi e sali m cima alla torre, onde quelli tedea, ma elli no>i vedeano lui. Al 
radette del di venne lo re e sedette a giudizio di loro. Quei che sarchiavano , disse , ven- 
gano a pigliarsi sua mercede, quei che battevano (il grano), quei che racco glieano 
ciottoli, vengano a pigliarsi sua merce le. Fra quelli taluni erano rimasti che al 
lavoro non s'erano adoperati. Disse lo re: codesti che fatino egliì Egli vuotano, 
risposergli, (lo contenuto di) case piene, dentro case vtiote . Disse lo re: qual prode 
n'ho io avuto eh' egli abbiano votato (lo contenuto di) case piene, dentro case vuote? 
fiisse lo re: codesti che al suo lavoro furono operosi vengano a pigliarsi sua mercede, 
e quelli che al lavoro operosi non furono, vadano fìiori a tnor^, però che alle mie parole 
si ribellarono. Non altrimenti lo S. (b.l.) (*) suo mondo ha creato, e dentrovi ha posto 
gli uomini, e veglialo a ciò eh' e' fussero operosi al lavoro di lui, olii comandamenti, 
cioè, e alle opere buone . E fé' accampare sua presenza in cielo , donde quelli vede , ma 
elli non veggono lui . E in futuro egli è per sedere a giudizio di loro; e postosi il libro 
della Legge in seno, e' dirà: colui che ciò eh* è qua dentro ha operato, venga a pigliarsi 
sua ìnercede . . • , ( Midrash MisMè al versetto indicato ). > Prosegue il Maury annoverando 
gran copia d' opere di belle arti cristiane del medio evo rappresentanti scene di Psicostasìa, 
e dottrine analoghe in parecchie sette ed anco antiche, come quella de* Mandaiti, o Nazorei, 
o discepoli di S. Gioauni Battista. 

Nel linguaggio rabbinico ritroviamo poi, come in italiano, la immagine della bilancia per 
significare il paragone. Cosi nei Capita Patrum Gap. Il, 12:^ < S'egli fussero tutti i dottori 
d' Israele in un piatto della bilancia, e Eliezer d'Ircano nelValtro piatto, egli prepondererebbe 
a tutti quanti >. 

Il testo probabilmente più antico del nostro racconto del sogno è nella parafrasi 
caldaica attribuita a Jonatan ben Huziei, £sod. I, 15; eccola: € E lo Faraone disse come 
s' era addormentato ed avea veduto in suo sogno , ed ecco tutta la gente della terra 
d' Egitto starsi in uno piatto di bilance, e uno agnello neW altro piatto , e lo piatto di 
bilance che avea dentro lo agnello, vincea di peso. E mqndò incontanente per tutti li 
maghi d'Egitto, e loro ricontò suo sogno. Incontanenti apersero la bocca Janis e Zimbe- 
res (') capi de' magi e dissero allo Faraone: uno figliuolo ha da nascere nella comunanza 
d* Israele, per opera del quale tutto lo paese d' Egitto dee essere tratto a ruina » . 

lin. 7-8. £ come si fu del tutto desto, ed ecco lo sogrno. Questa forma ed ecco lo sogno, 
tratta dal racconto biblico dell* altro sogno dello Faraone , quello delle vacche, seguito da 
quello delle spighe ( Gen. XLI, 7 ), pare a noi che nei suo laconismo voglia indicare quel 
punto nel quale il sogno che ha già scosso il dormiente, si riaffaccia alla memore fantasia 
dello svegliato . E così V intende un autorevole interprete , Samuel ben Meir ( Risbam ), 
nipote e discepolo air isaacide . E stavamo già por tradurre : « ed ecco riaffàcciarglisi lo 
jo^no>; ma visto il Diodati pur tanto dotto d* Italiano, iraduvre: i^ E Faraone si risvegliò 
ed ecco un sogno », e il Martin : « Alors Pharaón s' éveilla et voilà le songe >, lasciammo 
correre la versione litterale come stava, 

(*) Siirnifica lo Santo ( hentddto luil) comedo nel testo a pa^. 2 lin. 31-2; e4 è la formula con cu! nell'Ebraico 
rabbinico si chiama Dio; ed ancba uelV originale si suole 'scrivere colle iniziali. 

(*) Una delle tante Tarlanti de* njmi di questi doc famosi magi, che la Qostra Loggenda chiama co* piik, Janas 
e Mambres, e li dice figliuoli di Balaam, 
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lin. 9-10. Uno (lelll duci .... Balaamo, come dirà egli stesso più avanti ( pag. 4 
Ha. 18-9 ): «ricorditi lo sogno che avesti, e che lo tuo servo ha interpetrato ». 

ibid. Tenne in presenza dello re e in faccia a Ini disse: codesto sogno ecc. Giuseppe 
Flavio con forme e concetti di grecizzante nan^: «Un di quelli che avevano cura de' libri 
sacri ( che hanno grande abilità nel parlare veracemente dell'avvenire ) avvisa il re « che 
intorno a quel tempo sarebbe nato fra gV Israeliti, cert' uomo che quando fosse cresciuto 
recherebbe a distruzione il regno egiziano e leverebbe a grande stato gì' Israeliti: non avrà 
pari in virtù e si procaccerà fama eterna ». Atterritone il re bandì col consiglio di luì, 
che tutti i maschi che nasceranno agi' Israeliti si gettino ad affogare nel fiume ...» DeUe 
Antichità giudaiche, versione dell'Ab. Frane. Angiolini, lib. li, Capii IX, II. 

lin, 16-7. Quello re d'£gitto chiamò le raccoglitrici ebree. S'intende lo stesso Faraone, - 
come altrove in più luoghi della Scrittura. Qui nell'originale, secondo 1' ediz. che abbiamo 
• ti' occhio, c'è un ecc, che, condotti dal senso abbiamo supposto il 16 ù&\ L dell'Esodo. Era 
per avventura da supporre avanti, il 15; e per errore di copisti, o di stampa, posto vajiqrd 
( e chiamò ) in luogo di vajomèr ( e disse ), al principio del verso. E allora era da tradurre: 
« E disse quello re di Egitto alle raccoglitrici ebree ( il nome d^ una delle quali era Si/ra 
e il nome dell' altra Pua ) », e disse: come farete partorire le Eìrree ecc. » il Talmud poi 
suppone poco probabilmente che quei due nomi celino Jochebed madre di Mosè e Eliseba sua 
nuora, ovvero Jochebed e la figliuola Maria. Sotah, 11, &. 

Pag. 2, lin. 1-2» Fiere donne alle fiere appunto slmiglianti. 11 testo biblico (Esod. I, 10) 
dicc:«-& e' dissero le raxìcoglitrici allo Faraone: però che non già simiglianti alle femmine 
egiziane son egli le ebree, laddove vigorose sono; avante che loro sia venuta la racco- 
glitrice, e hanno partorito ». La voce che si traduce vigorose, e da altri valenti o perite, 
è apparentemente omonima ( veramente varia nella radice ) con quella che si traduce fiere. 
(V. l'illustre S. D. Luzzatto nel suo Pentateuco volgarizzato e commentato, Padova 1872-6, a 
questo versetto). I talmudisti l'hanno osservato facendone una specie di bisticcio {Sotah, 11 h; 
Esodo Magno, Sezione I, 1 ; l' Isaacide al versetto, come la Leggenda nostra ), che noi abbiamo 
fatto di ritrarre colla voce fiere aggettivo e sostantivo. 

lin. 2-3. E comandò lo Faraone a tntto lo suo popolo così: ogni figliuolo nascituro 
nel Nilo gitterete (Esodo I, 22 ). « Dice R. Jossè di Clianina: e' fé lo decreto eziandio per 
lo suo popolo, E perchè operò egli in tal guisa? Però che gli astrologi diceano: dello 
salvatore d* Israele la madre è incinta ormai ; soltanto se egli sia israelita o egizio 
ignoriamo. In su quel punto lo Faraone ragunò tutti gli Egiziani e loro disse: datemi 
in prestanza i vostri figliuoli per nove mesi affinchè io possa gittare colui nel Nilo. Egli 
è appunto quanto sta scritto. « Ogni figliuolo nascituro nel Nilo gitterete »; e' non è già - 
sa-itto: ogni figliuolo d'Israele, ma si ogni figliuolo, tanto giudeo quanto egiziano. Ma egli 
non vollero dargli ascolto^ perocché dissero: uno egiziano non fiancherà mai piti coloro, 
ma soltanto tale che nasca da Ebrei. — Nel Nilo gitterete — Perchè decretarono egli il 
gittare que' tali nel Nilof Perchè gli astrologi vedeano che lo salvatore d' Israele dovea 
patire gastigo dall'acqua, e credean elli dovesse annegare, laddove avvenne soltanto che 
mercè d' uno pozzo d' acqua fa pronunziata contro di lui sentenzia di morte, secondochè 
fu detto: «E disse lo Eterno a Mosè e ad Aronne: posciachè non aveste fede in me da 
santificarmi agli occhi do' figliuoli d' Israele, laonde non condurrete voi codesta comunanza 
alla terra eh' io loro ho donato (Num. XX, 1 2) ». Ma li dottori dicono: coloro fecero profonda 
considerazione: che lo S. (b,L) non retribuisce se non colla misura con che altri 7ia 
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misurato ('); ma essendo poi dall'altro lato securi che non recherebbe al mondo lo diluvio, 
decretarono che quelli nell' acqua affondare si facessero (Esod. Majn. Sez. l, I; 22; Talmud 
Sanhedrin fol. 101, e lo Isaacide all' Esod. I, 22). 

lin. 7. E elleno pel 1 nati tn per li campi abbandonarano ec* Rechiamo qui Tuno in 
faccia air altro due braai talmudici analogi o in parte identici, cui la nostra Leg^^enda ha prin- 
cipalmente attinto , intorno alla misera vita degl* Israeliti in Egitto, alle domestiche virtù 
delle loro donne, cui il narratore attribuisce la pix)tezione celeste. 

Come gl'Israeliti si furono usciti d'Egitto \ Sponea R, Achiba ( secondo altra lez. R. 

e lo S, (h. L)per loro ebbe scisso il mare, e ! Haoera ): per la virtù delle sante femmine 



gli angioli imploravano di far udire un canti- 
co, lo S, (b, L) rispose: dinnanzi canti Mosè e li 
figliuoli d'Israel, poscia voi ». Egli è quanto 
dice: < Precedeano cantori, gV Israeliti, dopo 
sonatori, gli angioli; in mezzo a fanciulle so- 
nanti i cimbali ( Salm, LXVUI, 26)», sono queste 
le fetnmine che esaltavano lo S, (b. l.) nel 
centro; come ad esempio sta scritto: e E Ma- 
ria la profetessa suora ad Aronne si pigliò il 
cimbalo in mano, e tutte le femmine le usciano 
dietro con cimbali e danzo ( Esod. XV, 20 ) ». 
« /?. Giuda dice: chi rese la somma lode allo S. 
(b, l,)P I fanciulli, che lo Faramie volea gitta* 
re nel Nilo, i quali lo S. (h. l.) riconoscano. 
Come avvenne eglicodesto? Allorché gl'Israeliti 
orano in Egitto^ come alcuna femmina delle 
figliuole d'Israello avea mestieri di sgravarsi, 
sì uscia pH campi e quivi sgravavasi. E sgra- 
vata, lasciava suo nato, affidandolo allo S. 
(b. L) col dire: Signore del mondo! lo ìio fatto 
la parte mia, fa tu la tua. Dice R. Qioanni: 
incontanente lo S.(b, L) scendea giù (se cosi può 
dirsi ) in sua maestate, legava a que' nati 
Vumbilico, li facea lavare e ungeali . E così 
disse Ezechiello, « E tosti gittata i^ulla fÌBu;cia 



che erano in quella generazione, i pa- 
dri nostri dagli Egiziani furono francati . 
Com' elle si giano ad attingere acq%ia , lo 
S. ( b. L ) loro apparecchiava nelle secchie 
alquanti pesciolini , si che elle ne traevano 
metà acqua e metà pesci, E elle poi venia- 
no ad amtnanire due olle, runa d'acqua 
calda, l'altra di pesci, e recavanle olii mariti 
in campagna, i quali f oceano lavare e un- 
guentare, e loro davano mangiare e bere, e 
loro congiungevansi fra le due ripe dei 
campi {% secondo eh' è detto: € Perchè vi gia- 
cevate fra le due ripe, ci'o^ in premio dello 
esservi giaciute voi fra le due ripe, gl'Israe- 
lili ebbero ragione di porre Egitto a sacco, 
secondo è detto: < Le ali della colomba furono 
coverte d'argento, e le sue penne maestre del 
giallo d'oro (^) (Salm. LXVIH, 14) », Or come 
poi elle erano incinte, se ne veniano alle 
case loro, e arrivato lo tempo del parto iva- 
no a sgravarsi in campagna sotto allo melo (% 
com* è detto: € Sotto allo melo t*ho scosso, qui- 
ritta ebbe le doglie per te la madre tua; qui- 
ritta ebbe le doglie, ti partorì (Cani Vili, 5 ) ». 
E lo S. ( 6. L ) inviava dall' alto de' cieli 



(<) Cioè, ora eemmeitendo eglino la strage dei fancialli neiracqua, avrebbero dovato essere paniti coiracqoa; 
ma Dol poteTano, aecondo loro, perchò Iddio area giarato (Geo. VIIT, 21) di non rimandare il diluTÌo. 

(*) Luoghi Tececondi, dice Tlsaacide, essendovi ona ripa elevata da un lato, una dallValtro, 'e in meizo 
una fossa. 

(') È appena mestieri dire che la eoloaba simboleggia la Sinagoga, o il popolo d^Israello. Per codesta 
immagine delle ali inargentate e inaurate della colomba, intendono 1 dottori talmndici che Israello arrìochl; Inter- 
petrazione che vale altre deir oscuro versetto. 

(*) I^ Cantica ò considerata dal Talmud e dal grande commentatore Isaacide, come figura della liberazione 
d* Israele dalla schiavitù egizia. Qui è Dio ch9 parla a taluno degrisraeliti nati In Egitto, e gli dice: sotto al melo, 
dove tua madre s* era ricorerata per salvarsi dalle persecuzioni egizie e salvare i suoi parti, io ( Dio ) t* ho soosso , 
cioè iMm aiutato a venire in luce. Il resto da sé è chiaro. 
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del campo con disdegno di tua persona, lo dì 
stesso in cui eri statò partorita ( XVi, 5 ) ». 
E sia scritto pure: € E quanto a* tuoi natali, 
lo dì In cui eri stata partorita, non ti fu riciso 
Tunabilioo {Ibid. 4)>: sta scritto: < E ti lavai 
nell'acqua ( Ibid. 9)»: sta scritto: € E iì vestii 
d'abiti ricamati ( Ibid. 10 ) ». E Egli ponea 
in mano a ciascuno di que' bambini due 
ciottoli ; uno che gli dava suggere V olio, 
V aHro miele , secondo è detto : € E gli die 
suggere miele dal sasso, e olio dal macigno 
della roccia (Deut. XXXU, 13)». E elli ere- 
secano su per li campi, secondo fu detto: ^Go-, 
piosissima quanto lo flore del campo t' ho resa 
(Ezech. XVI, 7)». E poiché erano fatti adulti, 
ritomavansi alle caie loro presso li parenti, i 
quali interrogavangli : chi era egli in vostra 
compagnia^ E e' rispondeano: un bello e nobile 
giovanetto scendeae ad ogni uopo provvedeaci, 
secondo è detto: « Lo diletto mio è splendido in 
candore e vermiglio, fra le diecine di migliaia ò 
segnalato ( Cantic. V. 1 ) ». Come Israele al 
mare fU pervenuto, que* fanciulli bene v'erano, 
I quali, veduto lo S, (b. l.) nel m^re, incomin- 
ciavano dire alti parenti: eccolo, questo è die 
tutte codeste cose facea a noi, allorché erava- 
mo in Egitto, secondo é detto: € Questo è lo 
mio Dio e vo' celebrarlo (Esod. XV, 2 — Esod. 
Magn. Sez. XXIII; XV, 1. ) ». 

Un. 25-27. Una figlinola alla qaale impose nome Karia però che a quel tempo gli 
Egiziani areano Incominciato amareggiare a quei d' Israello la rita. Miriam (Maria), 
da Mar, amaro e amarezza, colla terminazioue Am propria di alcuni sostantivi ( V. Gese- 
nius', Hebraische Grammatih, §. 84, II, 15), tenenlo la ^oi come strumento di connessione, e 
non, come tradurrebbe la Volgata, amarezza del mare: Concordantiae: Bibl. Sacror. Vulgatae 
edit.. Prato, 1861, pag. XXIV. Tenendo conto deliaci si farebbe derivare da meri, traducendo 
col Gesenius, disobbedienza. Il Fùrst neW Onomasticon Sacrum che seguiva le Librorum 
Sacror. V, T, Concordantiae, hebr, et chald., Lipsiae, 1840, spiegava pure Miriam, infelice. 



taluno (*) che pulia ed abbellia que* nati, 
al modo della fiera che suo parto abbella , 
secondo è detto: «E quanto a' tuoi natali, lo dì 
in cui eri stata partorita, non ti fu riciso V um- 
bilioo, non avesti bagno d' acqua per nettezza, 
non fosti aspersa punto di sale, né punto fascia- 
ta (') ( Ezech. XVI, 4) ». E quagli raccogliea 
per loro ( Var. donava loro ) du^ vaselli ri- 
tondi: uno di olio e uno di miele, come è detto: 
€ E gli die suggere miele dal sasso , e olio dal 
macigno della roccia ( Deut. XXXII, 13 ) ». Or 
come gli Egiziani si avvedeano di loro, si 
veniano per spegnerli; ma per elli si facea 
miracolo, però che egli veniano dentro al 
suolo ingoiati, E quelli conduceano buoi ad 
arare loro sul dosso, come è detto: «Sul dosso 
m' hanno arato gli aratori, hanno fatto lungo 
il solco (Salm. CXXIX, 3)». E poi che costoro 
se n'erano iti, elli sbucavano fuori a mo' 
dell'erba del campo, Siìcondo è detto: « Copio- 
sissima quanto lo fiore del campo t' ho resa 
( Ezech. XVI, 7 ) ». J5: dacché egli erano fatti 
adulti, se ne ritornavano a frotte a frotte alle 
case loro (Talmud. Sotah, fol. 11, b. Esodo 
Magno, Sez. I; I, 12.)». 



(*) In qaasto pMto del Talmad, qoal è riportato neirAddo Unyno, Vha la Yariante: < lo S. (b. 1.) inviava 
daWalto un angiolo », comò nel testo della nostra Leggenda. Noi non dobitiamo che il dottissimo, tanto benemerito 
quanto diligente sig. Rabbino?lcz, qaando gianga al trattato Sotah della saa collezione delle Tarlanti talmadiche , 
noterà anche questi. 

(!) Qui Ezechiello deaeri re i costami del soo popolo e del soo tempo nelle cure del neonato, per raffignrare 
nella maneaoia di quelle, restreno della rozzezza ,e della miseria del popolo ebreo in Egitto. In tutte queste 
citazioni la sostituzione del senso proprio e litterale ali* allegorico e figurato diede origine a gran n omero di leggende, 
frutto e pascolo della fantasia popolare. T. in proposito V opera citata del Maury, e specialmente la seconda parte, 
dalla quale questo principio è il fondamento. 

Scifnze Nootogiche T. XVIL 12 
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poi nel suo Eehr. et Chald. Handwórterbuch ùber das A, T., Lipsiae, 1876, derivandolo da una 
radice marah colla eh sostituita ali* aleph, tradusse pingue . In tali discordie e dubbiezze dei 
tempi nostri, con tanta maggiore ricchezza di sussidj filologici, non ò da chiedere ai rabbini del 
medio evo scrupolosa esattezza etimologica e grammaticale; lasciando poi la natirale oscurità 
nel significato de* nomi proprii, smarrito sposso nel buio de* tempi. Il che sia detto i>er tutte 
le spiegazioni simili che incontreremo, incominciando dalla seguente. 

lin. 2S, Impose nome Aronne però cbe ai di della graridansa ecc. Aharon ( Aronne ) 
da heron (gravidanza^ Gen. Ili, 16 ), non tenendo conto dell* Aleph, 

lin. 36. Sì anco Àmram dalla sua (donna) sepnrossl. Insegna la Misna: Amram 
era grande in quella generazione ( Secondo la lezione àeW Esodo Magno^ Sez. I, Gap. I, V2: 
Amram era capo del Sinedrio ), Poiché ebbe osservato V empio Faraone avere detto: € Ogni 
figliuolo nascituro nel Nilo gitterete ( Esod. I, 22 ) », disse: noi facciamo fatica vana (*) . Si 
levò a ripudiare la donna sua; tutti levaronsi e le donne loro ripudiarono (sec. la lez. cit: 
disse Amram: or gl'Israeliti generano invano. Fé' incontanente uscire Jochebed, e da uffici 
coniugali s'astenne, e ripiuliò la sua donna incinta da tre mesi, Sursero tubiti gì* Israeliti 
e loro donne ripudiarono ). Gli disse la figliuola : babbo, tuo decreto è più duro che non 
quello dello Faraone. Imperocché lo Faraone non fé* lo decreto se non contro li maschi, 
ma tu r hai fatto contro maschi e femmine. Lo Faraone noi fece se non per questa vita, 
ma tu anco per la futura (*). Poi essendo lo Faraone empio, é dubbio se suo decreto si 
compia non si compia; ma di te giusto , certo lo decreto si compie, secondo è detto: < E 
come tu diliberi cosa detta, e e' ti si adempirà (Giob. XXII, 28) ». E' surse e fé' ritornare 
la donna sua; sursero lutti e le loro donne fecero ritornare. (Dice la Scrittura: ) E e' si 
tolse la figliuola di Levi. Doveva dire piuttosto: e -fé* ritornai^. Dice R, Giuda di Zabina: (se 
cosi disse) egli é perchè le fece l'atto nuziale. La fé' sedere nel talamo, e Aronne e Maria 
demzavanle dinnanzi, e gli angioli del ministero (celeste) diceano: La madre di figliuoli 
(è) lieta (Salra. CXIII, 9, Talm. Sotah 12; Esod, Magn, Sez. I, Gap. I, 12) ». 

lin. 37. Lo spirito divino st fae sopra Maria oc. « Le savie fra le donne edificano la 
casa (Prov. XIV, L) », quale Jochebed che allevò tre santi, e tutti tre vennero fatti reggitori: 
i quali procacciarono^ Ifosé la manna, Aronne le nubi. Maria il pozzo ('); e tutti ire furono 
profeti. Onde si ritrae? Di Mosè e' fu detto: E e' non è surto più profeta in Israello a MosA 
simigliante (Deut XXXIV, 10)»; poi: < E Aronne tuo frate, sarà lo tuo profeta (Esod VII, 1)»; 
« E Maria la profetessa sirocchìa ad Aronne si pigliò il cimbalo in mano (Ibid, XV, 20) ». Dice 
R, Hona: quale profezia pronunziò ella? Disse al padre suo: dee mia madre partorire uno 
figlitelo il quale salverà Israello, Or poiché questo fu nato, tutta la casa si riempi di luce. 
Il padre si levò e la badò in capo ; figliuola , le d^sse , tua profezia s' è adempiuta . Come 
il gitiarono nel Nilo, si levò il padre , la picchiò in capo , dicendole : figliuola , dov* è tua 
profezia? Ma ella mantenea peranco sua profezia forte. Imperocché sta scritto: « E si stette 
la siroccbia ritta di lontano per avvertire ciò che di lui si farebbe»: Esod. II, 4. Midrash Mishlè 
al Cap, XIV, 1, e Talmud. Sotah \2, b, 

Pag. 3, lin. 5. Jochebed Inflrrarldò e partorì. Anche nel testo biblico vi ha la stessa 
successione rapida dei due verbi, dalla quale i rabbini questo deducono: «E ingravidò la donna e 
partorì (Esod. IL 2)». Si pareggia la gravidanza al parto, a indicare che in quella guisa 

» 

(i) Facoiamo fatica rana col matrimoDio, se i figUaoU ei vengono spenti, ooae dice più aperto T altra 
lezione. < 

(<] Tu vietando il procrearne, non apri loro la vita immortale. 
P) V. pag. 23. 
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che la gravidanza di lei fu senza doglie, cosi il parto fu senza doglie. Laonde s'argo- 
menta che le donne sante non furoìio comprese nella caria di Eva ( dove fu condannata 
al partorir con dolore ) ( Esod. Magn. 1. e. ) >. 

Un. 6-8. E nell' ora del naseimento di lai tntta la casa riempiasi di Ince •••••£ 
Tedato ch'ebbe la doitua suo nato^ bello • • • • Il testo dell'Esodo (l. e. ) dice parimente: «E 
videlo come era bello *; ma la voce che adopera è ilioò che suona buono e quindi per estensione 
bello, eh' è quanto a dire btiono d'aspetto. Ora su qui sta voce thob i dottori talmudici si diffondono 
in particolari, pigliandola per nome proprio, per aggettivo, dandone più sensi e ragioni ». Thob 
era proprio lo nome di lui , Rabbi Giuda dice : Tobia era 'l suo nome {*). R. Neera dice : 
(la madre lo vide ) atto a profetare, Aliri dice: e* nacque circonciso (•). / dottori dicono: 
nell'ora che nacque Mosè si riempi tutta quanta la casa di luce. Qui è scritto: € E videlo 
come era buono (v. sopra) >; e là (dove si parla della creazione della luce) dice: « E vide Iddio 
la luce come era buona ( Gen. I, 4 ). ( Esod, Magn, Sez. I; il, 2, Tulm. Sotah, 12) ». Dunque, 
intende dii-e il Talmudista, anche nel caso nostro si parla di luce. Argomento di uguaglianza 
( Gfiezerdh Shavdh ) che dalle forme uguali del linguaggio, deduce la uguaglianza delle cose. 
Argomento che applicato alle cose sarebbe logico e irreprensibile, ma volto in tal guisa soltanto 
alle parole è cosi debole che si deve supporre di neeessitù adoperato a sussidio della memoria 
anzi. he della ragione. V. Castelli, Leggende TcUmudicliC, Pisa, Nistri,- 1869, pag. 50. Noi reche- 
remo di preferenza un esempio di analogìa più evidente e ragionevole, citato dal Gaalmjn {De 
Vita et Morte Mosis (versione del presente) Parigi 1629 al primo libro delle note, pig. 189;), 
tratto da Plauto nell'Anfitrione, .dove parlandosi del nascimento di Ercole e' dice per V appunto: 

/Edes totae confulgebant quasi essent aureae: v. 1295. 

lin. 8-9 Tenaelo tre mesi nella sua camera da letto rimpiattato. In qaei dì tutti gli 
Egrlziani concepirono maligno disegno ec. Cosi pure T Esodo i. e. e i commentari talmudici . 
« E tennelo rimpiattato tre mesi » . Perocché gli Egiziani non contavano se non dal tempo 
che ( lo marito di lei ) V avea fatta ritornare, laddove ella era incinta da tre mesi innanzi ». 
E qui è da aggiungere la parafrasi del versetto di Jonatan: « E ingravidò la femmina e 
partorì imo figliuolo a capo di sei lune, e come V ebbe veduto atto a vivere, il tenne rim^ 
piallato tre lune, che compieano le nove ( per deludere gli Egiziani che non credeano il bimbo 
per anco nate)». «E noi potea più rimpiattare (Esod. 1. e.)». < Perché? Perché gli Egiziani si 
givano per tutte quante le case nelle quali immaginavano a'cuno bambino essere nato, e vi 
recavano un bambino egiziano, e questo faceano piagnere, a ciò che quello d'Israele uditane 
la voce, con lui piagnesse .... Esod, Magn, Sez. I, i. c'^Talmud. Sotah 1 2, a ». E così nel Cantico 
de' Cantici Magno If, 15: < Dice R, Chanén: le virtuose e pudiche figliuole d' Israele che 
facean elleì Toglieansi i figliuoli e rimpiattamnli nelle caverne. Ma li tristi Egiziani 
pigliavansi i loro propri fig'iuoli bambini, e faceanli intrare in casa gì' Israeliti, e si 
pungeanli eh' e* si daumno in pianto , Or lo baìnbino dello Israelita udito il grido del 
compagno che piagnea, piagnea con lui, talché coloro li pigliavano e giitavanli nel Ni7o ». 
È da riconoscere che la narrazione più antica è qui molto più verosimile, più semplice che non 
quella della nostra leggenda più moderna, dove il bambino rimpiattato il quale risponde alFaltro 
che balbetta, conforme l'uso di lui e la favella ( e alla lettera sarebbe: confórme la scrittura 



(') Che Mona: mio ft«iM ì Ja, 1* Eterno. 

(*) Lipòderm%é§, qui gkmdmn memhri habei nudam, 1! Téofra reputato fausto aufpirìo, per la rirth • la pietà 
del leoDato, o prÌTllegio, di cui ai dlseero dotati Adamo, Set, Enoch, Ni>è, Som, Tare, Giacobbe, Giasoppe, Mosè, 
Samuel, David, Isaia, Geremia ( Midnuh de' Salmi, Saira. IX. ▼. 6. ). 
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di lui ( !l ) e la favella, Estar. I, 22, III, 12, Vili, 9), si può appena spiegare, non scasare, 
coli* abuso della tarsìa di versi scritturali, che sommette il senso alia imitazione delia parola 
sino all'assurdo. 

lin. 24-27. E 11 Signore inviò per tutta la regione d'Egitto sì gran caldnra ec. E scese 
la figlinola dello Faraone a bagnarsi ec. La cronaca Sepher ha-Jcuhar ha qui il fatto descritto 
incin:a colle medesime parole. E già Jonatan a?ea parafrasato il versetto II, 5 dell* Esodo così: 
€ E lo verbo di Dio eccitò fistole infiammate e ardore di carni nella terra d' Egitto. Ora la 
figliuola dello Faraone scese a rifrigerarsi sul fiume, e le pulzelle di lei passeggiavano sulla 
riva del fiume^ e com' ella elhe veduto la cassetta in mezzo alle alghe, si inviò V ancella sua 
a pigliarla, e incontanente della fistola e dello ardore fanne risanata ». Altri particolari sul 
fatto materiali e morali si riscontrano nel Talmud, più o meno bene rannodati ai testo biblico . 
« E venne la figliuola dello Faraone a lavarsi sul Nilo (Esod. 1. e.)»; «a lavarsi delle sozzure 
della casa patema ( Esod. Magn. Sez. I, IL 5) ». Intende dire che coUatto meritorio delia sal- 
vazione di Mosò ella delle colpe de* suoi purifìcavasi . < Altri dottori dicono: la figliuola dello 
Faraone era colta della lebbra, epperò si levò a lavarsi; e coìne appena ebbe tocca la cesta, 
si panne risanata; e però ebbe di Afose cotanta pietate e di smisurato affretto amollo. « E le 
donzelle di lei se n* andavano ( Esod. 1, e. ) ». Codesf andarsene non suona altrimenti cìte 
morire (!). E dice parimente altrove: Ecco io vo a morire (') (Gen. XXV, 32)». €Le donzelle 
dissero a lei: madonna, secondo Vuso universale, come uno re di carne e sangue faccia 
alcuno decreto, quando pure lo intero mondo noi mantenga, bene il mantengono i figliuoli 
suoi e 1 faitnigliari; e tu trapassi tu lo decreto del padre tuoi Venne V angiolo Gabriele 
e quelle sbatacchiò a morte sul suolo. (Meghillah 13, a; Sotah 12, ò^». 

lin. 34-5. He io da ire a ohiamarti nna nutrice fra le Ebree! « Perchè, diss'egli 
Maria, appunto fra le Ebree? Era egli per avventura vietato a Mosè lo suggere del latte 
di donne straniere? Non alziamo noi lo insegnamento della Misna: < La figliuola d'Israele 
non allatti lo figliuolo della straniera (per non allevare uno idolatra: Talm. Habodah 
Zarah, 26, a. ), bensi la straniera allatti lo figliuolo della Israelita con licenza di lei » ? 
Perché dunque cosi disse? Perché avea fatto ire intomo Mosè da tutte le Egiziane a ciò 
che l'allattassero, e egli tutte quante aveale rigettate. E perchè aveale rigettate? Lo S. (b. l.) 
dicea: la bocca destinata con meco a favellare si saggerà egli obbietto impuro?.. .. Di colui 
destinato con meco a favellare, domani diranno egli le donne d' Egitto: costui che parla 
con Dio i' V ho allaUato (Esod. Magn. Sez. I; Gap li, 7. Talm. Sotah, 12 è) »? 

lin. 37-^, La madre riportollo alla figlinola dello Faraone alla qnale e' divenne 
figlinolo* « La figliuola dello Faraone abbracciaoalo, baciatalo e temalo caro come suo 
proprio figliuolo si fusse, né lasciavalo ire fktori del regale palagio . E tanto gli era bello 
che di vederlo tutta la gente s'aivea vaghezza, e chi vedealo non sapea staccarsene, e lo 
Faraone stesso albracciavaìo e baciavalo ( Esod. Magn. ibid. II, 10 )». É notabile qui la cor- 
rispondenza del Flavio col Midrash. «Quanto poi alla sua avvenenza non ci era uomo oosi 

(*) Si può egli credere che traducessero seriamente: m fi« cmdawxno tur un hrawio dd Nilo: morirano? Iche 
r esempio dorè a morire è espresso, valesse per dove è taeiato? No certo; egK adoperarano questi looyhi eomoni 
scolastici, in sussidio alla memoria. JVon a prova deUa comi, com'essi dissero ( Hisr a, Shahbai IX, 4 ), <r rioordemm 
dd'.a eo9a. Sono pur essi che pronunciarono la sentenza: La Scrittura «loa va fuori dai tue miuo littvralt maù Talmud, 
Shalìbat 63, a; Jébamot 11, a. E basti leggere Tlsaacide (Rascl ) loro fedele disoepolo, per rioonoaoere oIm la massima 
era professata non a parole , ma in fattL Del quale basti il dire che la critica moderna rieoaosoe in lui 11 maestro 
dei più rinomati commentatori. L'illustre Renan non sospetto di troppa pacsialità giQdaÌ<a, dice: « Rasehi et lea 
tosapbistes ftrent Nicolas de Lire; Nicolas de Lire Ak Luther: HiMoif LUtérmuf d* ia I.uno; T. XX Vii, p. 484. 
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materiale e insensato, che contemplato Mosò non ne fosse preso, e a molti avyenne nello 
scontrarsi che in lui faceran tra via portato nell* altrui hraccia, di volgere il passo indietro 
per rimirare il bambino, e dimenticato ciò perchò andavano, volonterosi fermarsi a guardarlo; 
conciofossechò la fimciullesca avvenenza eh* era in lui quanto grande altrettanto innocente 
traeva a se chi il mirava ( Antich. Qiud. Lib. IL Gap. IX, 6 ) >. £ cosi Filone , concorde 
nel sostanziale, benché con altri particolari. «Allora nato questo bambino, pareva che dallo 
aspetto promettesse non so che più dell* ordinario .... Aveva il re una sola diletta figliuola. 
Dicono eh* ella maritata d* assai non era ancora ingravidata, come che ne fosse sopra modo 
desiderosa, e massimamente del sesso più nobile, acciocché vi fosse chi succedesse nel 

fortunato seggio dell* avito regno » Veduto Mosò « comandò che glielo recassero ; e 

contemplatolo dal capo alle piante, e stupefatta della bellezza del viso e proporzione delle 
membra, tutta si sentì commuovere vedendolo piangere, destandosi in lei 1* affetto della 
materna pietà , non altrimenti che s* ella stessa lo avesse partorito > Finalmente la figliuola 
dello Faraone « lo fece suo figliuolo; essendosi già acanti con donnesca astuzia finta gravida, 
acciò che fosse tenuto noq adottivo, ma proprio suo »: Vita di Moisè scritta da Filone 
Ebreo in lingua greca e recata in Italiano da Griulio Ballino, Ancona 1861. 

Un. 38-9. E qvesta gP impose nome Mosè^ però che, disse, dall' acqne t'P ho tratto. 
€ Quindi tu impari il pregio di quei che operano caritate. Avvegnaché molti nomi Mosé 
si avesse, in tutta quanta la Legge altro nom£ non fugli assegnato, se non quello con cui 
lo chiamò Bilia figliuola dello Faraone, né lo S, (b. L) con altro nome chiamollo (Esod, 
Magn. 1. e. ) ». «E da ciò che gli accadde , a lui venne poscia questa denominazione, perchò 
fu gettato nel fiume, conciossiachò mo presso gli Egiziani vale acqua, e ises, chi n* é tratto. 
Composta adunque da amendue queste voci una sola appellazione, V impongono a lui ( Flavio 
1. e. ) ». Essendo ebraicamente il nome Mosò participio presente attivo, che suonerebbe colui 
che trae fuori dall'acqua, e non già colui eh' è tratto, stimiamo alquanto meglio raccogliere 
la origine egizia recata da Flavio. Venendo agli altri nomi attribuiti a Mosò, la Leggenda qui 
come nel resto, segue il Midrash Kabbot, o Pentaiet^o Magno e il Talmud, i quali per render 
onore ali* eroe delia narrazione biblica e del Giudaismo, andarono a cercare una serie di 
nomi d' altri uomini che la storia lasciandoli nella loro oscnritò, avea appena mentovati, per 
aggiungerli al nome di lui quasi ornamento. E gli attinsero ai Paralipomeni o Croniche; e 
andando incontro a tutte le obbiezioni che in nome della isterica verità si sarebbe potuto 
mover loro, già « Ralfbi Simone in nome di R, Qiosuè figliuolo di Levi {% e R, Chama 
padre di R. Hosakaiah in nome di Rao (*), dicono: il Libro delle Cronache non fU dato altri' 
menti che per essere allegoricamente interpretato (Levit. Magn. Sez. I, in princ.)». In fiitto 
questi nomi attribuiti a Mosò sono tratti dal v. 18 del Capo IV del L Paralipomeni; dove 
parlandosi di disc^identi della tribù di Giuda, si offrirebbe grò, come direbbero i giuristi, 
quistlone pregiudiziale, non potendosi essi applicare istoricamente al Legislatore che ognuno 
sa essere stato della tribù di Levi. La tradizione rabbinica volle dunque chiamare Mosò con 

(«) intore ed eroe d*ai tiaggio neiraltro mondo, di cai il trora il primo abbono nel Talmud, Babà Batrà 
10, 6, e eh'* uno di* pia antichi saggi di Dìtìb* Commedia; tradotto da noi noir Annuario deUa Sodotà italiana por 
gU stadi Orientati, Anno I, 1878, pag. 98 e segg. 

(«) Bob, o ii Dottore: fa detto ooaì per antonomasia Àbbà ia-BOtà, dottissimo rabbino, discepole di Babbi 
einda compilatMo deUa Uisna . £gU risse dal 170 al 240 deU*S. V. Sai suo nome di harBikà è diruta tra i dotti 
( V. Bob, M» JUb0ntbiid rar 04$okÌ9ku dtt Talmud, del dett HSMfelder, Lipsia 1871). V*ha chi lo crede derivato 
dal nome della patria Areka, atte deUa proTinda di Sosa, altri lo stima epiteto di quaUtà fidca, significando otto 
di statata, l'aatore citato lo spiega uomo grcmd». 
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nomi d* altri personaggi nei quali cercò significati applicabili alle virtù di lui e alle glorie di 
sua vita. Noi deplorando i mezzi adoperati ad un fine certamente lodevole, (ioicliè la interpe- 
trazione che si dovette dare a quel povero versetto de* Paralipomeni è qualche oosa, dì oltremodo 
strano, benchò ve ne siano altri e non pochi esempi, ci ristaremo a spiegare i nomi che 
vennero attribuiti a Mosè, nel senso in cui il Talmud gVinte^e. Gheber fu dunque interpetrato 
congiungimento, Jered discesa, Abizanoach padre dello abbandono, Abigador padre d*l 
riparo, Abissoco padre del ricovero, Scemaiah ben Netanèl ascoltato da Dio, figliuòlo da 
Dio donato. A Jecutiele che abbiamo lasciato per 1' ultimo è difficile assai dare una spiega- 
zione ragionevole e corrispondente a quanto dice la nostra Leggenda: € la madre il nomò 
Jecutiele perchè delle sue proprie mammelle avealo nutricato >• Un' altra spiegazione del 
Levilico Magno in principio, offrirebbe minori difficoltà, ivi si dice che fu chiamato 
Jecutiele « che rese i figliuoli ( d' Israele ) speranti nel padre loro che è ne* cieli » Traendo 
la voce Jecutiel da una radice qivvà sperare, si potrebbe supporre un nome jiqvah speranza, 
analogo a Tiqvah e nella forma di Jiphtach, nei composto Jequt, e tradurre Jecutiele la mia 
speranza (è) Dio, L'autore della nostra Leggenda deve avere, pensato alla radice janaq 
Buggere, lattare ; ma come ne abbia potuto comporre il nome Jecutiele con rispetto alle 
forme grammaticali, non si potrebbe agevolmente immaginare. È qui il luogo di dire che 
parlando il mentovato versetto de* Paralipomeni di Bitia figliuola di Faraone , i rabbini col 
solito sistema l'applicarono alla protettrice di Mosè, interpetrandone il nome come Bat jah, 
figliuola dello Etetno. V. Talmud, MeghUlah 13 a; Sanhedrin 19, b; Levit, Magno 1. e. 
Giuseppe invece la chiama con voce egizia TermuU: Antich, II, IX, V, 

Innanzi di cbiudere questa nota, intorno ai nomi attribuiti a Mosè, dobbiamo ricor- 
dare che quella serie che n'abbiamo citata, è entrata nella liturgia. In quella festa di origine 
moderna , che chiude la festa de' Tabemacoli, e solennizzando il termine della lettura ebdo- 
madaria del Pentateuco, viene appellata SimcìuU toràh, la letizia, o la festa della Lsgge, e 
si rannoda poi alla ricordanza della morte di Mosè descritta appunto negli ultimi versetti del 
volume sacro, si canta dagl'Israeliti del ^Ìto tedesco sera e mattina una specie di Salmo, 
parte del quale suona così « Si ragvnano gli angioli — l'uno insieme all'olirò e all' altro 
in faccia; — e dice l'uno all'altro: — chi è egli, qual è egli costui — il quale afferra il 
davante del irono ( di Dio ), — che gli distende sopra la propria nube (*) ? — Chi ascese 
in altoì —-> Chi ascese in allo? — Chi ascese in alto, — e fé discendere la virtute della 
fede (*)? — Mosè ascese in alto, — Netanel ascese in alto, — • Scemaiah ascese in alto, — 
e fé discendere la virtute della fede. — E poi a tre a tre, o a due e tre vengono nella stessa 
forma dei tre precedenti i nomi Abissoco, Abizanoach, e Gheber, Jecutiel e Tobia, Jered e 
Abigador . 

Pag. 4. lin. 15-6. Ora il faneinllo stende la raanoi e^ tratta di oapo allo re la eorooa, 
se la pone in capo. €Eivi sedeano i magi d'Egitto, i quali dissero: noi siamo impauriti 

(M Questo ò il 9 del XXYI di Giobbe, secondo la interpetraiione talmadica, la qoale lo applica a due 
leggeDde in cui si reggono gli angioli gelosi di Hosò ohe Torrebbero Unirlo, e egli s'afferra al trono di Dio, il quale 
per proteggerlo TaTTolge in una nnbe divina, o, come dico altroTe, nel soo manto. Una Tdta questo avviene quando 
Mosè sta per ricevere la Legge di Bio, l'altra quando sta per impetrare il perdono per lo peccato dei Vitello d' oro 
( V. U testo deUa nostra Leggenda, pag. 20, Un. 81] Talm. 5Aa6òal 88, hi Smtnk 6 o; EmA. Magn, XU , XXXII, 7 ). 

(*) Quest'è il seconde membretto del v. 22 del XXI, de' Prov. il qnale dice: < Atta ^Ukidé éé'fmii «mcm U 
•apUnU fitotndert ( abbassare) la /una détta fidmia (la forsa in che fidavano) >. Il Midratk MiMè qui allegorica- 
mente spiega: la oìKccuf* défovii è 11 cielo, ti aapi^nu è Mosè, il quale fé' scendere sulla terra la Iieggu divina, che ò 
U virmt dèlia fed^, come ropra abbiamo tradotto. Y. Levit, Magtu Sex. XXXI ; Gap. XXiY, 2. 
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di costui il quale ti ioglie la corona e se la mette in capo; non sia forse quegli che noi pre* 
diciamo averti a togliere lo regno. Taluni di quelli proponeano d'ucciderlo, taluni di 
brugiarlo. Ma sedea fra loro Jetro, il quale a lui (allo Faraone) disse: codesto fanciullo 
non ha in se conoscimento. Pure fatene sperienza; recategli dinnanzi in un^ piatto una 
moneta d'oro e una bragia. S* e' stende la mano alla moneta^ bene ha conoscimento e 
uccidetelo; ma se alla bragia e* stende la mano, conoscimento e' non ha e non è però 
reo di morte. Incontanente gli recarono (quegli obbietti) dinnanzi, e già é'porgea la mano 
per dare di piglio nella moneta; ma venne Gabriele e gli spinse la mano si che pigliò la 
bragia, e la mano colla bragia s'introdusse in bocca, tale che gli si scottò la lingua, e fu 
fatto però tardo di bocca e di favella ( Esod. Magn. Sez. I; U, 10 ) ». 

Giuseppe narra che Termuti la figliuola dello Faraone non avendo prole dichiarò al 
padre voler adottare Mosò per figliuolo e di farlo poi erede del regno. « Cosi dicendo dà in 
mano al padre il fanciullo. Ricevutolo egli, e strettolo al petto per amor della figlia grazio- 
samente gli pone in capo il Diadema. Ma Mosò lo getta in terra, facendolo quasi per &in- 
ciullesco trastullo andar voltoloni sul suolo, e ' co' pie gli va sopra, il che parve un augurio 
infelice pel regno. Veduto ciò quello stesso che prolisse la nascita di lui dover essere di 

abbassamento all'impero egiziano spinse il re ad ucciderlo. ». Termuti lo toglie dinnanzi 

al re, il quale non sa determinarsi ali* atto crudele, e per tal moJo il bambino è salvo 
(Antich. n, IX, VI. ). 

Il Fiore d'Italia antico testo di Imgua (^), il quale alla narrazione delle origini 
italiche fa precedere un compendio di Storia Sacra tolto in parte dalla Bibbia e da Giuseppe, 
ma in parte da fonti ignote e probabilmente del medio evo, narra cosi: « Anche egli, lo re, 
veduto la sua bellezza, arrecosselo in collo e poseli la corona in capo, nella quale corona era 
la immagine del Dio Ammone, la quale a brava. E lo fanciullo prese la corona e gittoUa in 
terra e ruppela ». £ qui è il sacerdote del tempio del Sole che scandalezzato dell' oltraggio 
fatto alla immagine , vuole uccidere Mosè colle sue mani .< Ma lo re non lo lasciò, e da 
persuasione d'uno savio, lo quale scusava lo fanciullo che per ignoranzia e non per malizia 
r avea Mto, lo re fece venire carboni di fuoco ; e come Io fantino li vide, ne prese uno a 
miseselo in bocca ed in tal modo si guastò la bocca e la punta della lingua, che sempremai 
poi, secondo che dicon li ebrei, ebbe la lingua impedita (Rubrìca II in fine, pag. 21-2)». 

Qui volgendoci a popoli ben diversi e ad ordine ben disforme di considerazioni, 
vedremo ad un tratto codesto sperimento della coscienza in&ntilo, venire posto tra le primitive 
formale giuridiche. Il compianto e illustre Michelet nella sua dotta e poetica opera: Origines 
du Droit Frangais cherchées dans les symboles et formules du droit universel, parlando nel 
primo libro, della famìglia, esposti i segni dai quali, secondo i costumi vari de' popoli, si 
giudicava della forza vitale, soggiunge: « Au signe de la viabilité je rattacherai celui qui 
determine l'Àge du discernement . Selon une tradition populaire, on éprouve les en&nts au 
dessous de sept ans de la manière salvante : on place devant eux une pomme et un pièce 
d' argent ; s' ils prennent la pomme ils sont réputés sans discernement et non responsables de 
leurs actions. Grimm, Rechi 's Alterthumer 411. Les rabbins disent que pour éprouver 
Moise enfant, on lui presenta du fer et de l' or (!) ». Il Michelet corregge in nota : < Du feu 
et une perle , selon 1* auteur de l' ancienne vie de Moise en trente six parties ». Ci duole non 
avere notizia di codesta vita di Mosò, che avremmo volentieri consultata. Di perle le leggende 
ebraiche non parlano, si di foco e di gemme. 

(•) Bidotto a miglior laiioM e corredato di note da Luigi Muid — Bologna nel Seeolo XIX. 
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Una imitazione di questa prova del disoernimento nascente, abbiamo letto testò in 
una leggenda serba riportata dal bravo amico aostro russo, prof Wesselofsky. Un imperatore 
avvenutosi in un cranio, lo calpesta, e il cranio querelandosene forte, lo minaccia. L'imperatore 
riduce il cranio in polvere, la quale mette in una carta e la carta in un armadio. La maggiore 
figlinola dell'imperatore piglia le chiavi dell' armadio, l'apre, e ritrovata la carta, bagna il dito 
nella lìngua e l'immerge in quella polvere, e poi ripie^ta diligentemente la carta, la rimette 
al suo luogo. Costei, quantunque vergine ingravida e dà alla luce un bambino, il che ella al 
cranio attribuisce . Il bambino un dì piglia per la barba V imperatore ; ed anco a lui per speri- 
mentare se l'abbia fatto a bella posta, si pone davanti un bacino di carboni ardenti e uno di 
ducati. Ei dà mano ai ducati. Il monarci\ ricorda trepidando le minacce del cranio, e per 
allontanare il pericolo, mandÀ il giovanetto a errare sulla terra, finché non incontri dite male 
cose accanto, E questo ritrova in fatto una serpe sulle spine, e a quel punto s'arresta. 
Frattanto era sorta nello stesso luogo yna muraglia, che diviene poi la città di Costantinopoli, 
della quale il giovane, dopo avere fatto balzare l' avo dal trono, diviene imperatore. Maxmann, 
Kaisercronik pag. 870, 1; l'effemeride Romania, Aprile 1877, pag. 177 e segg. 

lin. 35>6. Ora lo re tenne eo' consiglieri suoi oonslgllo. « Dice R, Chija, dice 
Rab: e' furono tre in quel consiglio: Baìaamo, Giobbe, Jetro, BaJtaamo che consigliò (lo 
eccidio degli Ebrei) venne poi ucciso ( Gios. XlII, 22 ), Giobbe che tacque fU conienncUo a 
tribolazioni, Jetro che si fuggi (a differenza della nostra Leggenda nella quale distoglie corag- 
giosamente il re dall'offendere il popolo d'Israele) s'ebbe i figliuoli de" figliuoli degni di sedere 
nell'aula marmorea ( del Maggiore Sinedrio), secondo eh' e' fU dettola E egli erano famiglie 
di scribi sedenti in Jahbez (*), i Tiratoi, i Scimatei, i Sucatei, i quali erano Chinei (*).... 
(I Paralip. II, 55 ) > (Esod. Magn. Sez. I; I, 10; Talm. Sotah, 11 a; Sanhedrin 106, a)>. Nel 
citato Libro del retto, il consiglio d'imporre alle raccoglitrici ebree lo eccidio de* maschi 
viene attribuito a Giobbe. Lo chiama uno eunuco de* consiglieri del re di nome Giobbe di 
Mesopotamia, della terra di Hns (pag. 127 b). Questo particolare della patri i corrisponde 
a quanto si dice del Giobbe biblico. Ma il feroce consiglio non corrisponde certo alle virtù 
che a Giobbe s'attribuiscono. Sarebb' egli licenza di poeta, o lezione errata di manoscritti? 

Pag. 5. lin. 1. Giacobbe patriarca di costoro ingannò Esail sno frate ecc. Geo. XXV 
29-34; XXVII, 1-30; — lin. 2-3. poi si rifuggì a Labano. Ibid. XXIX 13 e segg.; XXX 
25-43, XXXI, 17-21. — • lin. 4-5. Isacco loro patriarca peregrinando in Gerar fé inciam- 
pare la gente ecc. Ibid. XX VL 6-11. Qui pare confuso il fatto d' zVbramo con quello d'Isacco, 
perchò in questo secondo caso inciampo proprio non v* ebbe, giivcchò il principe del luogo 
s'avvide tosto Rebecca essere moglie ad Isacco, e vietò sotto pena di morte che alcuno 
toccasse lei o il marito; laddove Sara moglie di Abramo detta da lui sorella, fu presa in 
casa del principe. Ibid. XH, 10-20. — lin. 6-7. Né altrimenti adoprarono i figlinoli 41 Giacobbe 
con 8ichem e Hemor ecc. Ibid. XXXIV. — lin. 4-5. lo che accadde allo Faraene per avere 
tolto ad Abramo Sara. Ibid. XII, 18. — lin. 16. che accadde alli quattro re. XIV, 14-15. — 
lin. 17. che accadde a Labano. Ibid. XXXI, 24. 

lin. 23-4. Gli venne vaghezza di rivedere l'ano e l'altro sno parente e ne eonsiderò 
le gravezze. € Che significa egli considerò? Significa che quelle gravezze considerava lacri- 
mando, E dicecu ahi me per voi infelice! Mi fosse pur dato per voi morire! Comechè invero più 

(*) JakbeM, 0itt& della tribù di Giada, dorè, secondo le tradizioni rabbiniche, erano icuole • tribunali rinomati. 
{*) I Cbinei erano discendenti di Jetro suocero di Mosò, come ricorda U libro de*Giad. IV, U, parlando del 
Cbineo «arito di quella fiera Oiaele ohe nccite Sisara capitano de'Caaaaei. 
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«jpro lavoro che quello delV argilla non riiroveresH, eppure egli vi dava di spalla, e venia 
in eoocoreo a ognuno de' suoi. R, Elie ter di Jossè galileo dice: considerava la soma del 
maggiore addosso al minore^ e quella del minore addosso ed maggiore; quella femminile 
addosso all'uomo e la virile addosso alla donna; quella senile addossò al giovane, e la 
giovanile addosso al vecchio {^), e quindi lasciava la sua propria famiglia e riordinava a' suoi 
le gravezze loro, adoperando come se giovasse lo Faraone. Lo S. (b. l.) disse (a Mosè ): 
tu hai lasciato le tue faccende e sei ito a vedere il travaglio degl'Israeliti, e con loro ti 
sei condotto a modo di fratello. Io lascio le superne e le infeme cose, e favellerò con 

(eco Altra sentenzia. Considerò le loro grayezKe^ vide cioè ch'ei 

non avevano alcuno riposo. Si recò allo Faraoìie e gli disse: chi ha uno servo, se non lo 
lascia riposare uno di la settimana gli muore; e questi servi tuoi, se tu non li lasci 
riposare nemmeno uno di la settimana egli muoiono. Va, risposegli, e fa loro come tu dici. 
Uose andò e ordinò a' suoi lo di del Sabato per riposare {Esod. Magn. Sez. I; I, 11; e 
lo Sepher ha-Jashar pag. 133. )». Quest'ultima parte appare essere esposta per apologia d«l 
Sabato, dimostrandone anco la necessità dal lato igienico, riconosciuta pure dai nemici d* Israele 
e della Legge, com'era lo Faraone. Che del resto non è probabile che costui che avea fatto 
fermo proposito di distruggere per 1* eccesso delia fatica, quella odiata gente, volesse poi fare 
di simili concessioni. Lo Sepher horJashar in questa narrazione mira evidentemente a glorificare 
Mosè, dimostrandone T autorità anche sopra lo Faraone. 

Un. 27-8. E e^stni gli disse: messere^ questo Egiziano mi renne in casa la notte ecc. 
Cosi il fatto è narrato n^XEsod. Magn. \. e: € Dissero i nostri dottori: e' v'erano soprastaìiti 
egiziani e commessari d'Israele. Uno soprastante era diputato sopra dieci commessari, e uno 
eommessario sopra dieci d'Israele. E li soprastanti givano a casa li commessari con fretta 
mattutina, per farli venir fuori al lavoro col cantar del gallo: Uno soprastante egiziano si 
recò una volta presso uno eommessario israelita, e pose gli occhi sulla donna di lui, la 
quale era di perfetta bellezza. E' vi si trattenne insino alVora del cantare del gallo, e fatto 
ire l'altro /\u>ri di sua dimora, l'Egiziano riiomovvi, e usò colla donna di lui, la quale 
tenne costui suo marito fusse, e ne rimase incinta. Ritornato il marito, come s' avvenne 
nello Egiziano che gli uscia di casa, si a lei chiese: fha egli forse tocca? Bene si, rispos'ella^ 
e io tenea fossi tu. Poiché lo soprastante conobbe, l'altro di lui essersi accorto, alla piò 
dura servitute ritomollo, e percotendolo tentava finirlo . Mosè guardava colui fiso, e per 
virtù di spirito santo, vide ciò che in casa avea falio^ e ciò che in campagna stava per 
fare. Cerio, disse, costui è reo di morte, secondo che sia scritto: e. Chi batte uno uomo 
(a morte) sarà fatto morire ( Levit. XXIV, 21 ) ». Egli ha inoltre usato colla donna altrui; 
si che anco secondo loro legge (•), è reo di ynorte; e, com' è detto: < Saranno fatti morire 
l'adultero e l'adultera (Levit. XX, 10)» Si dottori nostri dicono: vide 

(I) LmcU intendere ohe 1a tirannide esi2iann fer dispetto Imponeia le gravezze al roresdo del giusto , come 
dice VEiodo MagnOf Sez. I, ipiegando il t. 14 del Gap. I del libro . 

(*) Secondo ona prima lezione direbbe: e ShMà hai idd »hel Datan • e&« fta ( inoUre ) utato eoUa dùnna di 
I>a(anii. Da^an fa insieme ad Abiron nella ribelliono di Corah, e ingoiato anch'esso dalla terra ( Nnm. XV|). Come 
nini ano di coloro che hanno carattere così manifesto di ribelli, sarebbe posto qui come vittima e paziente? Laonde 
abbiamo preferita Taltra lezione €»hdedatan» ek§ {anco) ideando loro legge, cioè, secondo la legge degli Egiziani, 
l'adulterio è delitto (Y. 1 Commenti Jecfó Mothè e MoUenot Kehunah sul brano che qui abbiamo tradotto). Ma si 
potrebbe ragionevolmente obbiettare: se il Midrath Intende invocare U legge degli Egiziani, perchè cita quella di 
Mosè? Può darsi che trattandosi di legge naturale con coi la positiva concorda, abbia stimato opportuno il citarla . 
Ma non si potrebbe avere eertezza poi che non v'abbia errore di lesione. 

SciifiMi Noolog. T. XVIL <3 
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( Mosè) non vi essere pranza che uotnini giusti da colui o da sìml sementa, tino al fine 
de' secoli, avessero a discendere. Come ciò ebb' egli veduto, si si consigliò cogU angioli , 
dicendo loro: è egli costui reo di morte f Ben si, risposer elli. Egli è quanto sia scritta: 
€ E vide come non v*era alcuno ( Esod. II, 12 ) >; alcuno che argomento di difésa per lui 
allegasse, «E percosse (a morte) lo Egiziano (ibid. )>• Come l' uccise f R. Bhiatar dice: 
l'uccise con un pugno , Vìia chi afferma avere {Mosè ) piglialo la pala dell'argilla, colla 
quale gli trasse fuori il cervello; ma i dottori dicono: profferì contro colui lo Nome inef" 
fabile e V ebbe morto » . 

Filone concorda colla leggenda precedente, anche neU* esporre che lo Egiziano ucdflo 
era «tra i preposti > agi* Israeliti, e di quelli < duri più del ferro e del diamante (pag. 13)», 
Giuseppe, secondo la versione dell' Angiolini, mentoverebbe il fìitto senza narrarlo (II, XI, 1 ), 
ma, secondo TAvercampio, non ne fa parola. 

lin. 35-6. Yide dao Ebrei rissarq^ 4C Egli erano Datan e Abiron, e li chiama 
rissosi (*) pei loro falli seguenti, Son egli che dissero quella parola (*); son elli che lascine 
rono avanzare alquanto della Manna (^); son elli che dissero: <t poniamo un capo e ritor- 
niamo in Egitto > : e' son elli che presso al Jitare rosso si ribellarono (^) » . < Dopo 

sei mesi lo S, ( b. l, ) a Mosè in Madian s'era rivelato e dettogli: parti e ritoma in Egitto. 
Arrivato Mosè da Madian e Aronne da Egitto, in loro s' incontrarono i commessari de' 

figliuoli d'Israele, come egli usciano d* innanMi allo Faraone Datan e Abiron 

erano con quelli, i qtmli incominciarono gittare in faccia a Mosè ed Aronne ingiurie e 
vituperi ( Esod, Magn, Sez, V; V, 20 ) » . 

Nel testo della Scrittura non sono nominati gli autori dei fatti precedenti, i quali ai 
attribuiscono al popolo in generale, o ad alcuni uomini. Ma le leggende rabbiniche li danno a 
Datan e Abiron, perchè ò loro consuetudine e massima il raccogliere sul capo d* un personale 
rappresentante il carattere, o T idea d* un vizio o d* una virtù, tutti o molti fatti d* autora 
ignoto corrìspondente all'uno o all'aitila, senza considerazioni di tempi o di luoghi. Datan e 
Abiron, come già notammo, si ribellarono a Mosò insieme a Corah, e la loro ribellione fu 
delle più segnalate. Ecco che più altri simili atti narrati nel Pentateuco vengono loro senz'al- 
tro attribuiti. € E chi erano egli (li due Ebrei rissanti)? Datan e Abiron. E perchè (questo 
s' afferma)? Per la massvna: agli empi attribuisci quanto (di empio) tu puoi loro attribuire 
(Jalqut sul versetto 12. del Cap. II. dell'Esodo, che cita il Midrash Abkir) ». La quale sentenza 
equivale all'adagio francese: < On ne prète qu' aux riohes ». Così ad esempio, Balaamo nel 
racconto biblico è celebre indovino, il quale viene invitato con istanza da un re di Moab, che 
per ragione delle arti sue l'aveva in gran pregio, a venire da lui per proffexnre scongiuri 
contro Israele. Balaamo va, ma poi, vinto da inspirazione prepotente, in luogo di maiadire 
quel popolo temuto dal re, lo benedice. A lui viene pure nella Bibbia attribuito il consiglio 
dato al re di sedurre col Icnocinio de' sensi Israele per fiaccarlo (Num. XXXI, 16). Or ecco 
vedemmo la nostra Leggenda (pag. 5, lin. 10-11) aggravarlo dell'altro consiglio dato allo Faraone 
d'Egitto di fare colle vessazioni lenta strage di quel popolo, e poi (pag. 6, lin. 33-4) della 

(*) Il tetto biblico Esod. II, 13, ha Teramente on aggettivo, ri$§09i o rÌ9$anH e il Terbo deirjaffermaiioiM 
Bottinteio come d'ordinario. 

(*) Forse la risposta che diede a Mosò il più Tiolento: e Chi t' ha petto a pnneipt o giwUm a^pru di noi? ecc., 
OTTero i'aoeaaa che, secondo narra altrore il MidrculK^ mossero Datan e Abiron al Faraone contro Mosè d^arere acciio 
l'Egiziano. 

(*) LaddoTe era Tietato, eccetto il di precedente il Sabato. 

(«) Nnm. XIT, 4; Esod. XIT, lO-l 2; Salm, CTI, 7, Tklm. Pmaéhim 119 h, Èeraéhin 16, e MtdUUà, Esod. XIY.SO. 
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paternità di Janes e Mambres, i più rinomati magi del tempo e del luogo. E oosì in altri 
caà parecchi. 

Ora il Mìdrcuth. prosegue il suo racconto con qualche lieve particolare disforme dalla 
nostra Leggenda. < E lo Faraone udì ( Ibid. IL 15)>, Piperò che s'erano levaii Datan e 
Ahiron e a lui Mosè aveano accusato > . E cercò di uccìdere Mosè ( ibid. ) r> . Lo JFaraone 
avea mandato a pigliare ed aveano recaio una spada incomparabile; e e' con quella 
gliene die sul collo dieci fiate . Ma il collo di Mosè si fé* simigliante a colonna eburnea, a 
ia!e che quella punto non l' offese, secondo che fu detto : < Lo tuo collo è come terre 
eburnea ( Cant. VII, 5 (*))».« E fuggi Mosè dinnanzi allo Faraone ( ibid. ) ». < Com' è egli 
possibile che uomo di carne e sangue (solo) innanzi a uno (intero) regno possa fuggirsi? 
Ma nel momento che Mosè aveano catto ^ e già V aveano dannaio nel capo, uno angiolo 
scendea giij^ dal delo , e a coloro in sembianti di Mosé si effigiava; e pigliavano l'angiolo 
e Mosè si fUggìa . Dice R, Giosuè di Levi: tutti li consiglieri già sedenti in presenza 
allo Faraone, fecer si taluni mutoli, taluni sordi, taluni ciechi. E quei (lo Faraone) 
dicea olii mutoli: dov'è egli Mosè? E elli non f accano motto; a' sordi e non udiano, a' ciechi 
e non vedeano. Egli è appunto ciò che lo S. (b. l.) disse a Mosè: «Chi ha egli posto 
neir uomo la bocca ( Esod. IV, 11)»? < Chi ha egli posto la bocca nello Faraone il quale 
di sua bocca avea detto : traete Mosè al palco a guastare »? « chi rende mutolo {ibid.) »? 
« Chi ha egli resi mutoliy sordi e ciechi li vicari che non vi ti trassero? E chi ha egli fatto 
te medesimo cosi avveduto da fuggire:^? « Non sono forse io, lo Eterno (ibid. ) »? ì: Non 
sono -forse io lo Etemo che colà era con esso teco , e oggi pure a te rimango » / 

Pag. 6, lln. 17-8. Ora era rimasto Aroane solo dentro Egitto a profetare e al flgliaoli 
d'Israello così fayellaYa ecc. ecc. Nello squarcio d'Ezechiello qai riportato e nei versetti 
precedenti Iddio narra essersi fatto conoscere agV Israeliti in Egitto, ed avere loro giurato 
( alzato la mano ) che da quella schiavitù li francherebbe, ma averli ad un tempo ammoniti a 
non contaminarsi cogVidoli di quella terra, e invano; a tal die egli stava per isfo^are su loro 
la sua collera; ma perchò non fosse profanalo il nome suo tra le genti, cioè non fosse dispre- 
giato per avere eletto popolo cosi infedele, e' si rattenne. Ora i rabbini per ispiegare il fatto 
esposto dal profeta, ammettono esservi stati allora fra gl'Ismeliti alcuni idolatri i quali, 
secondochè narra la nostra Leggenda (pag. 12, lin. 29-32), perirono poscia nei tre di della 
tenebra. E la indicata ammonizione attribuiscono poi non a Mosè, allora probabilmente assente 
dall'Egitto, ma ad Aronne. Ved. l'Isaacide e il Kimchi a quel capo d'Ezechiello, e lo Sepher 
ha-Jashar, il quale anche qui è al nostro testo letteralmente conforme. 

lin. 22. Ma ricordò lo patto d' Abramo. Salm. CVI, 45. — lin. 25. Inviò la sna pa- 
rola e vhitolli. Salm. OVII, 20. 

lin. 25-8. E tosto che Balaam si fa avveduto suo consiglio non essere stato 

segntto d'Egitto partissi. Secondo lo Sepher ha-Jashar (pag. 132 b, 133 a), essendo 

stato informato Mosè del partito crudele che Balaamo consigliava contro il suo popolo, s'accese 
di tale collera contro di lui, che deliberò di toglierlo senz'altro di vita. E poiché fu detto a 
Balliamo: il figliuolo di Bitia tenta di ucciderti, quegli atterrito se ne fuggi. 

lin. 28-9. Janes e Mambres. Di questi due personaggi abbiamo veduto menzione nella 

» 

if) Nel senso Utterale della Cantica è ana delle lodi che l'amante fa all'amata, di suo belleue, paragonandone 
il collo per lo candore àiraTorio. Ma con una di quelle Intorpetrazioni anagogiche^ nella Cantica tanto osate e abasate, 
Boi caso presente si applica a Mosè. Tedine esempi simili nel Oanaonitf Scuro di Oiuda LevUot da noi tradotto e 
mostrato, Pisa NUtri 1871, pag. 47, Nota 1. 
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parafrasi caldaica citata a pag. 86, lin. 32-3, e ìtì alla nota 2. Coli eglino come i loro libri 

furono in tutta l'antichità rinomati per lo insegnamento della magìa, ed a conferma, la tradì* 
zione rabbinica fia loro figliuoli di Balaamo per lo stesso titolo famoso. Al XXO, 22 dei Numeri 
dove il testo originale dice che Balaamo in viaggio per recarsi dal re di Moab che Vwek 
chiamato a se, € cavalcava sulla tua asina e i due suoi giovani con seco ^^j Jonatan aggiunga 
€ e i due suoi giovani Janis e Jamnis ( sic ). Egli intende qui suoi giovani probabilmente 
per discepoli. Neil* Esodo VII, 11 dove il testo dice che € li magi d^ Egitto fecero anch' elli 
colle loro incantagioni cosi ( come Aronne ) », spiega parimente: < e que' Janis e Zimbere», 
maestri i quali erano in Egitto, fecero separatamente, colle loro incantagioni divinatrid, 
cosip. Nel Talmud Menachot 85 a (riportato dal Lessico Cald. Talmud, e Rabbia, del Bux* 
torfio alle voci Jochanna et Mamre si racconta: « Dissero Jochanna e Mamre a Masi: fieno 
fai tu intrare ad Aphraim (*)/ Ei rispose loro: dice la gente: nel paese della verdura in 
arreca verzura ». Qui riscontriamo un* alterazione ne' nomi de' personaggi, ma insieme oii 
argomento di più della diffusione e della fermezza di quella credenza che li poneva tra i magi 
d'Egitto. Così il Midrash Tanchttynd, Ki Tissà Sez. 19, Esod. XXXII, 1: «E vide il popolo 
come indugiava Mosè ». < Erano trascorse sei ore (*); intrarono i quaranta mila eh' erano 
saliti (d'Egitto) con Israele e i due magi d'Egitto con esso loro, nomati Jonos e lombe- 
ros, i quali solevano operare innanzi a Faraone tutte quelle cotali stregonerie ecc. La forma 
adottata dal Talmud ha fatto supporre a uno scrittore di storia letteraria ebraica del prin- 
cipio del XVI Secolo, lo Jachia che scrisse la Zalzelet ha-Qabbalàh, Catena della Tradi- 
zione (13, 2), che la forma prima de' due nomi fosse Gioanni e Ambrogio. Ma Paolo nella 
Seconda Epistola a Timoteo, III, 8, li cita altrimenti, e più conforme al Caldaico: «Quemadmo- 
dum autem Jannes et Mambres restiterunt Morsi: ita et hi resistunt veritati ecc.» Il Cristia- 
nesimo accolse adunque la tradizione dei due magi quale venne dal Giudaismo. Ma anche 
Paganesimo non ne tacque. Plinio nel principio del XXX libro della sua Enciclopedia che si 
chiama Istoria naturale, scrive: e Est et alia magices factio a Mosò et Jamne et Jochabele 
Judaeis pendens ». Veggiamo qui confusamente mescolati e considerati come fondatori d' una 
tetta di magi , uno de' due flnquì mentovati , il loro grande avversario , Mosè , e anche per 
avventura la madre di lui Jochebed o Jocabed al cui nome somiglia tanto quello 'recato da 
Plinio, che Bocharto fu indotto ad ammetterlo identico. Ved. Fabrìcius, Codex Pseudepigraphus 
Yet, Testam., Voi. L pag. 813. I libri dei due egiziani vengono annoverati fra gli apocrifi che 
l'antichità ci aveva lasciati, ma ci ha rapito il tempo. 

Eusebio nelle Preparazioni Evangeliche al lib. IX, reca la sentenza del pitagorico 
Numenio il quale dice: «Jannes e Jambres scrittori dello cose sacre d'Egitto, nel tempo in 
cui i Giudei ne vennero cacciati, divennero celebri; personaggi por giudioio di tutti nella scienza 
della magfa a niuno so'^.ondi. Ambo i qua^.i, con comune consenso degli Egiziani, eletti per far 
fronte a quel Museo ( Mosò ) duce de' Giudei le cui orazioni erano appo Dio efScacissime , le 
gravissime calamità da Museo portate in Egitto poterono alla vista di tutti riparare a 
dissipare ». Si vede qui che il Pitagorico il quale aveva attinto probabilmente le sue notizie 

(^ Aphraim a^bondara di fieno, talché la interroe^aziooe è prorerbiale, • larabba eomt diro: raehi ta Taaia 
Sano? Cioè rechi tu miracoli in Egitto che è il paese de*miracoli? Egli risponde loro eoa un alti-o proTerbio che dlee: 
doT** abbondaasa d'una cosa e ivi eonvien portarne, perchè tatti ìtì la cercano. 

(*) 11 fatto aTTiene nei momenti che precedono la fusione del Titello d*oro. Questo spaiio di sei ore TieM 
dedotte dal rocabolo che significa indugiava per on bisticcio, come spesso: J^et^A, mdugimw^; Ba •h^h, «mmm U m», 
la tuta era . 
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in Egitto, trovò che ivi l'oi^oglio patri» aveva aiterato i &tti e mutati i vinti in vincitori, a 
008Ì «sponeva le cose come l'aveva raccolte. Per venire poi al fine di costoro, recheremo on 
brano della Leggenda antica che vale come interpretazione al Cantico di Mosò, la quale inco- 
minciando appunto ^al versetto 30 del XIV dell' £sodo : < E salvò lo Eterno Israele ecc. » da 
quella prima voce^.<e salvò > prende il nome ^ Midrash vajjoshdh > Leggenda e salvòik, e alla 
quale abbiamo attinto anche nei nostro testo. Ecco il brano: < Soffiasti col tuo alito, il mare li 
coverse ( Esod. XV, 10 ) ». Affermarono li dottori: in su quel punto che gli Egiziani prò- 
fondavano in mare^ e* v^ era fra loro due stregoni per nome Jochani e Mamre, i queUi si 
dissero allo Faraone: se costoro e* si stanno in mano dello S. (b. l.), noi con esso lui non 
ce ne possiamo. Ma se in mano degli angioli, noi possiamo precipitarli. Egli operarono 
incontanente loro stregonerie, e quegli altri fecero ire giù in mare. Allora gli angioli prof'' 
ferirono quel de" Salmi: « Salvami, o Signore, però che le acque e' mi sono giunte sino al 
respiro ( LXIX, 2 ) ». Allora tu ( o Dio ), col tuo verbo coloro profondasti nelle onde terri^ 
bili. Laonde e' fu detto: «Soffiasti col tuo alito, il mare li coverse, affondarono come. piombo 
nelle onde terribili (ibid) ». Secondo la leggenda e' sarebbero dunque periti nel mar rosso cogli altri 
Egiziani. Anche gli Scrittori arabi di cose egizie hanno tradizione dei due magi, e un tempo , 
secondo qualche cronista, se no additava in Egitto il sepolcro. Ved. Winer» Biblisches Real- 
ìcdrterbuch, art. Jambres. 

lin. 29-30. À qnei d\ fra gli Etiopi e gli Orientali era guerra ecc. eco. Questo ò 
forse e senza forse il punto più importante della Leggenda nostra, in quanto che espone un 
&tto di colore non punto fantastico nò sopranaturale, ma anzi di semplicità isterica, non citato 
nella Bibbia nò nel Talmud . Ma bisogna notare anzi tutto che la Bibbia ad uno episodio del 
fatto allude e abbastanza spiccatamente. Al Capo XH, 1 dei Numeri è detto: < E sparlò Maria 
e Aronne di Mosè per cagione della femmina etiope che s" era tolto; però che e" s* era tolto 
una donna etiope ». Codesta seconda parte del versetto richiama V attenzione del lettore , quasi 
dicesse: però che il fatto che era stato subbietto alla maldicenza, sussisteva daddovero. E la 
parafrasi di Jonatan allude al fatto narrato nella nostra Leggenda, più manifesto: « E profferi- 
rono Maria e Aronne contro Mosè sconce parole, in rispetto al fatto della femmina etiope 
che gli Etiopi aveano fatto disposare a Mosè, allorché egli si ^ggla cTinncf^zi allo Faraone, 
la quale egli avea poi allontanata. Però che gli aveano fatto menare in moglie la regina 
d'Etiopia, e da lei s'era allontanato (^)». Qui il fatto é espresso conforme del tutto al 
nostro testo ( pag. 7 in fine ). Abbiamo tutto il racconto ripetuto con varianti di forma nella 
collezione delle interpetrazioni allegoriche antiche chiamata Jalqut Shimhonì, letteralmente Bi- 
saccia di Simeone, dall'autore Simeone Qara da Francoforte, detto per antonomasia ha-Darshan 
t7 predicatore^ vissuto nel secolo XIV. Quivi la guerra è fatta dagli Etiopi contro gli orientali 
• quei della Mesopotamia ( Aram ) i quali contro al Re d'Etiopia s* erano ribellati. E lo stesso 
è dello Sepher ha-Jashar. 

Giuseppe Flavio ha un racconto talmente analogo che nasce tosto il pensiero sia 
identico, e alterato dalle Leggende, ma le differenze pure sono tali da suscitare alquanti dubbi. 

(*) Non lenza maraTiglia abbiamo latto nella Sacra Bibbia di Venc«^ glosta la quinta ed Iz. del slflr. Draeh ec 
corredata di naore illnstrazioni ermcneuticbe e iciontiflche , per cara del Prof. Bartolommeo Catena ec. Milano Stel- 
la, 1832, Voi. n. del Testo, pag. 203, queste parole: > Questa opinione ( che Mosè abbia avnto moglie Teramentl 
etiope) è direttamente contraria al parafraste caldeo, ai rabbini ec. S'intende che lo scrittore alIadeTa a Onqelos 
il qnale si limita a tradarre Kuthk^ Una, anziché Etiope, od al parafraste gerosoUmitano; ma bisognata teftor conto 
di Jonatan, aicoome interprete per lo più delle opinioni rabbiniche» 
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Noi stimiamo necessario riportarlo intiero. « L Mosò «duoque venuto al mondo e nudrìto nel 
modo anzidetto , come fa uomo &tto , sì die chiare prove agli Egiziani di sua virtù e d' esser 
nato siccome alla depressione di questi, cosi all'ingrandimento degli Ebrei: e ciò, che sono per 
dire, persegliene occasione. Gli Etiopi, che cogli Egiziani confinano, corsene le terre, diedero 
loro gran guasto. Essi spinti da sdegno si collegavano contro i nimici per vendicar Tonta, che 
n'ebbero; e restati al di sotto nel fatto d'armi, parto vi furono morti e parte vergognosamente 
taivaroasi rifuggendo alle proprie terre; ove tennero loro dietro gli Etiopi coli' incalzargli alle spalle; 
e stimandosi di poco cuore, se non occupavano tutto 1* Egitto, corsero quasi da un capo all*altro 
il paese; e gustatone il buono non se ne sapevano più distaccare. Entrati perù dapprincipio nelle 
vicine contrade, come s'avvidero che nessuno ardiva di far loro fronte, innoltrandosi (sic; per 
mnoUraronsi) insino a Menfl (^) e ai mare, non potendo veruna città contrastarli. Battuti da tanto 
male gli Egizj han ricorso agli oracoli ed agi' indovini. Consigliandoli dunque il Dio a valersi 
dell'uomo ebreo a sovvenitore, ingiugne il re alla figlia, che gli consenta Mosè per essere suo 
generale. Ella avutone giuramento, che non gliene avverrebbe alcun danno, lo cede, tenendo di 
&r loro un gran benefìzio con questo ajuto, e maledicendone i sacerdoti^ che giudicatolo innanzi 
come nn nimico degno di morte non si vergognavano presentemente di richiederlo di soccorso. 

n. Ora Mosè, non sol da Termuti ma dal re stesso esortatovi, di buon grado accetta 
r impegno. A questo passo godettero i sacerdoti d' ambedue le nazioni; quelli d* Egitto, perchè 
ed avrebbero mercè il valore di lui superati i nimici, e colTarte medesima si sarebber disfatti di 
lui: que' degli Ebrei, perchè s'apriva loro l'adito di sottrarsi alle mani degli Egizj, essendo lor 
capo Mosè. Egli intanto datosi fretti anziché l'inimico avesse sentore dell* uscir suo in campo, 
si mido alla tes)«a delle sue schiere; e non le condusse egli già lungo il fiume, ma dentro terra. 
Quivi diede mirabile saggio del suo avvedimento. Perciocché essendo le parti entro terra assai 
perigliose a viaggiare per gran moltitudine di serpenti ( che ne son fecondissime per tal modo, 
che quivi ha di quelli ancora che altrove non trovansi, oltre la forza, e malignità, e grandezza 
non più veduta, e ve ne ha di volatili eziandio, che non tanto fan male in terra nascostamente, 
quanto col lor valore per T aria offendono d' improvviso), per render sicuro il cammino all'eser- 
cito pensa questo mirabile stratagemma. Poiché, apprestate parecchie gabbie in forma di ceste, 
ed empiutele d' ibi (^), le recò seco . Il detto animale è nimlcissimo delle S3rpi , le quali ne 
fuggon r incontro, e in sul fuggire assalite non altramenti che da cervi, ne vengono trangugiate. 
Sono domestici gì' Ibi, e sol colla razza de' serpi non fanno pace . Di questi io non curo di 
gerivere ora più a lungo, perchè non è ignota a' Greci la specie de gì' Ibi . 

in. Come dunque fu entrato in qae' luoghi, ove abbondan le serpi , liberatoli loro 
contro faceva in tal modo guerra a tutta la genìa dei serpenti, e se ne valse quasi direi d' an- 
tiguardia. In questa maniera facendo viaggio, venne addosso agli Etiopi, che nulla di ciò sape- 
vano, e affrontatigli esce vittorioso della battaglia; e leva loro ogni speranza, che avevano sugli 
Egiziani. Entrato poi nelle loro città suggettolle , e grande macello si fece d' Etiopi ; né più 
r esercito Egiziano si ritraeva dalle fatiche, gustato eh' egli 'ebbe sotto Mosè i prosperevoli 
avvenimenti; a tal , che gli Etiopi corser rischio d' andarne schiavi e d' esseme interamente 
distrutti . Per ultimo innoltratisi sino a Saba città capitale dell' Etiopia, a cui poscia Cambise 



(') Città alla sponda Occidental» del Nilo appena diyisoii in due rami, situata nel aoor dell* Egitto, e gran 
capitale di quel regno. 

(*) Volatile deir Egitto uso a pascersi di serpenti; però quasi fosse suo merito ciò, che è sola necessità di 
natura, gli Egiziani adora vanlo, come un Dio loro benemerito, perchò dalle serpi purg&ra le loro terre. 
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cangiò il nome in Meroe (*), cosi chiamandosi la sorella di lai, la strìnser d* assedio. Ma quel 
distretto era appena possibile 1' assediarlo e per lo cingerla intomo intorno e abbracciarla cha 
fa il Nilo, e per lo malagevole traghettarlo ch'egli era, a chi vi si provava, a cagione degli 
altri due fiumi Astapo (*) e Astabore, che difticultavan V impresa. La città poi situata nel cuor 
dell'isola è forte di grosse mura, che la circondano, ed ha per trincea contro i nimìci i due 
fiumi, e 1 grand' argini tra le mura e l' acque, che la difendono dagli allagamenti, quando tra- 
boccano i fiumi con più violenza; le quali coso rendon difficile la presa della città anche a 
quelli, che valicasseme i fiumi. Essendo adunque mal sofferente Mosè di vedere ozioso l'esercito, 
giacché non si ardivano gl'inimici di venir alle prese, avvenne questo accidente. Tarbi era figlia 
del re degli Etiopi. Questa osservando Mosò, che appressava allo mura l'esercito, e combatteva 
con gran valore, e ammirando le ben pensate sue imprese, e in lui scorgendo l'autore e de' 
prosperi avvenimenti degli Egiziani omai disperati di lor libertà, e del sommo pericolo a cui 
eran condotti gli Etiopi prima superbi de' riportati vantaggi sopra i nimici, fu presa da un 
gagliardo amore per lui, e pigliando piede vieppiù la passione mania alcuni de' più fidati suoi 
servì, che trattino seco di nozze. Accolta volefitieri quest'ambasciata, perchè data gli fosse in 
mano la città, e obbligatosi con giuramento, che senza dubbio sposerebbe la donna, e impadro- 
nitosi della città non romperebbe i patti, alle parole rispose subitamente 1' effetto; e per la 
vittoria riportata sopra gli Etiopi rendute a Dio grazie, celebrò quelle nozze Mosè ('), e ricon- 
dusse gli Egìzi alle loro terre >. 

Il Fiore d'Italia già da noi citato, qui come in altri punti parecchi , tiene dietro a 
Flavio. Ma verso il fine aggiunge qualche cosa che merita d'essere notata. Dopo avere narrato 
dell'assedio di Saba, che fu aperta a Mosè dalla figliuola del re d'Etiopia di lui invaghita, 
aggiunge; « E quinci venne poi che, Aaron suo fratello e Maria sua sorella venendo a brighe 
con lui per questa donna etiopessa, trionfato eh' ebbe Moisè centra lo regno di Etiopia e presa 
ch'ebbe per moglie la figlia dello re^ volse tornare in Egitto; ma la donna non lo lasciò. 
Ondeclìè Moisè ^ come uomo savio e che era sottilissimo nella scìenzia di strologia, scolpitte 
in due gemme certe imagini , le quali aveano questa efficacia , che l' una avea a togliere la 
memoria e l'altra a renderla: e queste gemme legò in due anelli che l'uno era fatto, come 
l'altro; e quello che tollea la memoria^ diede alla donna sua, e l'altro prese per se a 
mostrare che, come erano di paro amore ligati, cosi di pari anella fossero adornati. Onde per 
questo la donna cominciò a dimenticare l' amore del marito; e finalmente Moisè tornò in 
Egitto >. Quanto alle brighe che Aronne e Maria ebbero con Mosè per la donna etiopessa, il 
buon cronista non fu solo fra crìstiani a rannodarle con la tradizione della guerra d' Etiopia, 
giacché anche gl'interpreti del medio evo il fecero pure, come Nicolò De Lira al citato passo 
dei Numeri XII, ]. Ma donde abbia attinto il fatto delle due anella, abbiamo indarno cercato. 
Venendo poi allo scioglimento della quistione se il racconto della guerra qual è nella 
nostra Leggenda e similmente nello Sepher ha-Jashar, ( il quale vi aggiunge alcuna vittoria di 
Mosè fatto re d'Etiopia, sopra gli stessi popoli domati da Chicane e dopo la morte di 'lui Sene- 
ca) Meroe è some anoora dell'Itola Tonnata dairistapo, che diriso In due rami ano dette Astabore, l'altro 
Astusape poi toma ad iininil, e acquieta il nome di Nilo. Un di qoeeti rami al presente ò seccato . 

{*) Io son di parere che InToce d' Astapo si debha leggere Astosape xm de' dae rami, che abbraocian l' isola di 
lieroe; poiché propriamente l'Astapo è il fiomo 5ilo anziché si divida in dae rami* 

(*) n non farsi nella Scrittura menzione remna di qaeste nozze neppor qnando si narra, che sposò Sefora , 
rende dubbioso a mio credere questo racconto ■. Qaeste cinque note sono dell* Ab. AngioUni. Quanto all' asserzioBe 
che fa in quest'ultima, che la Serittora non faccia menzione di queste nozze, abbiamo veduto innanzi, al principio 
deUa nostra nota, che non è vera: 
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Tati contro il successore ) sia soltanto una alterazione del fatto narrato da Flavio, come lo 
analogìe molte farebbero credere {% o accenni ad altro, noi diremo: siamo incerti Gli ultimi 
studi 8ull*£gitto più possenti che mai, perchè appoggiati ai monumenti scritti, ci affermano che 
i tempi del Faraone di Mosè il quale intese a cancellare ne* suoi domii\j le tracce della inva* 
sione dc*pastori, furono tempi di guerre continue con taluni de'popoli mentoYati dalla Leggenda 
nostra e non da Flavio. » Au sud, au nord, k l'ouest,» dìt M. Mariette, e tous les peùples que 
les Thouthmes et les Améaophis avaient domptés se soulevèrent contro leurs andens mattres. 
Le Soudùn s* agite, et les murs des temples sont oonverts des représentations de toutes les 
▼ictoires que les vice-rois d* Èthiopie remportent sur ces vassaux róvoltés ( Les Première^ 
Cwilisaiions, Études d^Histoire et d* Archóologie par Francois Lenormant. Paris 1874, Tome 
Premier p. 214 ) ». Si noti che il racconto secondo la variante del Jalquty dice: « A quei dì 
era guerra fra gli Etiopi e gli Orientali (gli Arabi) quei d'Aratn (della Siria o della Mesopo- 
lamia) i quali contro lo re d'Etiopia erano surti a ribellione ». chi impedisce di credere che 
la nostra Leggenda o cronaca, intenda di parlare di una di queste tante guerre, e che n* abbia 
confuso i particolari con (quelli della guerra narrata da Flavio, senza parlare proprio di essa? 
Perchè non è da dimenticare che V argomento enunciato è diverso: per Flavio una invasione 
di Etiopi in Egitto, che si devono cacciare; per la nostra Leggenda una ribellione di genti 
semitiche contro un ro ( o viceré ) d* Etiopia, la quale è da domare. I due racconti senza punto 
contraddirsi, potrebbero essere documenti dei due fatti, avendone confusi i particolari. Innanzi 
di chiudere su quest' argomento noteremo che il re d* Etiopia che si appella nel nostro testo 
Nicano (Niqanos), è detto Chicane ( Qiqanos con due Qoph ) nel Jalqut e nello Sepher ha- 
JcLshar, Quanto a ciò che si aiTerma che «Nicano è lo re d^Idumea» stimeremmo meglio dire 
di Edom, gente; o delia gente idumea; una di quelle popolazioni sulle quali T Egitto e l'Etio- 
pia aveano un tempo avuto imperio, dai quali s* erano poi per ribellione sottratte. 

Pag. 8, lin; 30-1. Mosè se n'andò al paese di Madian, e si stava presso al pozzo. 
€ Ax>ea egli raccerto lo eseìnpio dei patriarchi. Con tre si combinarono le loro spose da presso 
a uno pozzo: con Isacco, con Giacobbe, con Mosè, D'Isacco (allorcliè s'incontrò in Rebecca) sta 
scritto: € E Isacco se ne veniva dopo essere arrivato allo pozzo . . ( Gen. XXIV, 62) ». E di 
più Rebecca «' era già combinata con Eliezer ( servo d* Abratno cercante la sposa per lo 
figliuolo del padrone^) presso al fonte. Di Giacobbe (quando incontrò Rachele sta scritto): 
€ E vide ed ecco uno pozzo nella campagna ( Ibid. XXIX, 2) > Di Mosè: < e si stava presso 
al pozzo ( Esod. Magn, Sez. 1, II, 15)». 

lin. 31. E lo sacerdote di Madian s' avea sette figlinole. «Lo S. (b, l, ) non è 
egli alla idolatria nimico? E come died' e%li rifugia a Mosè presso uno idolatrai Ma , 
rispondono i dottori: Jetro era stalo prete degl'idoli; ma avendo veduto non essere in quelli 
sostanzia y rinnególliy e meditava di farne penitenza^ fino a tanto che Mosè fu arrivalo. 
Allora e* chiamò quei della sua cittade e disse loro: fin qui io t?* ho servito; ma quindi 
innanzi io sono vecchio; sceglietevi uno altro prete. Si /%' a trarre fuori tutti gli strumenti 
della idolatria e loro diede ogni cosa. Levatisi egli scomunicaronlo; si che nullo uomo luC 
^accompagnasse, né opera alcuna compiesse, né la greggia pascolixssegli , E [avendo 
chiesto olii pastori gli pascolassero la greggia, ei non consentirono, e però ei mandava 
fUori le figliuole ( Esod, Magn, 1. e. ) » . 

lin. 34-5. E elle ne vennero al padre loro Banraele. Secondo la spiegazione più 
probabile adottata dai moderni commentatori, Raguele era Y avo ; ma la tradizione rabbinica 
ne & uno solo con Jetro, e il testo della Leggenda qui dimostra averla seguita. 

(^) L'ibi di Flavio e la cicogna del nostro tosto si possono eonsidei^re come lo stesso uccello. 
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Un. 36. Uao Esrtc^ano «1 Ita liberato. Vedi pag. 57 lin. 26 e segg. 

Pag. 9 lin. 3 e segg. jLlUra Jetro disse In cor »vo: oostal ò ohe ha steso la mano 
mila oorona regale ecc. Carne mai la Leggenda che ci descrisse Jo4ro coraggioso diPnisoro di 
Mo8ò, in atto di sfidare perciò Tira del Faraone, lo fa procedere qui così vii utente? La eoa* 
tniddiziono ò in tutta la tradizione rabbinica, giaeofaò il &tto presente è narrato ptiro 
nalla parafrasi di Joaatati,.airE8od. II, 21. e nello Sepher ha^askar il quale lo attribuisce ad 
altro fino (V. pag. 138 ò). Pare che i dottori della ^nagoga intendessero ritrarre in Jetro 
la iaoostaiixa dei proseliti venuti dalle altre religioni ài giudaiamo , cui e^li erano poco 
fiMTorevoli in gooerale, tanto che scrissero: « / proseliti sono perniciosi a Israele come 
la 9oabbia ( Talm. JtbamoU 47, 6 ) ». E quando pure Mosò narra a Jetro venato a 
^aitarlo nel deserto tatti i prodigi della liberazione d'Egitto, e l'Esodo ( XVHI, 9) dico: 
< E Jeiro si rallegrò di itUto il bene che lo Eterno aoea fatto a Israele », i Rabbini con 
aaa di quelle interpetrazioni por analogia arbitrarla , spiegano : « « sì corrugò Jetro .... 
dielìiarando che gii si fece tutta la caino a rughe per lo fremito che^ sentiva alla novella della 
caduta d'Egitto. E coachiudono con un adagio popolare: « Al proselito nemmeno dopo dieci 
generazioni, non vilipendere VArameo ( V idolatra ) in viso ( Talm. Sanhedrin 94, a) ». Ma 
mtl&o stesso racconto qual si dà &tto per bocca di Mosò, nella Leggenda che segue alle predenti 
a compendia la vita di lui (pag. 55) Tanttco sacerdote dogi' idoli si ravvede, benedice il prigioniero, 
la libera, in lui riconosce Io inviato del Signore, e gli dà la figliuola (pag. 58 lin. 18 e segg. ). 

lin. 20-*21. Xa verga. • ••• era di diamanti e portava lo nome ineffabile sopravl 
ìmdIìo. Ved. pag. 57 lin. 6 e segg.; pag. 68 lin. 9 e segg. 

lin. 26, Sefora tenne la via delle sante donne. Così nello Sepher ha^Jashar p 141, a. 

lin. 29. Or Mosè pasturava la greggia di Jetro < . m • . Ed anco Mosè, lo 8, (b, l.) 
non lo pose a prova se non per la greggia. Dissero i nostri dottori : allorché Mosè nostro 
maestro (pace a lui! ) pasturava la greggia di Jetro, gli fuggi uno agnello. E e' gli corse 
dietro^ fistchè quello non pervenne a ricoverarsi, E coinè a ricoverarsi e' fu pervenuto, si gli 
occorse una cisterna e Vagnello si fermò a bere. Quando Mosè gli fu giunto accanto, io 
non sapea, disse che tu corressi, peì*chè eri assetato e anelante. Se lo mise a cetvalcioni sulle 
spalle^ e andò. Lo S, (b, l. ) disse: nel guidare la greggia, cT una creatura di carne e 
sangue ha' tu tanta piet{Ueì Per la tua vita (giuro): sarai pastore della mia greggia, 
^Israele (Esod. Magn. l. e. Sez. Il, IL i j ». 

E Filone ragionando filosoficamente cosi viene a concordare colla ingenua Le^enila dei 
rdbUni: « . . Egli cominciò ad essere pastore, preparandosi in cotal guisa al principato, percioo 
obè l'arte pastorale ci dispone al regno, cioè al reggimento di uomini , greggia mansuetissima : 
riooome quelli che hanno i loro animi inchinati alle cose della guerra, prima si esercitano nelle 
cacciagioni, d'onde hanno occasione di ^re esperienze contro le fiere, cosi in tempo di guerra 
cMtte di pace, di quel valore ohe hanno poi ad usare quando saranno capitani; ondo il pastore 
ha certa simiglianza col re ne' suoi soggetti, e però chiamansi i re pastori di popoli, non per 
dlspragio ma per ooorevoleeza. Anzi, per quanto io ne sento, non seguendo la comune opinione, 
ma ricercando la verità (e rida chi vuole), solo colui può essere perfetto Re, che ottimamenta 
sa qvLéiìo Hhe si richiede a governare tm gregge, e, reggendo bestie prive di ragione, ha 
imparato in óho guisa debbesi comandare agli animali razionali: essendo impossibile che prima 
ai operino bene le cose maggiori che lo minori (Vita di Moisè^ op. cit. pag. 18-9)». 

lin. 34-*5. Lo Etemo «li fa incontro per lo fatto del non essersi ricordato Ini di 
oÉisa a eidere n «gliaolo. Il Tersetto IV, 24 deir Esodo dice soltanto^ < E avvenne per viaggia 
nilio aAIwrgis, dke tuoMitratolo TEtemo cercò farlo morire ». Ma Jonatan parafi^asa: « E egli ath 

Seismi Noolog. 7. XF/I i^ 
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venne per viaggio nello albergo, che incontratosi in lui l'angiolo dello Etemo cercò di iteci- 
derlo^ a cagione di Gersom etto figliuolo il quale e' non avea circonciso, per fatto di Jetro 
suo suocero, che di circonciderlo non gli avea permesso: bensì Eliezer aveva circonciso, per 
patto che entrambi aveano stretto ». E più particolarmente il MekiltA alla Sez. Jitrò, al XnX, 3 
deir Esodo : « Come disse ìiosè a Jetro: dammi Sefora tua figliuola in moglie, risposegli 
Jetro: sommettiti al fatto che ti dirò, e io te la do in moglie. Che è egliì disse Mosè. Jt fìgliuo^ 
lo che sarà primo, soggiunge l'altro, sia idolatra; da quello in poi, devoti al nome di Dio. 

E Mosè vi si sommise. Giura, gli disse Jetro, e giurò Laonde venne inna$%jsi 

Tangiolo per uccidere Mosè, ma incontanente « pigliò Sefora una selce e recise il prepuzio del suo 
figliuolo (id. IV. 25)>. Anche lo Sepher ha^Jashar narra così: 4iE avvenne per viaggio nello 
albergo che scese uno angiolo del Signore e gli mosse querela; poscia dichiarò di volerlo 
uccidere per lo fatto dello figliuolo di lui primogenito eh' ei non avea circonciso, passando 
sopra allo patto che lo Eterno aveva stretto con Abramo» Però che Mosè avea dato ascolto 
alle parole dello suocero, il quale gli avea detto di non circoncidere lo stio figliuolo pri» 
mogenito; laonde circonciso non V aoecu Pag. 141, b. Un altro passo à^W Esod. Magn. 
(Sez. IV in principio) dice: « Come era ito Mosè a stare presso Jetro, si gli aveva giurato 
che dalla opinione di lui e* non si discosterebbe; ma come parila per mandato del S. (b. 
L), andò presso Jetro, e dallo suo giuramento si prosciolse ». 

Codesto patto simigliante a quello che reggiamo ai di nostri talvolta in casi di matri* 
moni fra gente di fede diversa, nei quali i figliuoli maschi seguono quella dekpadre, e le femmine 
quella della madre, codesto patto attribuito a Mosè è molto notabile. E se si collega col fatto 
che gllsraelìti nati nel deserto non si circoncisero, senza che se ne alleghino ragioni gravi e dal 
testo ninna, e* si potrebbe argomentare che il legislatore accettasse l* uso della circoncisione 
dalla tradizione patriarcale (e forse egizia), senza darvi quanto a se, grande importanza . Ma il 
Midrash conchiude piamente: JR. Giosuè di Corcha dice: somma cosa è la circoncisione; pe^ 
rò che tutti li meriti di Mosè non gli valevano neppure nel momento della sua pressura, • 
quando il Signore gli aveva detto: va a trarre fuori il mio popolo, i figliuoli d' Israele^ dal* 
l'Egitto, per avere lui trasandato la circoncisione un'ora, l'angiolo cercò d^ucciderlo. 

lin. 36. Ma Sefora die di pigilo a mia selee. < Donde s' avvide Sefbra che per lo 
fatto della circoncisione pericolava Mosèf Da che Vangiolo era venuto e ax>ea inghiottito Mosè 
dal capo sino alla circoncisione. Come Sefora ebbe veduto che non l'avea inghiottito se non 
sino alla circoncisione, si s'avvide che per lo fatto della circoncisione era malefixiato, e ri- 
conobbe quanta la virtuie della circoncisione si fusse, perocché oltre quel punto V angiolo 
inghiottirlo non avea potuto . Incontanente ricise lo prepuzio dello figliuolo ( Esod. Magn. 
Sez. V; IV, 25 ) ». Aggiungono che l'angiolo aveva assunto forme di serpente per inghiottire 
lo incirconciso ( Isaacide, Esod. al vers. cit. ). 

pag. 10, lin. 2-3. « E Aroane alzati «ri! cecili vide 1 flgllaoll di lui e la dcnna ««a 
eo. Questo racconto ò nel Talm. Gerosolimitano^ trat. Nedarim Cap. 3, nel Mekiltà al 1. e. 
nella nota preoed. XVIII, 2; donde fu riportato nel Jalqut, Esod. num. 174; e ai trova pure ia 
termini identici nello Sepher ha-Jashar pag. 142, a. 

lin. 9-10. Ha alla porta di casa dello Faraone eranvl due Iccni ce. Questo racconto 
è riportato con lievi varianti nel Jalqut num. 176, e nello Sepher ha-Ja^tar pag. 142, a. Non 
ve n* ha ceano in tradizioni più antiche. Ma il fatto è meno singolare che non paia. U Gaul- 
myn nella sua versione latina giÀ da noi cit. del nostro testo, in una nota a pag. 232 e segg. 
cita Seneca al libro 3 de Ira dove parla de canU^us Cathenariis^ e poscia Artcmidoro, quiatf . 
soggiunge: < At de Lconibus quia nnqaam audivitf scimus Rcges et Principei aloisio cancis iih, 
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elasoi, ad reorum supplicia, et ad voluptates, «ed honori Regis tribuit, eiusque palatio, quod 
NamiDum templis solebant, Solis praecipue: nam in vestibulis Leones afóbant, Del famulos et 
periuriorum vindices, ac scelerum iade mirati illos non saevire in Mosen et fratrem quos £acì- 
noroeos existimabant >. E dopo aver citato anche Eiiano lib. 12 cap. 7, conchiude: <Itaque cum 
ìnnoxios abire vident, arti Magiae tribuunt». Ai dì nostri Tultimo re d*Abissinia Teodoro te- 
neva quattro leoni addimesticati accanto al trono, sopra uno de' quali spesso stava seduto. V. 
il viaggio in Abissinia del Sig. Lejean nel Voi. V, pag. 137 e 147 del Giro del Mondo, edito 
« Milano dal Treves. 

lin. 33-4 Mosè e Aronne qal venuti fecero così come lo Sterno loro avea detto 
ecc. ecc. UEsodo Magno e il Tanchumà, dai quali sono tratti questi punti della Leggenda, 
descrivono la scena, ma con immagini più aooonce ai tempi in cui i dottori della Sinagoga 
icrivevaiio, che non a quelli dell* Egitto sotto il dominio dei Faraoni. Questo difetto proprio 
delie leggende ebraiche cosi come di quelle «bile altre nazioni, appare qui per avventora pia 
evidente . Ma, lasciaiido il miracoloso, invaro non prodigato, v' ha tuttavia in esse una veritÀ 
ideale che redime in gran parte il difetto della esattezza storica materiale. Laonde noi sti- 
miamo opportuno il recarne, come altrove abbiamo fatto, i brani che furono ptù certamente 
fonti al nostro testo. < Dissero coloro dei quali è benedetta la memoria (^): sommo miracolo 
colla verga si compia. Imperocché se lo serpente gli altri serpenti ingoiato si avesse, e' 
sarebbe stato conforme alla natura de' serpenti, i quali V un V altro sogliono ingoiarsi. 
Ma egli avvenne dopo che verga s'era rifatto. Che egli sta scritto :> E s'ingoiò la 
verga d* Aronne le loro verghe ( Esod. VII, 12). €E se di- tutte quante le tergile ch'aveano 
gittate uom n' avesse formato fasci, ne sarebbono tornati più che dieci fasci e ritti . Ora 
la verga d'Aronne ingoiosselif né però si fé' più grossa die non fosse. Come lo Faraone 
siffatta cosa s'ebbe veduto si funne stupefatto e disse: se alla verga e' si dicesse: ingoiati 
lo Faraone e lo suo trono e ingoierebbeli. Codesto poi è lo simbolo che ( il Signore ) signir 
fico a Mosè nel roveto quando gli disse: che M tu in mano f ( E* rispose: una verga. ) E 
gU disse: gittala a terra. ( E gittolla a terra e divenne serpente ). Era codesto lo Faraone 
U quale nel serpente fu figurato. < in quello die lo Etemo visiterà colla spada sua dura e 
grande e forte il Leviatan serpente fuggiasco (Isaia XX VII, l.)» (*) € Come Mosè se ne uscia 
da presso allo Faraone, si dicea l'empio: se lo figliuolo d'Amram mi viene accanto, i' 
r uccido^ i' l'arrostisco, t' lo brucio. Come Mosè rientrava, si incontanente colui si facea 
verga ( Tanchumà, Vaerà III, Esod. Magn. Sez. IX; VII, 13 ) ». 

Dice R. Chijà di Abà: quello era lo di de' messaggi allo Faraxme, e tutti quanti 
li re venumo a farejui onoranza, e recavano in dono corone e ooronavanlo; che quello 
era lo dì stesso in che era stato fatto reggitore del mondo (') ; e recavano suoi Dei con 
esso loro. Non appena e' V ebbono coronalo che Mosè ed Aronne alla porta del palagio 
dello Faraone si arrestarono. Entrarono i servi di lui e dissero: due vegliardi si stanno 
riUi sulla porta . SaliU e' disse loro (*). Com' e' furono saliti, H ei stette guardandoli 
fiso, se mai lui coronassero, ormerò alcuna epistola consegnassergli. Ma elli non chiessrlo 
neppure di sua salute. 

i> 

\^) I dottori dona Sinagogm. 

P) La parafrasi caldaica spiefra questo reno oosb • /• qt^A e«mpo io Eumo ninttrà «oBn tpada 9Ua grtmdé 
fmU é pom ifdt ìor^ elU a% /•' granéU oonu lo Fanumè r« cT EgiUo : 

(>) Alla lèttera héH dd Co§moeralor ( grecismo introdotto come altre tocì simili parecchie nell'ebraico rab- 
Unico) éhe Bignillca rtggitof dtl mondo. Intendiamo il di In cai tale fa preconissato. 

(') Bisogna sopporro eh'ei parlasse loro per messo di messaggiero. JNuMpery^ éif, o meglio, per comandi. 
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Lo Faraone (*) 
Chi siete voif 

Mosè ed Aronne 
Messi dello S. (b, L ) noi siamo. 

Lo Faraone 
Che chiedete voiì 

Mosè ed Aronne 
€ Cosi ha delio lo Eterno : licenzia il mio popolo a ciò che festeggilo a m# nelìs 
diserto ( Esod. V, 1 ) »w . • ^ 

Lo Faraone ^ 

In quel punto egli si accese di sdegno . 

« Chi ò egli lo Eterno alla cui voce degg' io obbedire per lieensiare i iftinoll 
d* Israele ( ibid. V, 2 ) ? » Non sapea egli inviarmi una corona ? Con parole soUamto ne 
venOe voi a me? e Non conosco lo Eterno e nemmanoo Israele non lioeuzieró (Ibid. t6.) » . . . . 
Aspettate , . . tanto eh' io vada a ricercare ne' miei libri. 

Rientrò incontanente dentro al palagio, e guardava a ciascuna genie e a' suoi Dei, 
avendo incominciato leggere gli Dei di Moab, gli Dei di Amen e gli Dei di Sidone * 

Lo Faraone 
Ho ricercato lo nome di lui nella mia bibliotecm e non Vho rUnmato. 
Dice R. Levi: per parabola, in quale si raffigurerebbe egli il fatto no^rof M queUo 
dello sacerdote il quale s'avea uno servo matto. Lo sacerdote se n'uscì fuori déUa provinh 
eia, e lo servo se ne già in cerca del padrone al cimiierio; e inoominciava gridare a eeHom 
che ivi ritrovavansi: non avete voi mai veduto per qui il mio padrone f ««- Lo tuo padrone 
non è egli sacerdote? Ben sì, rispondea. Oh matto! soggiungeangli; chi ha visto sacerdote 
nel eimiteriof (*) Non altrimenti dissero Mosè ed Aronne allo Faraone. 

Mosè ed Aronne 
Oh mattoì Soglionsi egli li morti cercare in mexzo olii vimì Benit per aveentwu 
li vivi appo li morti. Ma lo nostro Dio è* vivente. Codesti che tu di' {*), e* sono morUi to 
nostro Dio è immortale e re del mondo. 

to Faraone 
É egli giovane o vecchiof Quanti anni ha egliì Quante ha soggiogati» cittadi, 
quante provincie conquistate, quanti fa anni eh' egli è salito al regnot 

Mosè e Aronne 
Lo nostro Dio , . . .di sua virtute e del valore suo è pieno il mondo. Innanzi cke 
lo mondo fìisse creato, egli era, e al termine dello mondo intero e* sarà, E egU te ha fàt^ 
maio e in te ha posto lo spirito vitale. 

Lo Waràone 
B quali son egli V opere suet 



(*) NelU ingennità de* racconti rabbiaid, ogrniqaalTolta arri dialogo li ripoto cImm, dMMro inooMUite» 
mente, il che tornerebbe a noi oltremodo noioso. Noi abbiamo segoito Tesempio (e qjuUe |^ ftntfiniTolO?) di Tallio 
nel Dialogo 2>« ÀmoUim: « (^asi enim-ipsos iodaxi loquentei ne Inqwwn et Ingolt aM|tiua iatocgoaM^tw alqae ai 
tamqnam a praesentibns ooram haberi sermo Tldoretar #<• 

(*) Polche il contatto de* morti repotaTaai contamjnante^ pecò 1 Sacerdoti noi &OT«aM ^fj»tsi% no morto 
né stare in laogo coperto ore morto si litroviasao* 

C<) m. Dei di.llQak, di Aj^iob e di Sidon» diai»! neatOTati • 
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Mòie e Aronne 

Egli è che ha distèso li deli e fondata la terra. Lo suo grido fa schizzare fi4xmmB^ 
frange le montagne^ spezza le rocce. Varco suo è fìtoco, il dardo fiamma, r asta Itm^ae, 
huòt lo scudo, folgore la spada. Forma egli monti e colline, copre d^ erba i monii^ fa 
scendere pioggie e rugiade, fa fiorire le erbette, esaudisce gli animali (*). Plasma nsUe 
viscere della m^adre lo feto, e il fa uscire aita luce dei mondo, * Toglie Ai mezz» re , e re 
innalza ( Daniel If, 21 ) ». 

Lo Faroione ' • 

Sin da principio voi dite menzogne. Perchè io sono Signore del mondo, io ho 
crec^ e me stesso e il NUo 

il vostro Dio io non so chi & sia. 

Il Signore 

Empio! Tu non sai chi sia lo Etemo, ha' tu detto f Ecco per Ohi (*) tu dei patisìe 
li flagelli (Bsod. Magn. Sez. V; V, 1 ). 

pag. 11 lin. 29 — Dieci gravi piaghe estimate pari a dngencliiqnanta flagelU» 
Come 81 «piega egli codesta moltiplicazione? Già nella nota a pie di pagina v' ha una spiegazimie 
perchè i flagelli avessero ad essere cinquanta. Eccone un*al tra dello stesso genere. Il versetto 49 
del Salmo LXXVIII, compendio lirico di storia nazionale, parlando della collera celeste contro 
gli Egiziani dice: scagliava in mezzo a loro V ardore delVira sua * furore ■ e sdegno * € 
angustia, * mandata di messi di sventure * >. Ora codesti astratti che abbiamo numerati sino 
a cinque, si considerano come potenze atte di per se a moltiplicare o nel significato dèi 
numero, o in realità, i flagelli, di dieci in cinquanta. Ma l'Esodo al Gap. Vili, 15, dopo avefe 
narrato 9 terzo de' flagelli, & dire ai magi d'Egitto: < il dito di Dio gli è > e pel passaggio 
^1^ Mbìt Rosso d!ce inveoe: e E vide Israele la mano somma che avea adoperato lo Eterno 
in Egitto (fbid. XIV, 31 ) ». Or codesta immagine della mano (clie ha cinque dita) fiei che ai 
eonaléerhio que' flagelli come un'altra volta moltiplicati per cinque, quindi 250 . E la parafrad 
ealdaica del verso succitato del Salmo già avea tradotto : « Scagliava in mezzo a loro 
dugencinquantà flagelli cólV ardore delVira sua ecc. 

il lettore che ha già alcuna dimestichezza colla ermeneutica mistica e le sue forme 

numeriche, non sorriderà a questo punto, come non avrà sorriso in molti altri simili esempi (*). 

"Vogliamo notare che la nostra Leggenda si esprime con un certo senno dicendo: le piaghe 

estimate pari a dugencinquantà flagelli, come a dire ingrandite dalla immaginativa e dal sentt 

(*) E9audi$ce gli animali, cioè ne appaga i bisogni, avregnachò egli nen possano indicarli per parole. 11 
Comento dice: « come si trova In Giobbe » senza più. Ma di leggieri s*lntende come alluda al fine del Capo XXXYIII^ 
• al principio del segnente, dove dattorire I) partorire e il rìren di parecchi animnlf ' « il «occorso che loro viene 
aaUft Blravvldaim. Jtì Dio dice aH^hobo: « Caeei tu p*r lo Kwt la p^dà, o lo iippétii» (U' liamoèlU appaghi (XXXVm 
40) ? > Chi cnnmaniMe Io no vitto al corvo^ i eui nati gridane al Signora, vanno trrando privi di cibo ( Jb. Id. 42 )? • 
Sai tu il tempo òhe figliano le eamosM ddla roecia^ e U partorire ddle cerve guardi (XXXIX 1) »? eoe ecc. 

^)'Chi in ebraico soons JIR; e* là dne consonanti componeirtf eodtisio* monosinalio (Tod. Dfem.) coosiéeinte coma 
xHfnt nom^ica, <iifodo interpretazione osato dki dottoit tiClniódld e ^h Unì cabtflis'tii (fManlato (fìhndtrià) vaiano 
40-|-10_^50; ilqual numero indicava il nnmero de* flagelli ventori. Tu hai proferito ' (deifica H ^scorsb <lf Dio al 
Faraone) Ih mbd6 ibgluiloso a me la parola che vaio 50? 50 flabelli tu del patire. Tedi sopra la nota che 'segue a 
qneata. 

(S) Per addume uno illustre nella nostra letteratura, gli studiosi delle opere del padre di lei ^Ricorderanno 
fr g. tXT rr delta Tita Iffuova e i calcoli tendcntlja dìtnòsti'are flnflas^ò del 9 su bè&trice « a dare a Intendere cho 
ella Ori un nove cioè un miracolo la cai radice è sólamente la mffaMe Trìnltade >.' 
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laento, non moltiplicate daddovero come dissero gli altri, Mekiltà^ BesJuUach Sez. VI; Tanchumà, 
Vaerà Sez. V; Midrath de* Salmi al LXXVIU, 41. Esod. Magn. Sez. XXIU; Jalqui Num. 240; 
e Analmente V Haggalah o Racconto misto di salmi e orazioni, che forma ancora oggi agli 
Israeliti il Rituale della sera di Pasqua; la commemorazione liturgica del fatto ond* ebbero 
orìgine la nazione ebrea e il giudaismo, quindi il cristianesimo e in gran parta risiamismo. 

Un. 30. Primo IlageUo .... sangne. Esod. VII, 20; Salmo LXXVIU 44, CV, 29. 

lin. 30-1. E perchè fé' loro yenire addosso sangnet Questa interroguione come le altre 
che seguono, per ogni flagello, e le risposte sono applicazioni del domma della giastizia distri- 
butira divina, sul quale molto insistono i dottori della Sinagoga. Egli dicono qui e altrove: €Colla 
mitura con che uomo misura, con quella stessa si misura a lui ». « Tutte le miiure dello S. 
(b. L ) sono misura in riscontro di misura ». E la sentenza quale è espressa nella prima 
ferma, che doveva essere anco proverbio popolare, ò riportata in tre de* quattro Evangeli, e 
chiarita da Dante colla lua poflMuie loca, facendola applicare da Beatrice a aa stesso: « Onde 
hi mia risposta ò con più cura Che. m'intenda colui che di lù piagne, Parehè sia colpa a 
duol d* una misura (*) ». E qui osserva il Midrash: < Secondo che nei mondo si euole^ quando 
quei eh' è di carne e sangue vuol recare male al nimico, di botto gliel reca, sì che quei 
non se n* aovegga. Laddove lo S. ( b, L ) di ciascuno de' flagelli V empio Faraone facea 
accorto^ secondo eh' a' fu detto: < Ecco la mano dello Eterno ò addosso allo tuo bestiame 
ch'ò nella campagna (Esod. UL, 3 ) »; e Eccomi far piovere, come a quest'ora la dimane, 
gragnuoia gravissima ( Id. ibid. 18 ) »; < Eccomi flagellare lo intero tuo territorio delle rana 
(UL VII, 27) »; « Eccomi apportare domani la locusta nello tuo territorio (id.X, 4)»; e coti di tutti. 
Egli è appunto ciò che dice la Scrittura »: Ecco lo Signore si sublima in sua potenzia; chi 
similemente a lui insegna (Qiob. XXX VI, 22) », t7 qiude insegna agli empi lo cammino per 
fare penitenziaP Egli disse allo Faraone (persino): e e ora manda a raccogliere lo ino 
bestiame, ( id. IX, 19):^ peroccfU «eccomi far piovere, come a quest'ora, la dimane, gra- 
^gnuola gravissima (Le.) € E dopo di ciò: Eccomi apportare dimani la locusta nello tuo 
territorio ( L e. j » tutto con avvertimento. Li dieci flagelli e' furono ciascuno misura in 
riscontro a misura. Lo sangue: perchè il Signore fé' venire addosso agli Egiziani sangue ì 
Perchè coloro non permettevano alle figliuole d^ Israello il lavarsi della loro impuritate (*), 
acciocché gC Israeliti non crescessero né moltiplicassero ('). Or perchè le acque e la polvere 
a^ ebbero li flagelli per mezzo cf Aronne, secondo è detto < E disse lo Etemo a Mosè: di* 
ad Aronne : piglia tua verga e stendi la mano sulle acque d* Egitto .... e divengano sangaa 

( Id. VII, 19 ) »; « stendi la mano alla tua verga sui fluml e & sali e le rane 

( Id. Vili, 1 ) » « stendi la tua verga a picchia la polvere dalla terra, e diverrà pidocchi . 
( Id. ibid. 11)»? Dice R, Tanchwn: lo S. (b. L) avea detto a Mosè: quelle acque che quando 
fiuti gittato nel Nilo ti conservarono^ e la polvere (la rena) che ti fu diftsa quando uccidesti 
VEgizianOy e* non è giustizia che dalle tue mani s* abbino flagelli; perù s* Mero li flagelli 
dalie mani d: Aronne (Tanchumà, Vaerà, XIV, Esod, Magn. Sez. IX, VII, 17 a Sez. X. VOI, 11) 

(<) Talm. SamA^ànm, 109 <v 5ata&, % h; Om. Uaftu Sei. IX in fiat; AoA Ua^n. Z; 2ViMftiMia , iMUfaol,, 
ta. n, IV. Talm. Sanktdrim 90, a; SkMtS 105 ò; ìMmrim 32, «; Xtsos. lea .MsttM VII, 2; Me. Maroo IV, Si; 
Loca VI, 88; Purgai. XXX. 106-8 

(*) Le imparìU de* sieetrai e del parto per eal è preecritto «Il Urearo di pariAceiienel* di cai parla il ao- 
■tro tetto qoi a lin. 81. Y. sa quett'argoateato la Bituma de' rA» «òhim» di Lmm Modmm in Modena 1788, Parta 
^toarta Gap. Y. 

(*) Egli pare che i dottori della Sinagoga eetimaaeero, e gU la ae a torte? Cbe le eore della parità «he egsl 
Érebbeai aettena del corpo e i Uvaerf, foeaeio preeerrali? i della fecondità. 
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« Una singolare partizione de* flagelli contengono le leggende rabbiniehe, che viene accolta da 
Filone. € Furono codesti flagelli tre per mano d' Aronney tre per mano di Mosè, tre per 
mano dello S. ( b. l, ), e uno per mano di tutti. Sangue^ rane e insetti schifosi che erano in 
terra, fitrono per mano d'Aronne; gragnuola, locuste e tenebra ch'erano nelV aere, per 
mano di Afose, il quale aveva in cielo e in terra cotale imperio; miscuglio di fiere, pesti- 
lentia e morte de" primogeniti, per mano dello S, (b, l,), e le fistole per mano di tutti (*) 
( Tanchumà I. e. ) ». E Filone : « Ootali pene in tre ordini furono divise ; tre delle quali 
appartenenti a* più grossi elementi fur poste in mano al fratello di Moisè; di altrettanto fa 
dato il carico ad esso Moisè, le quali esercitò col fuoco e con Taria, onde piglia Tanima il suo 
speciale principio; la settima ad amendue fu comune; le altre tre che forniscono il numero 
decennario, riservò Dio a sé, e coli* acqua cominciò. Questa, perchè è avuta dagli Egi7) in 
venerazione sopra tutte le cose, come principio del tutto, usò prima Dio per ispavento e sferza 
della loro malvagità ( Filone op. cit. pag. 28-9 ) ». Uno squarcio breve dell' Enod, Magn, IX, 
L e. concorda anche in quest'ultima parte col platonico alessandrino: <^ Perchè le acque patirono 
innanzi, lo flagello del sangue? "Però che lo Faraone e gli Egiziani adoravano il Nilo. 
"Disse lo S. ( b. l, ): V percuoterò lo suo Dio innanzi, e dopo lo suo popolo . Lo volgare 
proverbio dice: picchia gli Dei e li sacerdoti avranno di te paura ». E in un altro punto è 
da notare la concordia delle leggende ebraiche collo storico Flavio^ perchè vi si mescola il 
maraviglioso. « Per lo flagello del sangue gV Israeliti amcchirono. In qual guisa? Ritrovan- 
dosi lo Egiziano e lo Israelita in una casa, dove era una botte ripiena d* acqua, se lo 
Egiziano giva a riempirne un orcio, nel traeva fuori pieno di sangue . Or lo Israelita 
bevea da dentro la botte; e se lo Egiziano diceagli: daynmi colla tua mano un po' d*acqua, 
e quegli dovagliela, e' si facea sangue. E se l'altro diceagli: beviamo io e tu da una 
scodella sola^ lo Israelita bevea acqim e lo Egiziano sangue; e come costui si pigliava 
Tacqua dallo Israelita per danaro, ne bevea acqua. Laonde gV Israeliti arricchirono ( Tan* 
chumàj Vaerà XIII; Esod, Magn. Sez. IX, VII, 21 ) ». <c II fiume a un comando di Dio corse 
sangue, e non fu più possibile il berne, né d' acqua non hanno onde attignerne altrove. E non 
d da dire che fosser tali soltanto al colore; poiché chi provossi di berle, sentì dolori e tormenti 
assai crudeli. Tali però furon solo per gli Egiziani; poiché gli Ebrei le trovarono dolci e 
potabili, e niente alterate dall' esser loro naturale ( Antich. Oiud. li, XIV, 1 ) ». 

lìn. 33. Secondo flagello le rane. Esod. VIII, 2-9; Salm. LXXVIIl, 45; CV, 30. 

Antich, Giud, ib. ib. II; Filone op. cit. pag. 30. « Perchè (Iddio) fé' venire loro addosso (agii 
Egieiani ) le rane? Però che si teneano schiavi gV Israeliti e loro diceano: recassergli ani- 
mali schifosi e rettili; però sali la moltitudine delle rane. In su quel punto eh' e' mesceano, 
lo bicchiere riempiasi di rane^ Tanchumà, Vaerà, XIV, Esod. Magn. Sez. XI, 1. e. È singo- 
lare quello che riferisce lo Abenezra di molti che la voce tradotta dai più rane spiegavano 
per cocodrilli. 

lin. 38. Terzo flagello .... pidocchi. Esod. ibid. 13; Salmo CV, 31. Mosconi o mo* 



(*) Dicono i Commentatori e già abbÌimo*TÌ8to, come Aronne doTesse procacciare i tre primi flageUi, per non 
far torto a Mort che era stato dai loro elementi soccorso e favorito. Rimanevano i tre seguenti a Mosè, che sena 
la ragione allogata avnbhe potato recarli tutti, pel suo potere in cielo e in terra; Dio onnipossente s'assamera quel- 
li che reeaTano morte, siccome prova della potensa massima. La fistola poi malefica al corpo, composto d'elementi 
più bassi e piU eccelsit doveva essere portata da ambo i fratelU profeti; e siccome tormentosa anche alio spirito, per^ 
ci aveva parte anche Iddio stesso direttamente. Il lettore notori le minato differenze dalla spiegazione di Filone, i 
cut prinelpj però sono I medesimi . 
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ifcioni secondo la Volgata e il Diodaii, secondo Filone (pag. 31) zanzare^ ma Flavio sta colla 
nostra L^geado. I più moderiH, come il MendeUsobn e il Luzzatto accettano la spiegazbnoi 
diBUa Volgata, ma la tradizione popolare ebraica a dimostrazione, stimiamo , di spregio verso 
4*£!gitto e i Faraoni, mantenne il primo significato. Non altrimenti a ricordanza nostra in Italia 
ia credenza popolare, per ragioni analoghe, fé* morire di morbo pediculare Ferdinando Borbone 
M drile due Sicilie. « PertAè fé' loro venire addosso li pidoccìU ? Perchè aveatio posto 
^ Israeliti a spajszaturai delle vie e delle piazze, però la polvere di que* lochi si trtuimttò 
(MI pidocchi. E eglino faceano scavi di uno cubito quadrato; ma neppure ivi era polvere, 
secondo fu detto: tutta la polvere del suolo era pidocchi ( Id. ib. 12 ). 

Pag. 12, Un. 4. Quarto flagello miscoglio di lioni ecc. Esod. ibid. 20. Salmi 

m r&TBÌ cit. Flavio ib. ib. UL dice quantità di bestiuole; cosi Aquila e la Volgata e un R«. 
I<ieemia nel Tanchumd e nell' Esod. Magn^ spiegazione preferita dall'illustre Luzzatto. I Settanta 
e Filone intendono per Sarob, mosche canine, o ta£uii; ma Samuele di Meir derivandolo da 
harab cl^e suona tramontare { non da quello che suona mescolarsi ) , spiega lupi nottumif 
•eoostandosi al nostro testo, non ottante la differenza etimologica — Un. 7. SIloBlde. Non 
abbiamo ritrovato questa voce nei Lessici; ma considerandola come aggettivo femminile deri- 
vante da Sillony spino, spieghiamo qui spinosa; una specie di porco spino acconcio ali* uffìzio 
che qui gli viene destinato. Potrebbe pur essere quel riccio denominato erinaceus auritus 
dai naturalisti, che si trova anche in Egitto ed ha Tistinto delio scavare. Potrebbe essere, ma 
ingrandito dalia fantasia. Lo Sepher ha-Jashar (pag. 141 a) dice: €E il Signore comandò oIUl 
IXhnide che è nel mare^ la quale sali dall'acqua e venne in Egitto, Ed avea braccia lunghe 
dieci cubiti del cubito u.nano :^. II traduttore trancese, Signor Drach {Enciclopédie Théolog, 
Tom. 24, Diction. des .Vpocrjphes p. 1283) legge Silinoth, ma nota insieme a una variante SuUmoth^ 
laghxdaica Silonith, £1 Galwin tradusse il nostro testo cosi « educta tellwe inter crescents spi* 
nas bestia}^. Egli lesse, com3 si vede. €Chaiah min ha-adamah scesdmah sillonim>. Fier^z 
dalla terra che produceva (alla lettera che poneva) spini». Questa lezione non ci pare proba- 
bile, perchè la Leggenda in Uxl guisa non avrebbe dato un nome a codesto animale, il che non 
è costume delle leggende. Cosi veggiamo nel Midrash de' Salmi al cit. LXXVQ^ 45, che spie- 
gando la voce Harob come indicante un solo animale, ne dà più nomi propij. Perchè le varìaa- 
ti concordano nel porre al fine un tau^ e non un mem; e Analmente perchè crediamo che del 
vm*bo «Irti, porre, nel significato di metler fuori, produrre v*abbia pochi o nessun esempio, e lo 
indicare la qualità de* prodotti del suolo da cui usciva l'animale, senza dirci deU*animale stes-- 
80, sarebbe molto strano. Laonde confermiamo la nostra versione cho concorda con quella del-» 
lo Sepher ha-Jashar: e Perché lo miscuglioì Perchè gli Egiziani diceano agi* Israeliti per 
tormentarli: ite fuori e recateci lupi e leoni, però lo S. (b. l.) fé' venire loro addosso fiere 
miste secondo che é delo: » E e' venne grave miscuglio ( Tanchumd 1. e. e Esod, Magn. 
Sez. XI; Vni, 27)». V*ha di codesto miscuglio un'altra ragione criminale. «Dice IL Simeone di 
Lachis: lo S. (b, L) disse agli Egiziani: vi siete voi raccolti in torme contro i miei figliuo- 
li? Ancor io raccoglierò contro di voi, volanti del cielo e *fiere della terra, a torme a tor- • 
me; secondo che è detto: » Eccomi scagliare addosso a te ...... lo miscuglio (Esod. VII! 

17)» cioè fiere e volanti misti (Esod Magn, Sez. XI/ al vers. cit.,)». 

\ìn. 11-2. La pestUenzia. — quinto flagello. Esod. IX, 3-6; Salm. LXXVIII, 50, 
Flavio ep. cit. ib. ib. IH la dice < un morbo ch'ebbero a soffahre anohe gli aomini » laddove il 
tèsto biblico parla di animali soltanto, e non altrimenti Filone (op. cit. pag. 38). ^Perchè pe- 
slUenzicti Perocché (gli Egiziani) atpevan posto gV Israeliti a pastori di buoi, a pasìori di 
pecore e di camelli, per monti e per valli, per pianure diserte, affinchè non crescessero nà 
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moUiplicoisero, Lo S.(b.U- disse loro: io vi condurrò una bella guida (^); secondochè fU dsao: 

< Ecoo Ift mano dello £ter»o ^ addosso alio tuo bestiame gravissima pestilenzia 

{Esod. IX, 3, ) ». 

lia. 13. Seste flayello .le Jlstele.. Esod. LX; lO-h I dtati Salmi LXXVIU 

e GV, ciaseono por se, oMapondio lirioo: e didaitUco della storia del popolo ebreo e in partico- 
lare de' casi pertinenti al suo soggiorno in Egitto e all'uscita, di questo flagello non fanno 
motto. Flavio ne fa, benché troppo ganeiieo, cenno. fià.ib,iy,} «Impereìoccbò s'ìmpiagavan loro 
atrooemente le membra, e gua.stavansi loro le interiora; onde gli Egiziani finirono il più così ». 
Laddove Filone lo descrive minutamente (pag. 36-7), €E' furonvi le fistole perchè (gli Egi- 
xiani) aveano pósto gl'Israeliti a preparare loro acqua calda e acqua fredda (pei bagni); 
però patirono fistole perche (quelle acque) non potessero piti toccare il loro corpo (enfiato). 
(Esod. Magn. Sez. X(; IJC, 9 ) » . 

Un. 18. Settimo flagello la gragnnola. Esod. IX, 18-26; Salm. LXXVIIl, 

47-8, CV, 32-3, Filone 1. e. pag. 34, e Flav. ( L e. ), Quando fu minacciata a tempo, accioo- 
che lo Faraone si pentisse, come abbiamo veduto, e gli altri, in tempo ricoverassero in 
casa la greggia, il testo biblico dice: < Chi temeva la parola dello Eterno^ fra i servi dello 
Faraone, fé' fuggire servi e greggia alle case. E chi non avea posto mente alle parole dello 
Eterno, e abbandonò servi e greggia in campagna (Esod. IX, 20-1) ». Ora Jo^atan spiega': 
Giobbe che temeva la parola dello Eterno .... e Balaamo die non avea po&io mente ec. 
fedele al carattere che a quei due già da principio aveva attribuito. Invece VEsod. Magn. Sez. 
Xll dice: € Chi temeva la parola di Dio fra i servi dello Faraone (dissero i nostri di bene- 
detta memoria)^ era Giobbe, e chi non vi pose mente fU lo Faraone e lo suo popolo ». Pro- 
segue più innanzi: ^V'ebbe gragnuola^ perocché (gli Egiziani) aveano posto gl'Israeliti a pian-- 
tare orti e giardini e alberi e vigne. Però fé' venire loro addosso la gragnuola^ la quale fé' 
i loro àlberi in pezzi, secondo che fu detto: < E v*ebbe gragnuola, e fuoco raccolto in mezzo 
alla gragnuola (Id. ib. 24) », miracolo dentro a miracolo ('). Ragionando, H Neemia e R. Giu- 
da, Vuno diesa: era codesto simigliante Ma buccia del melogranato del qìAale si veggono 
dentro i granelli; e l'altro d'cea: simigliante a lucerna, nella quale si mescolano acqua e olio 
insieme, e la fiamma si sta ay^esa fra loro. A mo' di paragone, a che somiglia egli il fatto 
presente? A quello di due fiere legioni le quali s'odiavano a vicenda. Dopo alcuni anni venne 
tempo di guerra per lo re. Che fece egli lo re? Le fece far pace, e lo inatuiato dello re 
adempirono. Non altrimenti al fuoco e alla gragnuola a vicenda avversi, come venne tempo del 
combattere contro Egitto, si lo S. (b. l.) fece fare pace, e percossero gli Egiziani ecc. In for- 
me analoghe parla la Sapienza, alludendo probabilissimamente allo stesso caso: « Negantes enim 
te (Domine) nosse impii, per fortitudinem brachi! tui flagellati sunt novis aquis et grandinibus 
et pluviis persecutionem passi et per ignem consumptL — Quod enim mirabile erat, in aqua 
quae omnia extinguit, plus ignis valebat: vindex est enim orbis justorum — Quodam enim 
tempore mansuetabatur ignis, ne combur<}rentur quae ad impios missa erant animalia: sed ut 

(^) L» voce che soona in ebraico pestilenEia ò maschile, qaiodi Tori^'inale dice (per modo d'ironia): io ri 
con'arrò un bel pastore: la pestilenzia. ^ 

(') Certo prendendo il tefto alla lettera, che vi fosso fuoco raccolto e raccbiaio dentro alla grandine, cioè ai 
pezzi di grandine, TÌia o» miracolo dentro all'altro, e reggono le s)guenti comparazioni; ma come spiegare la imma- 
gine naturalmente? Gio. Clerico cit. dal Luzzatto, appoggiandosi a Plinio e a Seneca redrebbe qxii il fenomeno chia- 
mato tifone, tromba di terra. Ma lo stesso Luzzatto spiegava le parole del rersetto preced. « E /«om «correva 
v4r»o la ceriti» come indicaete i folmiai. Noi preferireoimo darà qui la stessa spiegazione, come il Dath, che tradutae 
« grande eom falgure coroscante ». 

Scietas molog. T. IVIL 15 
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ipsi YÌdentes scircnt, qaoniam Dei jadicio pationtor persecaiionem ^ Et quodam tempore in 
aqua sapra virtutem igóis exardeicebat undique, ut iniqaae terrae nationem exterminaret 
(XVI, 16-9)». 

liu. 22. OtUto flaffello .... la lecnsta. Id. X, 12-15; Salmi cit. 46, 34-5; FiL op. 
cii pag. 35 e Flavio Id. ib. ìb. Dal denti almill ai desti delle lione ec È la iperbole usata 
da Joel profeta nel caso medesimo ( I, 6 ), avendo la locusta invaso la Palestina . < Perchè le 
ìociutef Perchè coloro aoeano posto gV Israeliti a seminai e grano e orzo. Laonde lo & (b,L) 
fé" loro venire addosso le locvute^ acciò che tutto quanto gV Israeliti per loro aoeano semi^ 
fiatOy e' si divorassero ( Tanchum. Vaerà XIV; EsocL Magn, Ses. XI(I, X, 12) >. 

lin. 27. Nono Higelle • . . la tenebra della geenna. Id. X, 22-3. Nel primo 

de* citati due Sa mi non se ne parla; nel secondo è mentovata innanzi ad ogni altro fla- 
gello (28) Onde venne quella tenebrai Rispondono R. Neemia e iR. Giuda. R. Qiuda 

dice: dalla tenebra dell'alto cielo; secondo cKè detto: € (Lo Etemo) pone la tenebra per na- 
scondiglio suo, e intomo a se per tenda (Salm. XVill, 12) »; R. Neemia dice: dalla tenebra 
della geenna, secondo è detto (della geenna): « Regione di oscurità simigliante a caligine, e 
di ombra di morte e disordine, e dove quando riluce, e' par simigliante a caligine (Gìob. X, 

22) > R, Giuda di Rabbi dice: di che vanno egli coperti li 

peccatori nella geenna^ Di tenebra. Ezechia di R. Isacco dice: questo coppo (<^ tu vedi) di 
che va egli coperto ? d'un coperchio di terra cotta; della stessa sua materia; e come quello 
gli è di terra cotta, cosi di terra cotta si ricopre. Non altrimenti degli empi / « e sono 
nella tenebra le opere loro (Is. XXIX, 15)>; e però lo S. (b. l.) loro sovrappone per coperta 
l'abisso che è la te tebra, secondo che fu detto : « E la tenebra era sulla &ccia dell' abisso 
(Gen. i^2) "k, cioè della geenna. LaonJe la tenebra che io S. (b. l.) fé' venire sopra gli Egi- 
jfAani, di mezzo alla geenna usda. Perchè fé* egli venire sopra di loro la tenebre^ Bene- 
detto sia lo nome del S. (b. L), innanzi al quale e' non v* ha rispetto a persone , e che 
scruta i cuori e prova le latebre! Poiché v'erano peccatori in Ismaele, i quali s'aveano fama, 
ricchezza e onori, e non voleano altrimenti uscire cT Egitto, lo S. (b. l.) si disse: s' io fo 
venire loro addosso uno flagello pubblicamente e eh' ei ne muoiano, diranno gli Egiziani: 
come egli è venuto addosso a noi, cosi addosso a loro. Però e* fé' venire sopra gli 
Egiziani la tenebra che durò tre dì, affinchè coloro seppellissero i loro morti e gl'inimici non 
glieli vedessero; e di ciò allo S. (b. l.) rendessero laude». Che significa egli € la tenebra 
caliginosa (Esoi. Xy22)ì Dice R. Abideme da Chifà: quella tenebra era doppia e ancor rad- 
doppiata. Dissero i nostri dottori: di quale forma furono egli li f sette di della tenehraf Li 
tre primi , chi si stava seduto e volea levarsi ritto, e' si levava^ e chi si stava ritto e oo- 
lea sedere, e* si sedea. E di questi colali di t fu detto: « E e' v' ebbe tenebra caliginosa in 
tutta la terra d'Egitto tre dì. Non si videro Tuno Taltro ( id. ib. 22-3 )». Li tre altri di 
chiunque era seduto non si poteva levare, e chi stava ritto e' non poteva sedere; chi era 
coricato non potea rizzarsi . Di questi e' fu detto: < Né uomo levossi dal suo posto tre dì 

(id. ib. ib.) 

Lo settimo dì della tenebra si fu la tenebra del mar frosso)^ per la quale fu detto: « E e* 
v*era (quinci) la nube e la tenebra, e (quindi) riluoea la notte (Id. XIV 20) ». Cosi lo S. 
(b. l.) inviava nube e tenebra e ottenebrava gli Egiziani, e illuminava gV Israeliti, come 
già avea fatto per loro in Egitto. E intorno a ciò è detto: « io Eterno è luce mia e mia salu- 
te ( Salm. XX VII, 1 ) >. (Esod. Magn. Sez. Xi V; X, 22-23; Tanchumà, Vaerà XiV, Bo II) >. 
Ed ora vediamo Filone il quale & di comporro col suo metodo di filoso&re le ingenue tradi- 
zioni de' suol padri, esposte nelle lezioni popolari dei rabbini. « 
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€ Nella più lereàa parte del dì oscarossi il cielo: o fosse per l'edissi del sole maggiore dell'u- 
sato; o perehò groFse e spesse nebbie avessero coperto il cielo; onde racchiusi i raggi per oo- 
sì gran condensazione, poca differenza si discemea fra il giorno e la caliginosa notte: la quale 
continuata per tre di parea che fosse una notte perpetua. Dicesi che questi allora o non osa- 
vano levar di letto, ovvero, se le naturali bisogne sforzavano loro a levarsi, come ciechi anda- 
vano tentone brancolando pep trovar le pareti, o se altro lor si parava innanzi. Perciocchò il 
fuoco che noi tutto di usiamo, o si spegneva per la torUdezza delfaria, ovvero dalle grossissime 
tenebre era superato, onde, senz* alcuna offesa degli occhi, affannosi cercavano, come orbi, il 
necessario senso della vista: il quale levato loro, niente delle altre cose poteano nò favellare, 
né mangiare^ ma nel silenzio si morivano di fitme, mancando loro tutti i sensi , aumentando 
ognora più il male, fino a che Moìsè, mosso a pietà, fece orazioni a Dio ( pag. 35^ ) ». E più 
brevemente ma colle stesse immagini si esprime Giuseppe. 

Un. 33. Lo decimo flagello . .' de* primogeniti ecc. Esod. X(, 4-5: 

Salm. LXXIIX, 51; CV, 36. Filone ( op. cit pag. 38-9) offre una dipintura della morte 
de* primogeniti assai commovente, laddove Giuseppe al fine del Cap. XIV del cii II libro, 
se ne passa con pochissime parole. Il brano della nostra Leggenda su codesto tema, è tratto 
dalla Pesiqtah di Rab Kehanà^ V antico commento palestinese . Ecco lo squarcio: « E e* fa 
a mezzanotte, quando lo Eterno percosse ogni primogenito in terra d*Egitto ( Id, XU, 29 ) »; 
primogeniti di maschio^ primogeniti di femmina. In quale guisa ( s' intend' egli codesto )ì 
Un uomo Uiò con dieci dorme, e similemente dieci uomini usarono con una donna, la quale 
ne ebbe dieci figliuoli; egli risulta che questi tutti furono primogeniti maschili. Supponi 
non esservi primogenito maschile , né femminile , come potrei io avverare » che e' non 
V*era casa, dove alcuno morto non fusse (ib. ib. )? Risponde R, Ahà da Cìiama: perchè lo 
reggitore della casa era morto, a quel modo che tu leggi: < E Hossade* figliuoli di Merari 
s'avea figliuoli: Simri lo principale, avvegnaché primogenito e* non fusse; che lo padre suo 
Tavea posto a principale (I Paralip. XXVI, 10) ». — Insegna la Mima in nome di R. 
Katan : lo di che lo primogenito di uno di coloro ( degli Egiziani ) si moria, il pa/ìre ne 
plasmava dentro la propria casa lo simulacro, il quale in quello di venne pesto, ridotto in 
polvere e conculcato^ il che riesci per coloro cosi doglioso, come se quello di stesso i figliuoli 
avessero seppelliti. R. Jodan dice: perchè gli Egiziani seppelliano i loro morti dentro le proprie 
case, e li cani per li sotterranei penetraronoi e strapparono i primogeniti , di mezzo agli 
altri morti, e se ne fecero traitullo; il che riuscì per coloro cosi doglioso, come se quello 
stesso di gH avessero sepolti; ecco perchè dice : < che non v' era casa dove alcuno morto non 
fusse (Le.)». — « E lo Eterno percosse ogni primogenito , dal primogenito dello Fa- 
raone (Le.)». Quindi lo Faraone era primogenito. Or tutti li primogeniti 

si ragunarono presso li genitori, ai quali dissero: dappoic?iè Mosè ha detto: « E e' si morrà 
ogni primogenito nella terra d'Egitto (ld..XI, 5)», « tutto quanto predisse sopra questo 
popolo è soprawentUo^ però andiamcene a far partire codesti ebrei di mezzo a noi, od 
altrimenti tutto questo popolo e' si muore. E quelli loro rispondeano: ha egli ciascuno di 
noi dieci figliuoli F Ne muoia pur uno^ ma non si compia lo disegno di codesti Ebrei (Var. 
e non escano codesti Ebrei ) , Soggiunsero ( li figliuoli ): per tutto rimedio al fatto^ andiam- 
cene allo Faraone il quale è primogenito. Avrà per avventura di «oi, di sua persona pietate, 
e manderà via codesti Ebrei di mezzo a noi. Se ne girono presso allo Faraone e gli dissero: 
poiché Mosè ha detto: e e' si morrà ogni primogenito nella terra d'Egitto Q.c.), e tutto quanto sopra 
di noi e sopra codesto popolo ha detto gli è sopravvenuto, però levati e fa uscire codesti 
Ebrei di mezzo a noi, od altrimenti questo popolo si muore. Uscite, disse lo Faraone a' suoi 
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servi , e tagliente le gambe a costoro. Là dot)e io dico vadane la mia vita, o la vita di costoro, 
e voi cosi parlate f I primogeniti incontanente uscirono, e fecero eccidio di secento mila 
de* loro genitori . Egli è appunto quanto e' sta scritto: (Rendete grazie) a Colui che percosse 
gli Egiziani pei loro primogeniti ( Salm. CXXXVI, 10) (*). / primogeniti uccisero de* loro 
parenti seicento mila. R, Abia in nome di R, Giuda di Pazi dice: Bitta figliuola dello 
Faraone era primogenita, E per merito di ehi andò salva? Per. merito della orazione di 
Mosè. Egli è appunto quanto sta scritto: « Non si ^spegne la notte il lame di lei (Prov, XXXI, 
18)» così come tu dici pure: € Notte di custodie è questa per lo Eterno (Esod. XIF, AH) (*), 
( Sez. VII; pag. 64 6, 65 éi, ) » . Qjest' ultimo squarcio intorno all' operare de' giovani 
egiziani si trova pure nel Midrash de* Salmi CXXXVI, dove però è in ebraico rabbinico 
(laelìo che nel primo testo era in caldaico. Al versetto stesso de' Salmi, si trova riprodotto 
il racconto nello Jalqul, con qualche correzione, ma colla indicazione erronea in margine 
che lo fa tratto dallo Tanchumé^ anziché qual è veramente, dalla Pesiqtà; • poi in parecchie 
altre scritture più modern(», fra le quali la nosira Leggenda. Il fatto della salvazione di Biciaè 
narrato pure nell' Esodo Magn, Sez. XVUI; XII. 29. 

Pag. 13 lin. 17-8. E gli Egixiani diedero in prestanza agl'Israeliti argento e oro 
e cavalli ecc. Esod. Xll, 35-6. Rispetto al giudici© morale di codesto fatto, recheremo qui 
r aneddoto del Talmud ( Sanhedrin 91, a): < Una volta gli Egiziani vennero a piatire 
cont)x> Israele innanzi ad Alessandro Macedone; al quale dissero: e* dice: « E lo Etemo 
concedette fusse lo popolo in grazia agli occhi degli p]giziani; i quali fecergli prestanza 
(Esod. XI[, 36)». Dateci, ( o Israeliti) lo argento e loro che ci avete tolto. Disse Golia di 
Fassisa alli dottori; date a me fajcultate eh' io vada a contendere con costoro^ dinnanzi 
al Alessandro. Se costoro e' mi vinceranno e loro direte: lo piti idiota di noi avete 
vinto. E se vincerolli io, loro direte: la legge di Mosè nostro maestì'o v'ha vinto. — 
Diedergli facultate e andò e contese con coloro. — Onde recate voi prove? disse loro. 
Dalla Legge, e' risposero . Io pure soggiunse, a voi non recherò prova, se non dàlia Legge, 
nella quale è detto ( Id. ibid. 40): <E la dimora che fecero i figliuoli d' Israello in Egitto si 
fue di quattrocento trent'anni ». • — Dateci la mercede della setDità di seicento mila uomini 
che avete tenuti schiavi quattrocento trenf anni. Dategli risposta, disse a coloro Alessandro 
Macedone. — Dateci lo spazio di tre di, elli risposero^ e e' die lo spazio. Coloro scruti- 
narono ma non- ritrovarono risposta. Incontanente, abbandonati li campi seminati e le 
vigne piantate, si fuggirono, e quello era uno anno 'settimo. — E non altrimenti l'intende 
la Sapienza: «Et reddidit justis mercedem laborum suorum, et deduxit illos in via mira- 
bili Inimicos antera illorum demersit in mare, et ab altitudine 

interorum eduxit illos. Ideo juste tulerunt spolia impiorum (X, 17, 19)». 

lin. 2\'^. E non v'era nelle sne tribù alcnno fiacco. (Salmo CV, 37). Questo secondo 
membro del versetto del Salmo è variamente commentato . V ha chi considera Y epiteto 

* 

(*) In senso proprio e li iterale è: Colui che percosse gli Egiziani nei loro primogeniti;. Ma i rabbini 
traducono a quel modo, al solito, in sussidio alla leggenda: a Colni che percosse gli Egiziani pei loro primogeniti, 
cioè, per mezzo dei loro primogeniti. Secondo questo racconto sarebbero stati mossi da delirio furente . 

(^) Intendono che significhi: non si spegne in questa notte il Inme della vita alla donna forte (di cui 
parlano i ProTerbi }, cioè a Bitia. Notte di custodie poi, che nei vero senso ò notte di osservanze a Dio per le sue 
promesse e agi* Israeliti pei riti loro, intendono: notte in cui Dio custodi, salvò i suoi da' pericoli, fra cui Bitia. 
Il benigno lettore si rammenterà quanto dicemmo di codeste forzate applicazioni di versetti della Scrittura , in 
sussidio apparente di fatti narrati ( V. pag. 92 d. 1 ), e vorrà considerare questi per so medesimi , se più prossimi 
all'episodio storico, alla novella, alla poesia epica • didattica, e ne farà i suoi gludiij. 
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fiacco in senso figurato per aìre povero, e allora» come spesso, il secondo membro è parallelo 
al primo: «E il Signore li fé' uscire con argento e oro, tale che non v'era più nelle sue tribù 
alcun povero». Altri intende /focoo alia lettera, e più strettamente secondo la etimologia, 
vacillatile; cioè: che non ostanti gli antichi patimenti e li recenti pericoli gl'Israeliti non 
s'indebolirono punto. Il Midì^ash dei Salmi la intendo nel primo modo, come si vede, in 
forma iperbolica ( biUhon guzmah): « Dice R. Eliezer lo maggiore: lo più meschino ^Israele 
recava fuor cT Egitto in» sua potestate novanta somieri carichi (T argento e d* oro >. 

A questo punto dobbiamo avvertire che volendo noi dare alla nostra narrazione, 
comechè composta di leggende diverse e di vari frammenti, la maggiore possibile unità, abbiamo 
omesso nella versione alcune linee del testo alle quali il lettore ne ritroverebbe altre simili a pag. 31 
che tornerebbero inutile ripetizione, od anche contraddizione, perchè tratte da altre leggende 
e narranti i fatti in altra guisa. Intanto ecco le omesse e scelga il lettore: < Or egli avvenne 
che, uscendo gl'Israeliti d* Egitto^ si ricordarono dello sacramento che loro avea fatto pronun- 
ziare Gioseflfo, il quale avea detto: «t7 Signore per fermo visiterà voi, e voi vi recherete su 
di qui le mie ossa vosco (Esodo XllI, 19)>. E Mosè scrìsse lo nome ineffabile e gittollo 
dentro al Nilo, e scrìsse: vieni su al muro, vieni su al muro. Incontanente l'arca venne a 
galla, e gl'Israeliti si pigliarono con esso loro l'arca di Gioseffo, ed anco le arche de' patriar- 
chi delle tribù recaron con elli, e ciascuno l'arca dello suo patriarca pigliossi (') >• Si direbbe 
che l'autore o compilatore del Fiore d'Italia già da noi più volte citato abbia copiato alquanto 
del nostro testo, perchè così dice: e In quello che Moisè volea cavare lo populo di Dio di 
Egitto, lo fiume del Nilo era cresciuto oltre misura, che avea coperto quella centrata, dov'era 
lo sepulcro di Josefo, e^ li giudei erano tenuti di portare con loro 1' ossa sue , imperocché, 
quando egli venne a morte, li scongiurò dicendo; tempo verrà, che Dio vi visiterà e ridurravvi 
in quella terra , la quale promise a' vostri padri , onde , quando verrà quel tempo, portate 
l'osse mie con voi. Allora Moisè scrìsse in una piastra d'oro lo nome di Dio leiragrammaion 
e gittolla in su 1' acqua ; e questa . andò a galla sa per l' acqua infiln dov' era lo sepulcro di 
Josefo, e quivi stette ferma. La quale poi ch'ebbero cavato profetò lor forse delia difficultà 
del cammino >. 

lin. 24. E se ne partirono per lo diserto ...... lin. 25. molti avveniticci 

andarono sa insieme. Esod, XII, 38. — lin. 26-7. Ma la turba avvenitleeia disse: ecc. Questo 
moto della gente che segui y* fuggiaschi, è narrato pure nello Sepher ha-Jashar pag. 145, 6, 
ma con qualche differenza: «Or egli avvenne lo terzo die dacché gii Egiziani i loro primogeniti 
aveano sepolto, levaronsi molti uomini d'Egitto e girono dietro gl'Israeliti per farli in Egitto 
ritornare; però che dello avere lasciato andare gl'Israeliti dal loro servaggio e' s'erano ripentiti. 
E^diceano l'uno all'altro: Mosè e Aronne non hanno egli favellato allo Faraone cosi: noi 
siaiho per ire lo cammino di. tre dì nello diserto , e fare sacrifizio allo Eterno Dio nostro / 
Ora leviamoci noi di buon mattino per far ritornare costoro; e s'egli avverrà eh' e' ritornino con 
noi in Egitto allo nostro Signore, e riconosceremo' che è con elli verace fede . Ma s' e' non 
ritornano e combatteremo con elli, e con virtnte grande e mano forte li faremo tri tornare . E 
levatisi di buon mattino tutti li capitani dello Faraone, e con elli da settecento mila uomini, e 
usciti d'Egitto, lo stesso dì pervennero sino al loco dove gl'Israeliti ritrovavansi. E gli Egiziani 
tutti videro ecco Mosè ed Aronne e tutti li figliuoli d' Israele starsi seduti innanzi Pi-hachirot, 
mangiare e bere e celebrare la festa dello Eterno. Or tutti gli Egiziani dissero agi' Israeliti: 

(') Qui »*iiiteiid6 p«r patriarca della tribii il figliuolo di Giacobbe che ad easa darà fl nome, Ruben, Simeone, 
LeTÌ, Giuda ec, e dice che tutti i figliuoli della tribù, ai rinuirano per portare Tarca del loro patriarca. 
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non avete detto voi: noi vogliamo ire lo cammino di tre di nello diserto e jùire eacriflzio allo 
Iddio nostro e poscia^ ritornare? Ed ora non ha egli cinque di che vi siete partiti? Perchè noa 
ritornate voi al vostro Signore? E risposero Mosò ed Aronne e dissero loro: perchè lo Etemo 
Signot'e nostro ci ha protestato forte: «non ritornerete un'altra volta in Egitto». Laonde 
dobbiamo recarci soltanto a quella terra che stilla di latte e miele, che Io Etemo nostro Dio ha 
giurato ai padri nostri di donarci. Com' ebbero veduto li capitani d'Egitto, che gl'Israeliti non 
davano loro retta del ritornare in Egitto, s'apprestarono cogrisraeliti a battaglia. E lo Etemo 
incorò gl'Israeliti contro gli Egiziani, e s'azzuffarono gl'Israeliti coi capitani d'Egitto. E il 
braccio degl' Israeliti fu contro gli Egiziani più possente, e diedero loro sconfitta grande. E la 
zuffa tornò agli Egiziani grave , e tutti gli Egiziani dinnanzi gì* Israeliti si fuggirono, però che 
i più di loro per mano degl'Israeliti erano periti. Or li capitani dello Faraone in Egitto si 
ritornarono , e riferirono allo Faraone: i figliuoli d' Israelio se ne sono fuggiti , né un' altra 
volta in Egitto si ritorneranno; a codesto modo appunto Mosè ed Aronne ci hanno &velIato. 
Come lo Faraone ciò ebbe udito, a lui e a tutti li ser^i suoi si mutò pensiero, rispetto a 
Israele , e dello avere licenziato gì' Israeliti ripentironsi > . 

Un. 34-6. E Io popolo d'Egitto reanto giù, ragglanse grisraeliti ehe st stavano a 
campo sai mare. La forma qui è contraria all'uso, per cui parlando dello entrare in Egitto 
la Bibbia dice scendere, e salire dello uscirne. Forse è usato qui venire giii trattandosi dello 
accostarsi al mare. 

Dalle parole « e se ne partirono per lo diserto » citate nella precedente nota ricomincia 
il testo della nostra Leggenda intitolata Cronaca di 'Mosè nostro Maestro (pace a lui!) e qui 
finisce. Per la ragione medesima addotta innanzi, abbiamo omesso ancora alcune linee che 
qui rechiamo , per non defraudarne il lettore, e farlo giudice sulla convenienza della omissione. 
€ E vennero li figliuoli d' Israele in mezzo al mare nello asciutto , ai quali tennero dietro io 
Faraone e lo intiero suo esercito, e profondarono in mare, né rimase di loro pure uno uomo, 
eccetto lo Faraone re d'Egitto che rese grazie allo Iddio vivente, e in lui pose fede, secondo 
che fu detto : « lo Etemo è il giusto ; e io e lo mio popolo gli empi ( Esod, IX, 27 ). Or 
lo S. (b. 1.) comandò a Michele e Gabriele duci di lassù, ì quali di qui il trassero e il fecero 
ire alla metropoli Ninive; e lo Faraone regnò sopra Ninive quattrocent' anni. E li figliuoli 
d'Israele se ne vennero nello diserto, e venne loro Araaloch figliuolo d'Elifisu^, figliuolo 
d' Esaù per azzuffarsi con elli . Ed avea costui seco uno milìione e ottòcentosettanta mila 
uomini, i quali erano tutti quanti maestri in divinazione, in arte pitonica e nigromanzia. 
Ma lo Eterno li dio tutti quanti in balìa di Mosè suo servo e dello allievo di lui Giosuè, i 
quali miserli a filo di spada. Poi venne il Cananeo re di Harad e s'azzuffò cogl' Israeliti , e 
anco Sichon e Hog , e caddero tutti quanti in potere degl' Israeliti . I quali poi al terzo mese 
pervennero al monte Sinai e lo S. ( b. l. ) die loro la sua legge, santa, e parlò con elli dal 
cielo. E eglino fecero tabernacolo e padiglione, e arca e altare, e lo altare per 1' olocausto e 
per lo incenso dagli aromi. E Aronne e li figliuoli incensavano ed espiavano le peccata degli 
Israeliti. I quali se ne andarono per lo diserto quarant' anni , senza che loro li panni addosso 
o li calzari ne' piedi si logorassero . E si cibarono della Manna tutto il tempo eh' e' furono 
nello diserto , quarant' anni . E allo quarantesimo anno , lo mese primo , allo decimo dì del 
mese. Maria di benedetta memoria si mori e nello duodecimo mese morì Mosè nostro maestro 
( pace a lui! ), a' cenvent'anni di sua etate. E lo seppellì (*) nel colle in fkccia a Bet4^ehor e 
innalzò lo Eterno Giosuè a reggitore d* Israele, e fé' valicare a Israele il Giordano e conquistò 

{^) Ho lasciato il rerbo senza soggetto coin*è nell* originale e nel Pentateuco XXXIV, 6, il quale dà luogo 
alla spiegazione mifitica che Dto «stesso (soggetto della seconda proposizione e nel testo biblico della precedente]: • R 
lo Eterno disse .... E m9rl quivi Mosò. ... per comandamento dolio Eterno. — E lo seppellì ec.) V abbia sepolto. 
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la terra de* trent* uno re e la parti fra g)' Israeliti . Lo rimanente poi delle cose di Mosò e ciò 
c)i*e* fece non è egli scritto sul libro del JReUof — . Fmì la Cronaca, di Mosé nostro 

MAESTRO (PAGB A LUl! ) » . 

Quest' ultima parte è adunque, come il lettore avrà da se osservato, un brevissimo 
compendio dei fatti principali narrati nel Pentateuco, e nei primi Capitoli di Giosuè. La 
variazione strana introdotta nel fatto del Faraone ; non ha origine punto biblica, e le parole 
di peiitimento poste in bocca a colui , furono dette da lui , ma quando spaventato dalla 
gragnuola, supplicava Mosè ed Aronne di farla cessare; il che non tolse poi che ricadesse 
nel suo fallo, e altri gastighi sofferisse. Il fine del racconto, come di tanti altri, è il dimo- 
strare ìf pregi della penitenza . Si ritrova nei Capitoli di R. Bliezer al XLIII; e dopo parecchi 
esempi di penitenti illustri, «A. Neeonia di Acana dice: vuo* tu estimare la virtuie della 
penUenzia? Vieni a trame esempio dallo Faraone re d^ Egitto il quale fu cotanto ribelle 
contro la Rocca altissima (da chiedere) secondo che è detto: Ohi è egli lo Etemo alla cui 
voce degg*io obbedire ( Esod. V, 2)ì E col linguaggio col quale avea peccato, con quello 
stesso fé' penitenzia, (e disse) secondo è detto: Chi è egli simigiiante a te tra i forti, o 
Etemo (Id, XV, lì) (^)ì E lo S, (b, l, ) salvollo di mezzo ai morti ... , , , e lo fé' sorger 

ritto acciocc?iè narrasse la possente virtute di lui . E costui andò a regnare in 

Ninive. E gli abitanti di Ninive scriveano scritture false, e l'uno all'altro facean 

furto e colali atti malvagi . Or quando lo S, ( b. l ) inoib Giona perchè a quella 

cittade profetasse ruina^ lo Faraone uditolo si levò dal trono, si stracciò le vesti, vesti 
sacco e cenere, e per tutto quanto lo suo popolo bandi che per tre dì tutti digiunassero , e 
chi noi facesse sarebbe arso. Che fec* egli? Fé* stare gli uomini da un lato e le donne 
dall' altro^ e ogni animale puro da un lato e ogni animale impuro dall'altro, e i figliuoli 
da un altro . E i nati vedeano le mammelle delle madri e s' invogliavano di suggere , e 
le madri vedeano i figliuoli e invogliavansi d'allattare e gemeano, E v' avea più che 
cenventi mila uomini , secondo è detto: € E non mi moverò io a piotate di Ninive , la 
metropoli, in cui havvi più che dodici diecine di migliaia d*uomini (Giona in fine)f E lo Etemo 
si pentì del male cK avea ordinato, e per quaranV anni protrasse lo sfogo dell' ira sua in 
riscontro 'ai quaranta di pei quali avea imposto la missm^e di Giona a Ninive ». Questo, 
come quello del nostro testo che probabilmente di qui V ha attinto, non è se^ non un racconto 
morale sulla ef9cacia della penitenza, nel quale non è da cercare verità isterica più di quella 
che la critica moderna assegni al fatto medesimo di Giona in generale. È tolto dal Pentateuco 
il fatto della guerra di Amalech (Esod, XVII, 8-13); e i particolari della genealogia e delle 
arti magiche si ritrovano nello Sepher ha-Ja^har, pag. 147^ a. La parafrasi di Jonatan narra 
quello cosi: < Or venne Amalech dalla regione australe e corse a salti in quella notte mila 
e seicento miglia; e a cagione dello dissidio eh' era fra Esaù e Giacobbe venne e attaccò 
zuffa con Israele in Rafidùn; e prese e uccise alcuni uomini della famiglia di Dan^ non 
accolta dalla nubUa per effètto della idolatria eh' era fra loro ». La concisione del testo : 
< E venne Amalech e combattè » viene tradotta dai parafraste per mila e seicento miglia di 
corsa in una notte. Neanche se presago delle vie di ferro e del vapore non bastava. Già 
r Oriente è la regione delle iperboli. Vedi quanto alle nuvole a pag. 23 lin. 26-7, e pag. 30 

(*) Quarto è un verso del Mntio(^ di Mosè; ma le lefrsonde lo pongono in boeea al Faraone. E gli'ateeei Ca- 
pitoli di B. Blieier.al XUI dicono: • OF I^rodUi diotano mm«im> olio iS. (6. U): non %' ha «tmOa a ft Ira gli angioK 

dd mimtteno non T^a a to simigiiante ehi è egli simi^ltante a te tra i forti, o Etemo? » « dùtro 

/oro rùpotuUa lo IbrooMf MiiitBi • ìtmdi ti» {minimi 9gùiu g dicm: • cbi è efli simigiiante a te, adomo di santitade, 
neUe lodi tremendo, operatore di prodigi • ì 
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al fine a 31 al^oeipio. Le leggaode rappreseatAno il popolo del doserto avvolto da quelle 
nuTal6| e quindi, protetto per esse da assalti nemici . 

Dal Pentateuco parimente sono tratti i cenni delle zuffe col Cananeo re di Harad 
(Num^ X^I, 1-3), di Sìàhoa (id. ibid. 2U4 ), di Hog ( id. ibid. 32-5), e da Giosuè XII, 
la conquista del paese dei trentun re. Non diciamo neppure degli altri fatti troppo noti. 
Diremo^ per chiudere quello che risguarda la prima leggenda di cui consta il nostro libro , che 
il libro del Setto, Sepher ha^ashar mentovato in fine, se non fosse mentovato per imitazione 
dei due passi biblici Giosuò X, 13, e 2 Sam. I, 18 (che non sarebbe impossibile)^ non potrebbe 
indicaru se non quello da noi più volte citato. 

Pag. 14, Un. 1. Dissero i datteri nostri di benedetta memoria ecc. Qui tnccmincia 
il Midrash Vqi^oshah^ Leggenda E salvò, di cui -abbiamo parlato a pag. 101, Un. 5. 

Un. 3. Ch' ai si potea comparare a colomba ecc. « In quel punto gV Israeliti 
erano ^intignanti alla colomba che fuggendo dinnanzi al nibbio, intrava nella caverna 
d'una roccia, dove sibila uno serpente . S' ella entra dentro ecco lo serpente, se esce fuoìn 
ecco il nibbio. Non altrimente erano gì' Israeliti in quella ora, col mare che chiudea e lo 
inimico che inseguivali . Incontanente e' si volsero all' orazione ( MechUtà , Beshalach 
Sez. Il; XIV, 13.). £ la stessa immagine ritorna con piccole variazioni e un certo vezzo ingenuo 
di stile nel Cantico de' Cantici Magno n, 14: « Insegnasi nella Scuola di R, Ismaele: in 
quel punto in che i figliuoli cT Israele gli erano usciti d' Egitto a che simigliavan elli ì A 
colmnba che, fuggita dinnanzi al nibbio e intrata nella caverna d'una roccia, ivi ritrovò 
una serpe annidare. Si fé' più addentro, wa intrare proprio e' non potea ^ perchè la serpe 
ancora facea suo nido. Ritornare indietro non potea però che lo nibbio si stax>a di fuori. 
Che Yec'egli la colombai Incominciò tubare e battere d* ali, a ciò che l'udisse il padrone 
della colombaia e venisse a liberarla. Non altrimenti erano gl'Israeliti sul mare. Scendere 
al mare e* non poteano perchè lo mare per loro non era anco stato lacerato. Ritornare 
indietro e' non poteano, perchè già lo Faraone s' accostava. Che fecer' ellif «Gridarono 
i figliuoU d'Israele allo Eterno (Id. XIV, IO); «e incontanente » Lo Eterno salvò in quello di 
IsraeUo ( Ibid. 30 ). 

Un. 5-6. Allorehè i miei figlinoli si staranno fa trlbolasl<me ricordati per elli di 
questo pasto. U parafraste palestinesa al versetto XXlI, 14 del Genesi, che alla lettera suona: 
« £ Abramo dinominò quei loco lo Eterno provvedere; a quel modo che si dice oggi: in quel 
monte dello E temo si provvede >, ecco a che fa alludere codesta provvidenza. Abbiamo scelto 
il palestinese come più ampio ed espUdto, benché nel senso non differisca da Jonatan . « E 
Abramo adorò e fé' orazione in nome della parola dell' Etemo e disse: deh per pietà, o 
Signore! Egli è noto e aperto a te che non v' ebbe in cor mio esitanza allorché mi dicesti 
di sacrificare il mio figliuolo Isacco e di farlo polvere e cenere in tua presenza^ Laonde 
deh per pietà, o Signore Iddio! Quando mai giungano i figliuoli d' Isacco a un'ora di 
calamitate, rammentati per loro del legamento d' Isacco (^) loro padre ! e assolvi e perdona 
loro le peccata, e francali di tutte le calamitadi. Perù che le generazioni che dopo di lui 
stringeranno^ avranno a dire: nel monte del santuario (') del Signore, Abramo offèrta il 



(i) Onesto è il iu>mA ohe la tradizione «braiea 4i«de al mcrìflzio d'Iaaeeo, par lieoidare «he egli era già 
legato sulla cajkaata, e quindi quel saerìfliiOf ^avvegnachò' non coinpiato, s* ebbe (il mento del oompimento. Vedi il 
Canzoniere Sacro di Giuda Levita tradotto ed iUostrato^ pa^r. 49. 

(^) La tradiaione ebraica come la mossaUnaua Ca che il .tempio di Salomone e Taltro di Neenùa aor^ essero 
dove ti compiè il sacrifizio d* Isacco^ e dove Giacobbe ebbe il sao sogno. 
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figliuolo Isacco f e in quel monte, che è il santuario, a lui la gloriosa presenta di Dio si 
rivelava >. l puntini che precedono indicano una omiseione di non breve parte del testo, che 
contiene. una minuta storia del sacrifizio d'Isacco. 

Un. 21-2. Ma il mare risponde* a Mosè: P non fare «eoondo le toe parole ecc. 
€Mosè diede tosto ascolto allo S. (b.l.)^ e andò a lacerare il mare. Ma coyne fu ito a 
lacerare il mare,, questo non si sommise a lacerarsi. Perchè, disse lui il w^are, degg* io 
lacerarmi^ Io sono di te maggiore, perchè t' fui crealo lo tergo di (della cresuionej, e tu 
lo sesto fosti crealo. Udito ch'ebbe questo Mosè, andò dÀre allo S. (b, L ): io mare non 
esce a lacerarsi. Che fec' egli lo S. (b. L)ì Pose la sua destra sulla destra di Mosè, secondo è 
detto: € Che vplgea alla destra di Mosò il braccio suo trionfante ( Is. LXIH, 12) *, Visto cKehbe 
lo mare lo S. (b.LJ, incontanente e' si fuggì, secondo è detto: < lo mare vide e fuggì 
(Salm. CXIV, 3 ) >. Che videi Vide lo S, ( b, l.) eh* aoea posta la destra su quella di 
Mosè e non potè arrestarsi, ma fuggi immediatamente . Perchè /Uggii Dissegli Mosè. Per 
cagicn3 dello Iddio di Giacobbe, ei rispose gli, per tema dello S, {b. L). Tosto ohe Mosè ebbe 
levato la mano stU mare, e* si fendette; secondo eh* è detto: « e si fendettero le acque (Esod. 
XIV, 21) ». E non dice già « e e' si fendette lo mare », ma « e' si fendettero le acque ». JT 
ci dimostra che tutte quante le acque ch'eranvi in tuUe le sorgenti e nelle fase e in ogni 
loco si fendettero, secondo si dice, « e si fendettero le acque ». E non altrimenti in quell'ora 
ch'elle ritoì na'^ono, ritornarono tutte le acque, che appunto cosi dice: « E si ritornarono le 
acque ( Id. ib. 28. ) ». -ff ttUti codesti miracoli per opera di Mosè si operarono (Esod, Magn, 
Sez. XXI; XiV, 15)». E il Talmud: e R. Meir.dieea: allorché gV Israeliti si stettero presso 
al mare, ivano le tribii V una coir altra gareggiando, dicendo l'una: scendo io la prima al 
mare; dicendo VaUra scendo io la prima. La iribic di Beniamino die d'un salto e scese la 

prima Però la giunta tribù di Beniamino degna fu di esser folta ospite 

ali* Onnipossente, secondo è detto: « Di Beniamino disse: gli è il diletto dello Etemo 

e questo gli albergherà fnC gli omeri ( Deut, XXXIIf, 12; avrà il tempio nel territorio di 
lui) ». Rabbi Giuda gli disse: il fatto non fu in codesta guisa; anzi l'una dicea: i* non scendo 
prima f e Taltra parimente. Nachson di Eaminadab (principe della tribri di Giuda) die d' un 

salto e scese nelmare prima In quell'ora Mosè sfava protraendo l'orazione. Lo S, (b. l.) 

gli disse: i miei cari profondano in mare, e tu ti stai protraendo dinnanzi a me tua 
orazione^ Signore del mondo, rispose glh e che poss* io fare? « Di' a' figliuoli d' Israele che 
partano. E tu alza tua verga e stendi la niano sul mare e fendilo (Esod. XIV, 15-6) ». Però 
Giuda fu degno di formare un regno jn Israele, secondo è detto: « Fu Giuda sacro a lui 
(a Dio), Israele suo dominio (Salmo GXIV, 2)(')». Perchè Giuda fu sacro a Dio, e Israele 
fu suo dominio (di Giuda)? Perchè lo mare vide lui e fuggì (Sotah 37, a), 

lin. 35-6. SI levò Haza patrono d' £§rltto ecc. ecc. Secondo la dottrina talmudica , 
le settanta n^oni dal mondo ( tante ne annoverano i rabbini per amore di quel numero 
mistico ) hanno ciascuna un angiolo patrono in cielo, tenuto per buono o maio secondo la nazione 
che rappresenta. Huza che non era reputato de' buoni, rappresentava TEgitto. Egli, come nel 
brano seguente, si chiamava anche dal nome della gente rappresenta ta> Mizraim, o Egitto, e 
si chiamava pure Samael, che significa potenza venefica, o il demonio, come Huza ( Huzà) 
prepotenza^ nomi simbolici della natura del popolo considerato come oppressore d' Israele , dati 
al suo patrono. Nel libro mistico detto Sepher Hechalot, libro de' palagi (celesti ), o Sepher 
Chanochy libro d'Enoch , cioè nel frammento che ne pubblica il Chiar. sig. D. Jellinek ( Bet 

(') Questo pronome possessivo che ael senso letterale si rìferisct a Dio, il TaUnad lo rifensce a Giuda. 
• < 

Scieìizs Nooìog. T. XVH. 16 
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ha-Midra$ch, Parte Y, pag. 172, Vienna 1873) Tangìolo Metatron, narra come Hisa insieme 
ad Azaele uno degli angioli venuti in terra che si corruppero colle figliuole degli uomini ( V. 
Isaacide Num. XIII, 33, nella dotta e coscienziosa ediz. Berliner, Berlino 1866 ), si mostrasse 
avverso alla specie umana, e sino dalia creazione dell'uomo ('). < Come si furono usciti lo 
Faraone e gli Egiziani per inseguirli^ ( gV Israeliti ) volsero gli occhi al cielo , e videro lo 
patrono degli Egiziani volare per V aere; e come V ebbero veduto si n' ebbero grandissima 
paura, secondo è detto: < E e' temettero molto (Esod. XIV, 10) ». J^ che significa egli (quello 
che dice innanzi). « Ed ecco Mizraim ( Egitto ) avviarsi loro dietro (id« ib. 1. ) ^^ ^ patrono 
di Mizraim s*avea nome Mizraim, Però che lo S. ( b,L ) non atterra gente alcuna se non 
che n'abbia già per lo innanzi lo patrono atterrato, secondo è detto: « La parola era peranco 
in bocca allo re, e Cai (*) cadde giù dal cielo (Dan. IV, 28) >. Dice R. Giosuè di Abin: lo pat- 
irono di Nabucco s'avea nome Cai, e lo S. ( b. l, ) atterrollo. Cosi lo patrono dello Faraone 
s'avea nome Mizraim, e volava per inseguire gl'Israeliti . Allorché lo S, ( b, L ) sprofondò 
gli Egiziani in mare, già innanzi ne avea lo solo patrono sprofondato, secondo è detto: 
« Or lo Etemo scagliò Mizraim in mezzo al mare ( Id. XIV, 27 ) ». « Era costui lo patrono 
degli Egiziani ( Esod. Magn. Sez. XXI; XIV, 15)». 

Pag. 15, Un. 21. In qnal gotsa sarò eerto che eoniiatsterallaf La prima spiegazione 
che qui si offre del passo, sarebbe, che Abramo abbia dubitato per un momento, e che il Signore 
rabbia gastigato del dubbio, annunziandogli la schiavitù de' suoi discendenti. Ma il Genesi 
Magno a questo verso, spiega altrimenti, facendo nascere il dubbio da umiltate. « E disse: 
o Eterno Dio, in qual guisa sarò certo ec. », non già come tale che movesse quMiane; ma 
che dicessegli: per qual merito mio (sarò certo di conquistarla ) ^ (Iddio) rispondevagli : 
per le espiazioni che io imporrò a' tuoi figliuoli ( Sez, XLI V ) » . Quin ii i dolori da loro 
sostenuti in Egitto divennero titolo di merito pel conquisto di Terra Santa. Alla difesa che 
& degli Egiziani il loro patrono nella nostra leggenda, s'aggiunge poi quest'altra: < In quel 
punto che lo S, (b, L) cercava di sprofondare gli Egiziani nelle onde, si rizzò Huza loro 
patrono innanzi a lui, e gli disse: Signore del mondo, che f appelli giusto e retto, e innan^ 
zi al quale non v'ha né iniquitade, né rispetti, né corruzione, perché vuo' tu sprofondare 
gli Egiziani^ Eanno egli per nulla i figliuoli miei sprofondato i tuoi, o ne hanno egli ucci' 
sii Se per la servitute alla quale gli hanno sommessi vuo^ tu sprofondargli, ma di quella 
i figliuoli tuoi hanno già raccolto in premio tutto l'oro e V argento degli Egiziani, In 
quel punto lo S. ( b. L) ragunò tutta la corte celeste e disse loro : siate voi giudici fra me 
e Huza patrono degli Egiziani. Da principio io avea recato a coloro la, fame. Ma feci loro 
sorgere Gioseffo, il quale coH intese le cose nella sua sapienza, che gli si fecero tutti servì. 
Vennero ivi finalmente quali peregrinanti i figliuoli miei, e quelli sommiserii a cosi dura 
servitile, che il grido ne sali sino a me; e inviai loro Mosè e Aronne servi miei i quali 
dissero allo re di coloro: cosi ha detto lo Etemo Dio degli Ebrei ( licenzia lo' mio popolo ), 
Or sedeano dinnanzi a colui tutti li re dell'oriente e dell'occidente. E quegli incominciò 
superbire innanzi a loro e dire: chi è egli lo Etemo che non inviò donativi tutti questi anni 
al modo di tutte le divinitadif Non conosco lo Etemo, Ma aspettate ch*io disamini i libri 
miei, se mai lo nome suo presso me fUsse scritto. Disaminò e non ritrovollo, Mosè ed Aronne 
risposergli: egli ha creato cielo e terra, egli plasma il feto nelle viscere della madre , egli 

(*) Vedi Bamboiver R$aU£ne^padU/Ur S%M umd Talmttd, art J:1(mmii.«iimì Jrftn JUr Xttgd, Fìut. I, p. 650. 
(*) n lignifioito h: • E urna «oea wihm gi^ dal tido •. Ch« 1* ■piegaiiont in ambo i casi è fatta par 
eomodo della leggenda, è invtile 11 dire. Ma nel primo eaao, trattandoti d'on nome proprio, poterà paieare. 
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calma li venti, fa scendere la pioggia, diffónde l'ombre^ e fa fiOfire gli alberi e l'erbe, e fa 
morire e rivivere. Lo respiro d'ogni vivente è in mano sua . Colui rispose a' miei messi: 
non ha Iddio nel mondo il quale calali opere faccia. Io solo ho crealo me stesso e 7 
Nilo mio fiume (secondo che è detto: mio è lo mio Nilo, e io ho fatto me stesso (Ezech. XiX, 
3). Cosi rispose, poi disse olii som suoi: udiste mai di codesto Dioì Abbiamo udito, risposero 
gli, ch'egli i figliuolo de' savi, figliuolo de* re doriente (secondo è detto: come dirai tu, Faraone, 
che io sono figliuolo de* Savi? ecc. (/«. XIX, 11). Rispose alti messi mieù non conosco lo Etemo. 
E come ei mi niegava fede si gl'inviai li dieci flagelli, e non fiei fhUto; che nulla orante 
egli non mi riconóbbe, e tenne in piin grave servituie i miei figliuoli . E dopo che gli mo- 
strai la mia forza e lo mio valore licenziolli suo malgrado, ed ora li perseguita per 
ritornarli a servitute. Chi operb in siffatta guisa e cosi dissennalo, non merta etfli di venire 
sprofondato con tutto lo suo esercito nel mare? Tutta la corte celeste risposero: la giù- 
stigia è teco, e fa a tuo senno . Allora rispose Htua; e. Signore del mondo, dicea, ben 
riconosco dentro di me eh* e* sono rei; ma tu siedi deh! per tribunale, usando con loro lo 
attributo della misericordia! Ma in quel punto si levò Gabriele e, preso 'uno mattone di loto, 
stette dinnanzi allo S. ( b. L), e disse: non hanno egli costoro sommesso i figliuoli tuoi a 
servituie cosi durai E avrai tu di loro pietalef Incontanente lo S. (b, L) si riprese, e 
coloro giudicò collo attributo della giustizia e in mare sprofondolli (Jalqut all'Esodo XiV, 30, 
NumJ^ 241, e Jellinek Set ha^Midrasch, Part. L pag. 39. Abbiamo preferito qui la prima 
lezione. Vedi pure qui pag. 108 e 109). 

lin. 25. E liberò lo Eterno In quello dì Israello dalla mano d' Egitto. Qui termina 
il frammento del Midrash Vajjoshah che abbiamo trascelto. Colle parole della linea seg. 
€ Poscia lo S. ( b. L ) guardava ec. > ne incomincia un altro , tratto dal Midrash Hazzeret 
horDibberot, Leggenda del Decalogo. 

lin. 29. Per la nmllitate e lo timore di Dio. € E Mosè accostossi alla caligine dov*era 
il Signore (Esod. XX, 18)». < Di tanto \^) /b cagione a lui stui umilitate, secondo che è detto-. 
E Tuomo Mosò gli era sommamente umile ( Num. XII, 3 ). La Scrittura fa manifesto come 
ognuno che è umile perviene sino a fare che la divina presenzia s'abbia sede cogli uomini 
sulla terra, secondo che è detto: < Così ha detto lo alto ed elevato, il quale ha sede e tema, 

e il cui nome è santo: i* ho sede alta e santa; ma col contrito e l'umile di spirito 

(Is. IjWU, 15) ». E dice pure: € Lo spirito dello Etemo è sopra me (parla il profeta Isaia), 
però che lo Eterno mi ha unto (eletto) per dare agii umili la buona novella , m' ha inviato a 

medicare quelli dal core trafitto (Id. LXl, 1 )»; < E tutte le presenti cose la 

mia mano ha operato, e tutte le presenti cose e* furono , parola dello Eterno; ma io guardo 
a codesto: al misero, a colui dallo spirito abbattuto, e eh' ò trepido alla mia parola ( Id. 
LXV, 2)» {Mechiltà, litro, Sez. IX)». — Chiunque è timorato dello S. (b. L) può per^ 

venire finalmente ad essere re Anco Mosè come fuk timorato dello S. ( ò. l. ), si fu 

fatto re (•). Però sta scritto: < Temi lo Eterno, figliuolo mio e sii re ( Prov. XXIV, 21 (^ ) . 
(Num. Magn. Sez. XV; Vffl, 2) ». 

lin. 31-5. Mercè di tre atti che Mosè ebbe fatto ecc. meritò di guardare la 
sembianza di Dio. Questo è tolto alla lettera dai Talmud Berachot 7, a, o daXVEsodo Magno, 
Sez. m; m, 6. 

(*) Di tanto, doè dtl potere aceestani tanto a Dio . L'originale è così ellitico cbe dopo il Tersetto dice 
•oltanto: fa cagione a Ini, garam lo. 
(^ Re , cioè reggitore . 
(*) 11 ionio del tenetto è: temi lo Eterno e il re. 
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Pag. 16. lin. 4-5. £' T'ha In famiglia mniggìoTì di me in ri<scliesxa9 in oro, In ar- 
gento» Tn sei grande rispondeagli lo 8. (b. !.)• Questo dichiarare la propria inferiorità sol- 
tanto dal lato dell'oro mi pareva strano e non degno di Mosè. E rovistavo molto per ritrovarne 
la spiegazione, quando mi cadde 8ott*occhio il brano seguente che mi parve contenerla. € R, 
Tanchumà pigliava a testo del Sermone la sentenzia: « E' v'ha oro, e in copia margherite; ma 
obbietto più prezioso sDno le labbra assennate (Prot?. XX, 15)». Secondo che nel mondo si suole, 
uomo che ha oro ■ e gemme e margherite e tutti li più preziosi arredi che sieno nel moAdo, 
non ha poi in se né toniate né senno. E che possedè egli costui? Dice lo proverbio: ha' tu senno, 
di che manchi? Manchi tu di senno, che hai? — E' v'ha oro — Oro avean recaio tutti per la 
offerta del tabernacolo, secondo sia scritto: «E codesta è la offerta che riceverete da loro, oro 
e argento e rame {Esod. XXV, 3). — in copia margherite — Quest' é la offerta de' principi delle 
tribù, secondo sta scritto: « E li principi delle tribù recarono le pietre di onice e le pietre delle 
incastonature ( Id. XXXV, 27 ) >. — Ma obbietto più prezioso sono le labbra assen- 
nate — Come l'anima di Mosé gli si contristava, però eh' e' dicea: tutti recarono loro offerta 
allo tabemacolOy mcr io nulla recai, si lo S. (b. L) gli disse: per la tua vita (giuro) the la 
tua parola é cara a me più d'ogni cosa; tanto che fra tutti cotoro, egli ad altri non volse 
la parola se non a Mosè, « E chiamò Mosè ( Levit Magno Sez. I; 1, 1 ) ». 

E Filone cosi scrive sullo stesso argomento della ricchezza: « Egli solo tra quanti 
principi mai furono non attese a raccorrò nò oro, né argento; non riscosse tributi, non fabbricò 
palazzi, non volle possessioni, non armenti, non copia grande di servitori, non entrate, non 
altre facoltà, cotnechò queste cose potesse avere in abbondanza: ma stimando essere indizio 
di poco animo il desiderare le ricchezze materiali , queste veramente che V uomo accieoano le 
fuggi ed odiò; e le naturali che lume porgono allo intelletto, cosi amò come qualunque altro 
giammai ( Op. cit. pag. 43-4 ). 

lin. 7-8 Uno tempo (o Signore) faTOllavl In visione allo ino pio ecc. < Questi é Mosè 
col quale il Signore favellava in colloquii e in visione secondo eh' è detto: A bocca a bocca favello 

con lui, e visibilmente e non già per modi oscuri (Num. ILli, 8 ). » — Tuo pio — in 

guanto era della tribù di Levi della quale fu detto: « Le tue integritadi e le tue luci (^) ( o 
Signore ) appartengono alla tua gente pia (Deut^XXXUl, 8)». — Ho posto il soccorso in uno va- 
loroso — Questo risponde a quanto dicea R, Jìmchtfm di Chanileo: secondo che nel mondo 
si suole, lo carico grave ad uno, toma agevole a due; lo gra»e a due toma agevole a 
quattro, ma forse lo carico che é grave a seicento mila' sarebbe egli agevole a uno sólof 
Tutto Israele si stavano dinnanzi al monte Sinai e diceano: < Se noi ritorniamo a udire la 
voce dello Eterno ancora, e morremo ( Deut. V, 22) >; e pure Mosè si udia lo suono deUa 
stessa parola divina, e vivecu Yuo' tu convincerti lo fatto essere cosi, guarda che la divina 
parola fra tutti non si volge se non a Mosé, secondo é detto : « E chiamò Mosè (Levit, [, 1 
et passim):^. — « Ho innalzato uno eletto dal popolo ».— < Mosè suo eletto («SIo^im* G VI. 23)» 
Levitico Magn. Sez. I; I. 1 . » . 

lin. 10-1. E Mosè nnlladimeno sé abbassava e si ponea da nn Iato ecc. In su quel 
punto che lo S. ( b, L ) rivelossi di mezsro al roveto a Mosè, questi si celava lo viso, secondo 
é scritto: « E si celava Mosè lo viso ohe temea di guardare al Signore ( Esod, IIL 6 ) ». Disse 
lo S, ( ò. l, ): 4L Vieni dunque eh* io invii te allo Faraone; e trai fìiori tu i figliuoli d' Israele 



(*) Gli Vrim « Tvimmim^ i dm oggetti mistArìoii che portava sai petto il Sommo «acerdotOi dai quali ti 
iraeTano gli oracoli. Vedi il Cansoniere Sacro di Giuda Leiita, pag. 470-1. 
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dairEgitto (Id. ibid. 10) ». La fonata imperativa fbrte della voce vieni (*) è per dire: se non 
li franchi tu, altri non li fianca . Presso al mar rosso Mosè si stava al Signore da un 
lato. Lo 5. (b. l.) gli disse: « E fa alza tua verga e stendi la mano sul mare e fendilo ( Id. 
XIV, 16 j », per dire: se tu noi fendi, altri noi fènde. Nel Sinai gli stava da un lato. Il 
Signore diceagV: < sali allo Eterno ( Id. XX[V. 1) » per dire: se non sali tu, altri non sale. 
Nel Tabemadolo delia Convenenza gli stava da un lato. Fin quando V abbassi tu? gli disse 
lo 8. ( b. ?.); V ora non aspetta se non te solo. — Vuo' tu convincerti lo fatto essere cosiP 
Guarda che la parola divina fra tutti non si volge se non a Mosè ( Esod. Magn. Le). 

Hn. 27-8. E perchè lo moDte Sinai di tanto fu de^no? Perchè se stesso abbassò. Co- 
desta strana personificazione, alquanto poetica però, è esposta nello squarcio seguente con uso 
anche maggiore dèi meraviglioso. < R. Natan dice: Allorché lo S. {b. l.) cercava di far dono 
della Legge a Israele, venne lo monte Carmelo dall' Apamea e lo Taòorre da Bet-Elim; e 
questo è quanto viene detto, secondo la tradizione, in Geremia (XLVI 18): «Se io vivo, (pa- 
rola del Re che ha nome Eterno degli Eserciti) certo tanto il Taborre tra ì monti, quanto il 
Carmelo, vicino al mare vengono (*)*». L'uno dice: io nC appello monte Taborre; degno è che 
sopra di me la divina presenza segga, però che € sono lo allissimx) de' monti, e le acque del 
diluvio su me non scesero. E dice V altro: io m'appello m^onte Carmelo; su me degno è che 
segga la presenzia divina, perchè i' m* accentrai nel mezzo, e sopra di me passarono 
(gV Israeliti) lo mare (') . Ormai, rispose lo S. Ji. L), vi siete fatti inetti per la superbia 
eh' è in voi; tutti voi innantti a me siete inetti. Dissero (^) innanzi a lui: v" ha egH parziali- 
iade innanzi a tef Vuó" tu privare cotestoro di loro guiderdone? Lo S. (b. l.) disse a costoro: 
poiché in mia presenza vi siete affaticati, e per mia gloria, C vi darò vostra mercede. 
Già ho concesso al Taborre una vittoria d' Israele pei dì di Debora, secondo è detto: « Va 
a trarre gente nel monte Taborre (Giud. IV, 6) » , ^ aZ Carmelo una vittoria di Elia, secondo 
è detto: « e ragunò li profeti allo monte Carmelo ( \ Re XVUI, 20) ». TiUH li monti presero a 
querelarsi e a scotersi, secondo che è detto: € Li monti tremarono alla presenzia dello Etemo 
(Giud. V, 5)». Lo S. (b. l.) disse: «perchè guardate biechi? » perchè volete tenzonare con lo 

Sinai? Monti in difetto siete voi tutti « Esso ò lo monte che il Signore ama 

d*abitare (Salm. 1. e). Lo mio gradimento non è se non per lo Sinai, pjrò che gli è umile 
e alto^ secondo é detto : V ho sede alta e santa, ma col contrito e umile di spirito ( Is. 
LVH, 15). E sta pure scritto: «Che alto è lo Etemo, ma il basso vede: ed eccelso, pur da lungi 
il discerné (Satm. CXXXIIX, 6)». Come e' si potrebbe credere che il Signore colà sedesse per 
tutti i secoli, così (la Scrittura) c'insegna altrimenti col dire::^ pure lo Eterno avrà sede 
eterna (Scdm. 1. e); perchè fé' ritornare sua presenzia in Cielo (^). E lo Sinai donde veniva 
eglif Dice R. Jossè dal Moria, Come si fa della focaccia sacra dalla pasta {% cosi e* fU spie- 

(1) L' originalo dico invece : la Uitera oh M« ^ al fine ddta parola. B" Intende della parola bo&a&, rioni ; 
la qnal lotterà è il segno di qneUo cbo dicono i grammatici poottoAivo, ossia imporatiTO forte . 

(') Secondo U senso litterale e il contesto significa: giuro (parola di Dio) che, come ò Toro che il Tabor sta 
fra i monti e il Carmelo vicino al mare, così è corto che rerrà Nabacco contro T Egitto. Si Teda ohe per iscasare in certa 
guisa la lontananza del jenso conforme alla leggenda, dal litterale, i rabbini hanno dovuto dire: secondo la tradizione. 

(') Se il monte ha potuto venire a litigare col Sinai, non ò maggior maraviglia che sia venuto in messo 
al mar rosso. Il maraviglioso ha i soli confini che la fantasia del narratore o del popolo gli assegna . 

(^) Drobabamente, come in tanti altri luoghi, il soggetto sottinteso sono gli angioli. 

(') Secondo il senso litterale , il Uno del versetto indicato , significa al contrario^ che Dio siederà in 
perpetuo nel Sinai. 

(') • Quando hanno impastato il pane, cioè un pastone quanto 40 ova, ne cavano prima una focaccia • dal 
lib. de Num. eap. 1& />« primUiU pattorum vulranm dabitit Domino, (É quello che nella Volgata: m Ita H «U 
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cato dal luogo dov'era stato ledalo Isacco patriarca nostro. Disse lo S. ( b, L ): poiché Isac- 
co loro patriarca vi fu sopra legato^ degno è che i figliuoli di lui vi ricevano sopra la legge ì^: 
Appendice al Midraah de' Salmi nel Bet ha-Midrasch dello Jellinek Parte V, Vienna 1873, 
pag. 72-3; che si può dire riprodazione corretta ed ampliata della legenda stessa che si 
riscontra neWEsod. Magn. al principio della Sez. IC. 

Pag. 17, lin, 4-5. A. quale si assomiglia il fatto uostro! A. quello dello re ecc. 
Questa parabola è tratta dalla citata Pesiqtà di Rao Kehand (Sez. XII, pag. 104 a, b. ), si 
può dire alla lettera . Queir antico commento va moltiplicando le immagini un pò* troppo 
ingenue , rafBgurando lo sposo che vede la fidanzata € accanto al fornaio^ e le empie il seno 
di ciambelle ( figura del Signore che invia la manna ), la vede accanto al taoemaio e le dà 
bere vino confettato ( figura dell* acqua &tta sgorgare d* improvviso ) »; e parecchie altre 
slmili. Ma chiude ingegnosamente: < Il caso è simigliante a quello dello re che marita la 
figliuola • Egli aveva stabilito decreti perchè i Romani ( quei della metropoli ) non scendes- 
sero in Sorta, e que' di Soria a Roma non salissero. ConC ebbe maritata la figliuola^ si que' 
decreti tolse via. Non altrimenti, finché non era stata data agi' Israeliti la Legge, < I cieli 
poi, i cieli erano dello Etemo, e la terra avea data a' figliuoli di Adamo (Salm, CXV, 16) »; 
ma dacché la Legge, fu data, € e Mosò sali al Signore ( Esod. XIX, 3 ), » e scese lo Eterno 
sul monte Sinai ( Id, ibid. 20 ). 

lin. 14. È la parabola dello figliarlo dello re il qaale infermò ecc. Questa è tolta 
pure quasi alla lettera dal Tanchumà, Jitrò, X. 

lin. 20-1. Sino allo terso mese. ( Esod. XIX. 1). La Legge triplice. Per Legge qui 
s* intende la Bibbia intera che consta, secondo la partizione rabbinica , di Torah Pentateuco , 
Nebiim Profeti, Chetubim Agiografi, considerati idealmente come unità, come dati tutti 
insieme, perchè figli della stessa inspirazione. — per mezzo d'nn tenogenito. Mosè nato dopo 
Aronne e Maria. — E qui viene una digressione in lode del numero trino , che abbiamo 
omesso nel testo, siccome acconcia al commento più assai che non al testo, dove raffredda 
se mai, il calore del racconto. Eccola: < Tu riscontri tutte le cose della Legge« trine. La 

Legge trina: Pentateuco, profeti e agiografi: scritta con lettere trme Aleph, Bet, Ghimel (^): 

data per mezzo d*un terzo, di Mosò ( che egli col firatello e la suora &ceaao tre, Mosè, 
Aronne e Maria ), venuti dalla terza tribù , Ruben , Simeone e Levi: il nome della quale ò 
nelle lettere, trino (Levi; Lamed, Vau, Jod). E fu data in retaggio a popolo trino, di 
Sacerdoti, Leviti e Israeliti, figliuoli de* ti« patriarchi, Abramo, Isacco e Giacobbe , nel t«*zo 
di e nel terzo mese, secondo che fu detto ( V. le due citazioni al principio della nota) ». 
Anche questo squarcio è copiato dal luogo citato dal Tanchwnd, che reca altri esempi. E idee 
simili si riscontrano nel Talmud, Shabbat 88 a, e in altri luoghi. Il Giudaismo adunque 
prima del Cristianesimo ebbe in estimazione il numero trino. In questo argomento stimiamo 
opportuno il riportare le rette e imparziali osservazioni del Winer : € Che ( quel numero ) 
neir Ant. Test, si offra di sovente, e' non ò punto da maravigliare, però che, seoondo la natura 
delle cose, già nella vita è abbastanza frequente: tre, il gruppo più semplice, mezzo e due 
lati, principio mezzo e fine, quindi negli eserciti in marcia, o di fronte, avanguardia, grosso 



pvifMm'i» dcibUU primi ha Domino > ) 2. Qoestft si 8ol«Ta dare al Sacerdote, ed bora si getta nel fnooo, e si lascia 
abbrocdare» Leon Modena, Historia de' R'ti Ebraici Modena 172S, Parte Seconda Gap, IX. — In quanto al modo 
d! dire: « dal luogo dov'ara atato Ugato Jtaeoo •, Tedi pag. 120 n. 1. 

(I) Le qaali, intende dire, si sesoooo a tre a tre, perocché tutto Taliabeto, eompreie le finali, è compoito 
di 27 lettere. Cosi spiegano i commentatori. 
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• retroguardia, centro con due ale. Neil* antichità giudaica era rimasta la partizione dello 
esercito assalitore in tre corpi, Giud. VII, 16, 20. IX, 43. 1. Sam. X[, li. Più importante 
appare gìè codesto numero, Esod. XXIII, 14. Deut. XVI, 16; Num. VI, 24eseg.; Is. VI, 3 
( benchò nelle esclamazioni e nelle profezie questo gridar tre volte una parola s* usi anche 
altrimenti, senza significazione religiosa, Ger. VH, 4, XXU, 29), e nel Tetragrammato, secondo 
la spiegazione dell* Apocalissi I, 4, sarehbe parimente accennata la triade divina. Le tre ore 
dell'orazione del moderno giudaismo possono essersene svolte, ec. f Biblisches Reaiworterbuch 
art. Zahlen II, 714)». La spiegazione del Tetragrammato secondo l'Apocalissi, ò ancora, 
comechè trina, perfettamente giudaica: qui est, et qui eroi, et qui venturus est. E spiegazione 
giudaica del triplice santo d* Isaia VI, 3, resa autorevole dall' uso liturgico, poiché e il verso 
e la parafraa seguente entrano nelle orazioni quotidiane giudaiche col titolo di Keduàhah 
DesiJrd. Saniificarione delV Ordine (cioè dell'ordine delle orazioni o Breviario), è la parafirasi 
caldaica di Jonatan. Il testo dice: Santo, Santo, Santo è lo Etemo (Signore) degli eserciti ecc. 
E la parafrasi : Santo negli altissimi cieli sede di sua presenza : Santo sulla terra , opera 
dello suo valore: Santo per la eternità delle etemitadi è lo Etemo ecc. 

lin. 25. Xosè esultava In cor suo ecc. Nel Breviario delle orazioni quotidiane , e spe- 
cialmente in quella del Sabato si nota il medesimo concetto: < Si rallegrava Mosè del dono 
impartitogli (*ì per lo quale servo fedele Vappellasti, e corona di gloria gli ponesti in capo 
quando e* ti stette davanti sul monte Sinai ». p nel Ciclo (Machsor ) di rito germanico, nei 
canti pel giorno della Pentecoste che al giudaismo moderno ricorda la rivelazione della Legge, 
v'ha il tema didattico obbligatorio della Enumerazione dei Comandamenti, che si chiude così: «/ 
celesti giubilarono — ed esultarono i terrestri — nel ricevere la Legge — scritta dal Sinai 
(secondo una variante meglio poetica: al ricevere la sposa — la carta nuziale dello sposo). — 
L' aspetto della sposa -- si fé grandemente altero , — nel ricevere in questo di — li 
dieci comandamenti . 

lin. 28. Salivi lassù raecogllevl preda ecc. La citata Appendice al IUdrash de' Salmi 
così interpetra appunto il verso citato nella nostra leggenda. Dice che quegli cui ò rivolta 
l'apostrofe, €è quegli di cui dicela Scrittura: Alla città de* forti ascese il sapiente e ne 
fè discendere la virtù te della fole ( Prov. XX(, 22. Vedi qui pag. 94, Un. 32 e la nota) ». 
Egli è Mosè del quale fu detto: E Mosò ascese al Signore ( Esod. XIX, 3 ) » . — Ricevevi 
doni per l'uomo -^ La Legge data in dono gratuito a Israele. ( — Ed anco i perversi alber- 
garono lo diserto (*) — Sono le genti della terra che non vollero riceverla). — E anche fra 
i perversi è per albergare Ja il Signore — Sono gV Israeliti che erano perversi, ma dacché 
ebbero ricevuto la Legge, ripigliò sede fra loro la ditina presenzia . 

lin. 30. In su quel ponto che Mosè aseen^ea al elelo ecc. Da queste parole inco- 
mincia la leggenda intitolata Ma}\jan Chohmahj la Sorgente della Sapienza, racconto mistico 
dall^ascensione di Mosò al cielo, e delia contesa di lui cogli angioli per avere la Sapienza divina, 
n testo medesimo si trova riportato nella fanatica e dotta opera Entdechies Judenthum dello 
Eisenmenger, Parte prima. Gap. VIQ. pag. 307-B. Il quale lo dice tratto dai Pirhe hechalot 
( e questo è il nostro medesimo ), dallo Jàlhut Rubèni Sez. Mischpatim e dalla Pesiktà 
rabbethà o ( glosa) sentenziatrice maggiore, commento a pochi passi scelti del Pentateuco 

(') Lft Lifs», OTTeio il Sftbftto, od moo «atimmbi. 

(*) Qui p«r fur« TaiiiitMl fra U venti della terra ptr?«rM • gUtraeliil già porrent t in virtù della lesse 
ora eonfertiti, il eommentatore, dal principio del Tenetto 19, lalta a ipiegare il fine del 7 del medeeimo lalmo, e 
qnindi riprende 1* i^ieomindato . 
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secondo un ordine liturgico, distinta dalia SoUtrtà o minore che, a rovescio del titolo, ò la 
più ampia, essendo quel commento al quarto, quinto e sesto libro del Pentatenco che fbrma 
colla versione, parte del XV Volume e tutto il XVI AntiquitaJtum sacrarum dell* Ugolini. 

lin. 32. Ad un tratto la nuvola aperse la bocca e Uose entrorri dentro. IL 
maraviglioso non è qui maggiore che non sia nel laconismo dello stile biblico. La Bibbia si 
esprime cosi: < E albergava la gloria dello Eterno sopra lo monte Sinai, e coprialo la nuvola 
sei dì, e (Lo Eterno) chiamò Mosò lo settimo di di mezzo La nuvola. E la gloria dello Eterno 
era in vista a guisa di fuoco divoratore in cima allo monte, agli occhi de' figliuoli d* Israele. 
E ìntrò Mosò dentro alla nuvola, e ascese allo monte, e si fu Mosè nello monte quaranta di 
e quaranta notti (Esod, XXI F, 16-8) » . Or le leggende talmudiche collo intento d'innalzare 
i pregi della Legge e di Mosè insieme, ci rappresentano prima Iddio che solito ad apparire 
fra le nubi, avvolge tra quelle il suo fido, per farne alcun che di prossimo a se e di 
femigiiare. Poi ci rappresentano ancora le schiere degli angioli gelosi di quella preziosissima 
cosa che è la Legge, e ostili al mortale che viene per rapirla al cielo; ma per contro Iddio 
che di lui assume protezione e difesa. € Rabbi Eliezer obbietta: e* sta scritto: «Or Mosè non 
potea intrare nello Tabernacolo della Convenenza, però che sopravi sostava la nuvola ( Esod. 
XL, 35 ) »; e sta scritto pure: < E intrò Mosò dentro alla nuvola ( Id. XXIV, 18 )» Il che 

dimostra come qui lo S. (b, l,) pigliasse Mosè per mano e nella nuvola recarselo 

Jlfo^è ascese nqlla nunola^ e si coperse della nuoola^ e nella nuvola santifioossi per ricevere 
la Legge per Israele santamente ( Talm. Jomà 4, a, b). 

E Filone spiegando la Leggenda da filosofo :. « Fatto sempre a Dio £Eimigliare, ebbe 
grazia che con lui il nome di esso Dio fosse comunicato; perciocché si chiama Dio e Re di 
tntta la gente; ed ò fama che entrasse in quella nuvola onde era Dio involto, cioò in qu.lla 
vera essenza invisibile ed incorporea, la quale nessuna specie o forma ha in se; ove consìde* 
rasse e discorresse colla contemplazione cose lontane dalla mortai natura (op. cit. pag. 45). 

lin. 35. Cbemnele. Abbiamo nella Scrittura tre uoncùni di questo nome: un nipote 
d' Àbramo ( Gen. XXII, 21 ), un capo della tribù di Efraim^ di quelli inviati alla conquista di 
Palestina ( Ntim. XXXLV, 24), il padre d'un comandante deile milizie di David (I. Parai. 
XXVII, 17 ); ma la significazione del nome è oscura. Il Fùrst nell'Onomastico spiega 
adunanza divina ( Versammlung Gottes), senso, non inopportuno al nome di (^aest' angiolo 
preposto a una schiera di dodici mila. 

Pag. 18, lin. 6. Adranlele. Leggendo il nome a questo modo^ potrebbe oomporsi da 
un aggettivo Hadran della forma di Alman e del rabbinico jRacATnan, dalla radice ebraica 
hadar, che significherebbe il veneratore di Dio, 

lin. 12-3. La divina misericordia si voUe a Cavore di H«sè ecc. Alcun che di simile 
narra il Talmud: € Dice R, Giosuè di Levi (rinomato per le peregrinazioni dell'altro mondo): 
in su quel punto che Mosè ascese in cielo, diccano gii angioli del ministerio alla presenza 
dello S, (b.L) (*): o Signore dello universo! che ha egli da fare uno nolo di donna fra 
noi? Egli è venuto, rispondea, a ricevere la Legge. Quello riposto tesoro, dicean e.7t, 
riposto per te sino da novecento settanta quattro secoli innanzi che lo mondo flesse creato (*>, 

(*) Pia di una volta abbiamo incontrato codesta forma, parlare alla pretmwa di Dio, invece che qon Dio, 
per indicare in certa piìsA la distanzi della creatura dal creatore, la quale non consente il colloquio immediato. É nna 
di quelle circonlocuzioni per riverenza di cui offrono copiosi esempi to versioni caldaiche. Così è tradotto appunto dal 
Gerosolimituio e non da Ouqelos il XXVII, 15 dei Numeri: ^ R parto Moéè a Dio, -^ E pat-lè Mmì jatta pretmua 
di Dio. 

(*j II Salmo (CT, 8) dice che Iddio mHà ricordato $€mpre lo mo patto, la paróla the a^ea ordinata por m0t 
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vuo' tu donarlo a carne e sangue (^)? a Ohe ò egli l'uomo che ta abbia a ricordartene, e lo 
flgliualo d'Adamo tu te n'abbia a curare? O Eterno, nostro Signore, come è (già) formida- 
bile lo nome tuo in tutta la terra! Però diffondi tuo splendore (*) ( la Legge) sopra i cieli 
(Salm, Vili, 5, 2. ) » . /^o S. f' 6. L ) disse a Mosè: dà loro risposta. Signore dello universo, 
rispose in sua presenzia, io pavento costoro coli' alito della bocca soltanto non mi abbino ad 
ardere, T* appiglia allo trono di mia maestate, il Signore gli soggiunse; secondo è detto: 
cEgli afferra il davante dello trono (di Dio), che gli distende sopra, la sua propria nube (^) 
(Giob, XXVI, 9)>; e dice R. Tanchum: il versetto dimostra che r Onnipossente diffkise sopra 
Mosè alquanto dello fulgore di sua presenzia ( Talmud Shabhat 88, b )». La risposta di Mosè 
agli angioli ò più innanzi a pag. 20-1. 

lin. 17-8. E eoi dito mignolo a schiere a schiere vi hrngiai. Questa specie di gastigo 
degli angioli pei loro felli, si legge spiegato e descritto nello Sepher Hekalot o Libro dei 
Palagi (celesti; secondo testo con questo titolo, differente affatto dal primo, e che è detto 
pure Sepher Chanok, o Libro d'Enoch (già da noi citato avanti, a p. 121-2) Jellinek, Bel ha- 
Midrasch, Parte V. pag. 188-9), nei termini seguenti: « Bice R, Ismaele: e* mi disse Metatro- 
ne (*); vieni, eh' i' ti faccia vedere anime e spiriti di (angioli) ministri, le cui persone 
sono arse dal foco di Dio ('), che sprizza (*) dcU dito mignolo a lui^ e elle doventano bragie 
infocate dentro lo fiume di foco . E anime e spiriti e* si, stavano dietro alla divina pre- 
sensfia ritti. Ogni fiata che gli angioli del ministerio recitano il Cantico fuor di tempo, o 
in forma non degna, o non convenevole, eccoli ardere, e brugiare entro allo foco del 
loro Signore, nella fiamma del loro creatore, al loro proprio loco, E un vento procelloso 
vi soffia sopra, e gittali dentro allo fiumn di foco, e quivi do^yeniano altissime montagne 
di bragie, e loro spiriti e anime al loro Creatore si ritornano, e dietro al loro Signore si 



•««o7« » e per codesto patto • codesta parola intendono i rabbini la Lugge, Eglino ritragi^ono da qnel rersetto , cbe ad un 
eerto momento avanti la creazione, Iddio decreta che avrebbe rivelata la Leg^e fra mi Ho s<)col{, quella Legge chu già 
esisterà, perchè, secondo in più luoghi insegnano, essa fu creata innanzi al mondo duemila secoli. Ha ventisei secoli 
dopo che il mondo fu croato, (che ò incirca Tetà di Uose), il Signore vide la necessità di educare il suo popolo per 
mezzo della Legge e la rivelò. Essa fa donqae riposta presso Dio, o nel pensiero diTino 1000—26=9^74 secoli oltre 
i mille alla esistenza di lei precedenti. Sommamente diffìcile il ritrovare nn concetto determinato nascosto sotto il 
velame dalli versi strani e peggio delle cifre determinate . Diciamo che viene sostituito il concreto all' a stratte , 
ponendosi gran numero di secoli a indicare che la Legge ò infiniti ed eterna. La PeMÌqtà ( Sez. Vàetcikannan in fine) 
Io dico: « La parola che avea ordinata per mille secoli » la parola inoéttanu. QueHo c'ingegna oh» lo patto 
d' Abranto patnama noHro in et§mo ttarà ». 

(^1 Àgli nomini, creature di carne a sangue; come noi diciamo volgarmente in carne e ossa. Qnel modo tal- 
mudico è pore evangelico. T. Ma», XVI, 17; I Cor. XY, 50; Oalat. I, 16; Ebr, II, 14. 

C) Il senso grammaticale ( non chiaro ) è: oome é formidabiU U nome di u che diffondi lo tuo eplendor» in 
cielo! ovvero a nome di te di eui ei diffonde lo eplendore in eieW. 

(') Il senso littorale ò: [tdlio] vela la faooia dtl trono i suo, o del cielo), avendovi eapra diffuea la tua 
nube, Deacrive nn temporale senz'altro. 

{*) Vedremo più avanti questi due chi sieno. 

(*) Qui e alla pag. seg. lin. 5 l'originalo ad esprimere Dio asa la voce Maqont, luogo, uno dei titoli che il 
liagnaggio talmudico adopera in questo senso, allegandone questa ragione: Che egli ì il loco del mondo, iU gui il mondo 
loeo di lui {Oen. Magn. Sez. LXVIII, e Jalqut sopra Habacuo 568 ) . Filone pure chiama Iddio Topoe , e Dante ove 
s'appunta ogni Ubi: (Par. XX Villi, 12) . Y. U Cantoniere Sacro di Giuda Levita pag 126, n. 66. 

(') Nel tosto, aecondo l'edizione che abbiamo sott'occhio, qnesto verbo sarebbe al plorale, riferendosi forse 
agli angioli che escono dal dito mignolo di Dio. Noi lueeire abbihmo tradotto, trattandosi di foco, wprixaare. L' 'esempio 
del testo nostro, un altro obesi trova più avanti dove Vueoire è sempre applicato al fnoco, e la probabilità del senso 
ci hanno iadotto a supporre meula di lezione o di stampa, plurale invoca che singolare, e a tradurre conforme . 

Scienze Noolog. T. XVII 17 
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itanno ritti. Incontanente che la procella era trascorsa, e muraglie di fbco coloro oceano 
circondato. In su quel punto Metatrone m' apria le porte di quelle muraglie dove coloro 
dietro alla divina presenzia si stavano ritti. Levati incontanente gli occhi V vidi coloro 
ad uno ad uno in sembianti d' angioli e Vali da augelli^ fatti di fiamma e composti di 
fbco ardente. In su quel punto aprii la bocca in lode di Dio $ dissi: € Somme sono le opere 
dello Eterno, e desiderate per tutti quanti loro pregi ( Salm. CXI, 2 )! ». 

Un. 20-1. InTero se la legge che gl'Israeliti hanno a rleerere non fnsse, nh rol 
pure nello firmamento t' aTreste stanza • Però che l'ordine della creazione , e la crea^.ione 
medesima, secondo le dottrine de' dottori ebrei, ebbero ad intento un altro ordine ed un*altra 
creazione, quella del mondo morale compiuto colla rivelazione della legge Alvina all'uomo, 
cioè ad Israele, siccome al rappresentante eletto del genere umano. Sino dalle prime parole 
del Genesi Magno si ritrova figurato questo concetto: « Secondo ciò che nel mondo si 
suole, se uomo edifichi uno palagio, non V edifica già egli a suo senno, ma si a senno dello 
artefice; né lo artefice medesima V edifica a suo senno, ma secondo pergamene e tavolette 
disegnate; dovendo egli sapersi, in quale forma s* abbia a fare le sale , in quale fórma le 
celle più piccine. Non altrimenti lo S. (b.l.) guarlava alla Legge, e lo mondo edificava. 
E la Legge ha detto: «In principio creò Iddio ( Gen. I, 1). E principio non è altro 
che la Legge medesima, secondophè tu dici : € Lo Etemo me creò al principio dello suo 
cammino (*) f' Proy. Vili, 22 )» . E il Talmud insegna: € Sette cose erano state create, 

innanzi che fttsse creato 7 mondo ; e sono : la Legge però che sta scritto : 

€ Lo Eterno me creò al principio dello suo cammino ecc. ( Pessachim 54 a; Nedarim 39 ^.)». 
Ptìrò gli ano^ioli facen lo parte della creazione dello universo, furono soggetti anch* essi alla 
Legge, cioè a queir ordine morale che fu intento finale della creazione. Laonde il Signore 
loro dice a buon diritto: se non vi fosse stata la Legge , neppure voi sareste In cielo , 
però che la creazione medesima non sarebbe stata. 

lin. 27-8. Sandalfone . Questo nome di arcangiolo ( al quale abbiamo aggiunto ana 
vocale finale per dargli suono italiano ) ebbe molte spiegazioni, secondo V etimologia da cui si 
volle derivare. Noi abbiamo seguito la più recente che ci parve la più ragionata: quella 
deir egregio sig. Dott. A. Kohut nella sua dottissima Memoria tedesca Angelologia e Demimo- 
logia giudaiche, nella loro derivazione dal Parsismo, Lipsia 1866. Seguendo la sentenza 
dei dottori ebrei che « / nomi degli angioli vennero su con loro ( oogl' Israeliti ) da Bàbi-- 
Ionia (Taira. Gerosol. Rosh hashanah I, 4, e Gen. Magn. Sez. 48)», l'eruditissimo orientalista 
ne trae la spiegazione dal persiano antico. Spiega quindi Sandalfbn come composto di duo 
sostantivi pehlvi, Sandar, signore, posseditore, e Phóhn ampiezza, ampio spazio, quindi Signore 
delio spazio infinito. Il che corrisponde alla iperbole talmudica, che ò ricopiata nel nostro testo 
con varianti minime, la quale applicandosi a un passo d' Ezechiello (I, 15) dice: E avend'io 
vedati gii animali, ed ecco uno Ofano (*) in terra presso gli animali Dice R. Elea- 

(') Parla la Sapienza io qoeito brano lirico bellisaimo dt* ProrerM; e la Sapienza è pei rabbini la Twrah^ 
la leg^o divina. Ora ella afTerma d*eisere stata creata da Dio al principio del ino cammino, per eoi intendono la 
creazione. Creata al principio, ò principio essa medesima. Dauqne « In principio ereò Iddio il cielo e la terra, 
«iuona, come traduce la Torsione gerosolimitana o palestineie: colla sapiena, cioè colla legge divina, o meglio per la 
legge diTina, Iddio creò ec • 

(*) Ofano. Il Yocabolo Ojlkan significa mota . r.e leggende rabbiniche, delle mote del earre d* Ezechiello 
ne fecero ana clasfe di angioli, e non altrimenti del ChmihwttA che snona ambra, o metsllo Incido che apparia nel 
carro, e d* altri simili obbietti. V. il Cf%nm>AUr€ Saero di Oiuda Unta tradoto datt* Sbraito • tOutfroto pag. 33, 
n. 3 e pag. 87, n. 8 . 
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sarò: gli è uno angiolo il quale si sta in terra e lo capo ffiugne accanto agli animali 
(del carro celeste ). Nella Misna insegnasi: lo nome di lui è Sandalfone; e egli è ptò alto 
de' compagni cinquecenf anni di cammino ^ e si sta ritto dietro al carro celeste; e intreccia 
allo sito Fattore corone. — Or cornea Ma non è egli scritto : € Benedetta la gloria dello 
Eterno ( lungi ) dal suo loco ( Ezech. m, 12 ), onde ( se ò benedetto soltanto da lungi ) s'ar- 
gomenta che lo suo loco a nullo è notof — Senonchè è da dire: egli (Sandalfone) intreccia 
corona^ indi pronunzia scongiuro sul nome ineffabile^ per lo quale la corona vaisene da 
se a sedere allo suo loco ( Talm. Chaghigah 13, ò) ». Compagno a Sandalfone ò, secondo 
fé leggende talmudiche e mistiche, Metatrone che abbiamo veduto e vedremo ricordato in più 
d*un luogo; arcangiolo possente anch'esso, duce della presenzia (divina), magno scriba, 
riputato ipostasi di Enoch (come ipostasi di Elia è Sandalfone); e detto perciò giovanetto. 
Perocché il versetto Gen. V, 24 che suona alla lettera; € E e' procedea Enoch col Signore , 
ma ei non è piit, che il Signore lo tolse >, viene da Jonatan spiegato cosi: « E servia Enoch 
con veracitate allo Etemo; or ecco cK ei non è piU cogli abitanti della terra, puro eh' ei si 
sottrasse e ascese allo firmamento per comandamento dello Eterno, il quale Vappellò per nome 
Metatrone e Magno Scriba, Egli ò messo di Dio, ne porta talora il nome. TI nome stesso 
difMetatrone s'interpreta dalle tradizioni rabbiniche: Signore e messo. Bechai, Commonto al 
Pentateuco, Esod. Sezione Mishpatim. Il citato Libro de'Palagi (celesti) o d'Enoch fa narrare 
dal protagonista Enoch a R. Ismaele, dottore della Sinagoga, sacerdote e martire dello Impero 
romano, le gesta e le doti di se stesso, divenuto in cielo Metatrone, descrivendo in una i 
palagi celesti, dove gli angioli hanno dimora. Affermasi nel libro che quegli porta settanta 
nomi ( quanti ne porta Iddio, tratti dalle varie combinazioni del Tetragramma ) corrispondenti 
al numero delle settanta favelle che i Talmudisti pongono nel mon^o. Il Nestore della scienza 
del Giudaismo, il dottissimo E. Zunz dice finalmente Metatrone» una delle più notabili imma- 
gini mitologiche (Die Synagogale Poesie des Mittelalters; Berlino 1855, pag. 477). Quanto 
.alla origine, il lodato sig. Kohut, così nei particolari che narransi di quel personaggio, come 
nel nome, riscontra strettissima analogia col Mittra dei Persiani. Angelolog, und Demonolog., 
op. cit. pag. 7d. 

Pag. 19, lin. 4. Benedetta la gloria dello Eterno (lungi) dal suo loco. Si suole 
tradurre d'ordinario dal suo loco, essenlo il significato della lettera Mem ipve^sssi (Mimme- 
qomò ), quello del caso ablativo. Ma non mancando esempi in cui quella lettera significa lonta- 
nanza, come nei Prov. XX, 3; Num. XV, 24; Is. XIV, 19, la chiosa talmudica se n'è giovato. 

lin. 8. Santificazioni . « Una orazione della Sinagoga che si chiama Santità, o San- 
trazione ( Qedushah ) consiste principalmente nei versi VI, 3 d'Isaia e IH, 12 d'Ezechiello 
ecc. contenenti le lodi che danno a Dio gli angioli, con una introduzione dichiarante che gl'Israe- 
liti intendono al modo di quelli — Come si canta in cielo — A Dio gloria cantar ( Canzon . 
Sacro di Giuda Levita tradotto dall' Ebr. ec. pag. 72, n. 5 )». Qui Santificazioni significa la 
parte degli angioli soltanto. 

lin. 12-3. Santo fra 1 saperni^ santo fra gl'inferni. V. l'altra chiosa qui indietro 
a pag. 127, lin. 14-5. 

lin. 23. Casmali. V. la nota precedente intomo a Ofano, 

lin. 25. Lo Eterno regna ^ lo Etemo regnò ec. Son notabili queste proposizioni in 
quanto che nel Breviario delle orazioni quotidiane sono posta in mezzo a versetti scritturali, 
quasi formassero uno di essi, e ne viene riportata dai commentatori una stessa chiosa. V. il 
Breviario di rito tedesco, intitolato Bet Rachel 3.*^ediz. di Varsavia 1866, pag. 77 a. Chi sa 
che in passato non sieno state prese per un versetto scritturale? Non sarebbe il solo caso. V. su 
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questo argomento una lettera deiriilustre Luzzatto a S.G. Stero nell'Odor Nechmad, Parte 2.» 
pag, 34 e seg., Vienna 1857. 

Pag. 20, lin. 2. Lo flume di fnooo nomato Bigione trae brago ardenti ec. Ritroviamo 
le stesse immagini nel Gen, Magno^ Se/. 7P, ripetute nel Libro de' Treni Magno Gap. IH, 22-3, 
dove un dottore della Sinagoga risponde all'imperatore Adriano. 

Adriano 

Voi a/fermate che niuna schiera celeste ripete V inno di lode , ma ogni di lo S. 
( b, L) crea una schiera d'angioli novelli, i quali^ detto un novello canto, e* se ne 

vanno . 

R. Qiosuè di Chanina 

Si. 

Adriano 



E dove se ne vanno? 



Colà ond' e' furono e reati . 



E donde fUrono egli creati f 
Dallo fiume di foco . 



R. Qiosuè 



Adriano 



R. Giosuè 



Adriano 

E che fa egli lo fiume di focof 

R. Giosuè 

Fa come lo nostro^ Giordano, il quale non s'arresta né di né notte . 

Adriano 

Onde vien egli ? 

jR. Giosuè 

Dal sudore degli animali (santi) i quali sudemo dal portare il trono dello 
S, (b l.), 

E le stesse cose espone il Talmud Chaghigah, 14 a. Il nome di Rigione (Righion) 
fiume, l'ho ritrovato nel primo testo del libro de' Palagi intitolato ilfa^/no (Hekalot Rabbati) 
al capo 13, dove si dice che circonda il trono di Dio. 

E il libro d'Enoch dei biblici apocrifi, ai Gap. XÌV, 19: «Et de sub throno magno 
rivi ardentis ignis defluxerunt ». 

E il cit. libro de' Palagi {celesti) pag. 184, ha questa descrizione: ^Allorché gli angioli 
ministri recitano lo Santo alla presenzia dello Santo (b, l. ), come e* si conviene, altri sìmì 
ministri del trono escono di sotto a quel trono della gloria con somma letizia; ognuno 
de' quali ha nelle mani migliaia di migliaia e millioni di millioni di corone di stelle, dallo 
splendore pari in vista a quello della stella di Venere. E elli cingono que* primi angioli 
del ministerio e duci magni che recitano lo Santo, di tre corone: d' una però che quelli 
profferiscono Santo; d' una, però che quelli profferiscono Santo, Santo; cT una terza però 
che quelli pn)/feriscono Santo, Santo, Santo. E all'orche lo Santo recitano com' e* si conviene, 
uno foco divoratore sprizza dallo dito mignolo dello S. (b l. ) e si scaglia in mezzo alte 
st4e schiere, e si parte in quattrocento novantasei mila millioni di parti, secondo i quattro 
campi di angioli del ministerio, e in un tratto consumali, secondo è detto: Foco dinnanzi a 
lui procede, e ardegli d' intomo i nimici ( Salm. IIIG, 3 ) ». ^ poscia lo S. (h.l. ) apre la 
bocca e detta una parola^ ne crea in loco di quegli cUtri^ alcuni novi loro simiglianti, i 
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quali si stanno ritti cantando oiascuno innanzi al trono della gloria di lui , ^ recitando 
lo Santo , secondo è detto : « Si rianovellano alld mattine coloro ia cui tu (o Dio) hai somma 
fede ( Tren, IH. 23)». 

lin. lo-d. Gallunr^ cke discopre la Rocca — Baitele. Il mio secreto è Dio. 

Un. 16-7. Però che ode da dietro al Telo elò che si decreta. Questa forma udire 
da dietro al velo che si trova non di rado nel Talmud, è immagine tratta dal Tempio 
dove un velo disgiungeva dal Santissimo il Santo, e significa una specie di rivelazione di fatti 
avT^'nire, ma prossimi. V. Talm. Berakot i8 b, Chaghigah^ 15 a, Sanhedrin 89 b e altrove. 
La voce che è usata per velo, ò Pargod=^Pargodà nel caldaico di Jonatan «= Paroket ebr., il 
velo del tabernacolo. Il lodato sìg. Kohut deriverebbe Pargod dall* antico Persiano Fargard^ 
separatore, divisore; spiegazione, osserva egli, corrispondente a quella dell' Isaacide che inter- 
preta quella voce: parete ( Mechizzah ) che separa dagli altri il luogo della divina 
presenzia . 

lin. 17-8. E Ella di buona memoria si sta ritto sai monte Oreb ec. È noto che essendo 
questo profeta, secondo il racconto biblico (II. Re II, 11), salito vivente al cielo, le leggende talmu- 
diche il fanno immortale in terra come Enoch, ne narrano numerose apparizioni con vari intenti, e 
gli conferiscono vari uffizj pii e salutari come il presente, il quale risponde più particolarmente 
a quanto afferma Malachia profeta, che lo fa banditore dell* ultimo giudizio. Del resto il ver- 
setto X, 20 deir Ecclesiaste è spiegato così dalla parafrasi caldaica, come nella nostra leg- 
genda. U testo dice alla lettera: « Nemmeno in tua mente lo re non maladire, nò nelle tue 
camere da letto maladire il ricco, per6 che il volatile del eielo fa correre la voce, e lo alato 
riporta la parola ». E la parafrasi: « Nemmeno in tua mente e nelle latebre del tuo core 
lo re non maladire^ né dentro alla tua camera da letto maladire lo savio (^); però che 
r angiolo Raziele fa suoi bandi ogni di dal cielo sullo monte Orebbo, e la voce ne corre per 
lo intero mondo. E Elia sommo sacerdote va volando per V aere de* cieli a guisa d aquila 
aligera^ e riporta le cose che <' operano celatamente a tutti gli abitanti della terra » . 

lin. 24-5. €h' e' toglie una specie di piatto ferreo che ò propriamente di fuoco ec. 
Non ho ritrovato origine di questa parte singolare della leggenda; la quale pare che raffiguri 
il concetto, che la giustizia dei re ò protetta da quella di Dio, di cui ò simbolo 'questo fiume 
Rigione nel quale si purificano le Intelligenze celesti . 

lin. 35-6. Sete stati voi fatti schiavi in Egitto ... ec. / Talm. Shaòbat 88 6 , 89 a. 

Pag. 21. lin 15-6. Come ò formidabile lo nome tuo in tutta la terra, laddove ec. 
Ogni parte dell' universo ha quello che le spetta; in terra ò fatto formidabile il nome di Dio 
per mezzo della Legge, laddove in cielo la potenza divina si manifesta più da vicino , è più 
chiara o splendida e non ha d*uopo per farsi riconoscere di quel sussidio. Questo ò quanto 
gli angioli riconoscono col profferire la esclamazione tratta dal Salmo . 

Questo medesimo versetto del Salmo abbiamo già recato in una nota a principio della 
pag. 129 in mezzo a un brano talmudico, e ponemmo ivi nella versione alcuna differenza dalla 
presente. Eccole entrambe. 



Versione Prima 
O Eterno, Signore nostro, come è (già) 
formidabile lo nome tuo in. tutta la terra! 
Però diffondi tuo splendore (la Legge) sopra 
i cieli. 



Versione Seconda 
O Eterno, Signore nostro, come ò for- 
midabile lo -nome tuo in tutta la terra, lad- 
dove ò diffuso tuo splendore sopra i cieli! 



(^) Qaesta parafr&si tiaslata riceo del testo^ in moto, forse per dare un insegnamento d* alta filosofia mo- 
rale : che rera ricchezza è il aenno; se non ò per errore di copisti • 
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Dalle parole aggiunte in parentesi alla prima versione per chiarire il senso e che non 
sono del testo, il lettore avrà già intesa la differenza dalla seconda. Avrà veduto che le 
parole stesse nel primo caso vengono interpretate come istanza degli angioli a Dio, affinchè la 
l^SgQ agli uomini (a carne e sangue ) non concedesse, ma lasciassela in cielo; nel secondo 
per contro, come approvazione di quel fìitto e lode. Poteva egli quindi il versetto in ambi i 
casi suonare lo stesso^ ossia i talmudisti che in un caso citavanio, potevan egli attribuirgli il 
senso medesimo che gli altri, i quali 1* adoperavano per fargli significare tutto il contrario? li! 
anzi da notare che nel brano talmudico (Shabbat 89 a) da cui è tratto questo passo del nostro 
testo, vi si riscontra il primo membretto del versetto biblico soltanto; < o Etemo, Signore 
nostro^ come è formidabile lo nome tuo in tu'ta la terra! i^ Ecco rimossa ogni difficoltà 
rispetto alla differenza di senso del passo de* Salmi nei due casi sopradetti, la quale cade piut- 
tosto sul secondo membretto. Perchò nel primo membretto, o intendasi che il nome di Dio è 
formidabile in terra innanzi o dopo che sia data la Legge, il senso della proposizione per se ò 
identico. Il Talmud anzi per di più, quasi presupponendo le obbiezioni che potevano sorgere 
dalla varietà d'interpretazione del secondo membretto, aggiunge: ecco che questo non fu scritto, 
come a dire, osserva il commentatore Samuele Bidels ( Marasah ), che gli angioli qui noi 
profferirono. — Ma in più edizioni dopo il primo membretto v* ha 1* ecc. ( vegomar ) che & 
supporre il secondo. — - Ma ecco che il manoscritto, testo princeps del non mai abbastanza 
lodato raccoglitore delle varianti talmudiche, sig. Rabbinovicz, non ha Vece, 

Un. 20-1. Repente sbigottimento e oblivione eelsero lol ad un tratte. « Dice R. 
Isacco: in su quel punto che lo S. ( b, L ) disse a lui (a Mosè ) va giù, lo viso a Mosè 
oscurassi^ e dalle angustie era fatto quasi cieco, e da che parte scendere non si sapea. E gli 
angioli del' ministerio cercavano di toglierlo di vita, dicendo: ecco l'ora di tomelo. Lo S. 
( b, L ) s' aovedea di quanto gli angioli voleano fargli. Che ftc^ egli lo S. (b. l.)f Dice R. 
Berahia in nome di 22. Chalbo, in nome di R. Chanen di Qioseffò, e di Abba d' Ibo: lo 8- 
(b. l, ) gli dischiuse una porticina di sotto al trono della gloria, e dissegli: scendi, 
secondo eh* e' fu detto: « e lo E temo dissemi: levati, scendi di qua ratto ( Detxt. IX, 12) ». 
R. Azaria in nome di i2. Giuda di Simone e di R. Qiuda di Elheo dice: come Mosè ioa per 
scendere^ gli angioli veniano per torlo di vita. Che fe&eglif E* i' afferrò al trono dello S. 
(b. L), il quale gli stese sopra il proprio pallio ^ affinchè noi finissero ( Esud. Magn, 
Sez. XLU; XXXH, 7. ). 

lin. 21. Jeplpla. Meglio Jefifia , bellissimo. Nel citato libro de' Palagi, (ce- 
lesti) d* Enoch ritroviamo menzione di quest* angiolo cosi: € Novantadue nomi ha Meta* 
trone ... e l'ultimo è Sagantagaele, principi della sapienza. E perchè gli venne imposto lo 
nome di Saganzagaele/ Però che ttUti i tesori della Sapienza sono deposti in sua mano (*); 
e tulli vennero dischiusi a Mosè dal Sinai^ tanto che nei quaranta di eh' e' si stette sul 

monte ^ gli venne insegnata la Legge E come i quaranta di si furono di termina 

pervenuti, gli venne in un' ora tutta dimenticata, finché lo S, (b, l. ) chiamò per lui 
Jefifia^ principe della Legge , il quale la diede a lui in dono ( Jellinek Bet ha-^Midrasch, 
Parte 2.* Lipsia 1853 pag. 116)». E la Parafrasi caldaica di Jonatan al versetto 6 delFul- 
timo Gap. del Deuteronomio dove si parla della sepoltura di Mosò» fatta secondo la tradizione 
giudaica da Dio stesso ( V. qui la nota (^) alla pag. 108 ), annovera gli angioli che parteci- 
parono con Dio nel pio uffizio: Michele, Gabriele primi, poscia Metatrone, Jufiele , Uriele e 

(<) n Toro nome mrebbe Oanaa^ da gktnoM, dtpotUù^ temro; Saganmigakàlt forse vicario dallo BpUtuhre di 
Di; V. i lessici rabbinici alla radico Zug, 



VITA B MORTE DI MOSfe 135 

Jefifia. Jufiele e Jefifia hanno significato, si può dire identico, e Uriele significa Itiee di Dio . 
Secondo il nostro racconto a pag. 53, gli angeli in quel caso furono Michele e Gabriele, poscia 
Zangaziele , secondo ogni probabilità analogo a quello che troWamo scritto Saganzagaele , e 
sarebbe prossimo forse nel significato. 11 Parafraste gli appella tutti quattro rtManh chok- 
metah, dottori della sapienza. 

lin. 22-3. E tutti gli angioli del 'iniiiisterio gli si fecero amici ec. Talm. 
Shabbat, L e. 

lin. 23-4. Il Beerete di nomi divini che si ritraggono da ogni sezione del Penta- 
tenco» Si ritraggono per Qematria ( così la chiamano ) cioè valutando le parole come cifra 
aritmetica, sommato il valore delle consonanti che le compongono, poi componendo con altre 
lettere un nome dello stesso valore, a guisa incirca che Dante fa Dux per cinqiLecento dieci 
e cinque ( Purg. XXX.in, 43 ), il qual nome poi risulta un nome divino, cui si attribuiscono 
virtù taumaturgiche. Talvolta si considera il valore delle iniziali delle parole, talvolta delle 
finali, e si adoperano altri processi analoghi. 

lin. 25-6. Salivi lassù, raccoglievi preda, pigliavi doni per gli nomini. A pag. 17 
lin. 28. abbiamo veduto questo versetto medesimo, citato come apostrofe a Mosò, allusiva alla 
Legge eh* egli conquistò, per dire cosi, sul Sinai, e alle dodici tribù che cattivò al regno di 
Dio. La frase raccoglieoi preda comprenderebbe i due concetti . Qui rimane V ultima parte 
del versetto pigliavi doni per gli uomini, che si riferirebbe ai secreti che allora dettero al 
profeta gli angioli, d'invidi avversi fattiglisi amici. Il Talmud nel passo citato ripetutamente 
del Trattato ShaJbòat spiega in modo singolare: pigliavi doni dagli angioli, in compenso dello 
essere stato ingiuriato da loro come uomo, al quale per questo titolo la Legge si voleva 
negata. Lasciando il senso litterale che, se pure ò d*uopo dirlo, è tutt' altro, vogliamo notare 
che la Chiesa mutato il nome di Mosè in quello di Gesù, non segue altra norma d'interpreta- 
zione. V. la Sacra Bibbia di Vence,, Milano 1832, al Voi. IV delle Dissertazioni, pag. 10. 

lin. 27. E die lo ineenso» L'angiolo della morte eh' è naturalmente signore della peste, 
sapeva^però che l'incenso sacro valeva a farla cessare, e Metatrone glie l'avea insegnato. 
Dio r arcano a Mosè, il quale -lo tradette ad Aronne, ed Aronne, come indica il versetto dei 
Numeri che a lui si riferisce, in una pestilenza lo pose in atto; poi dopo la morte di Aronne, 
Mosè lo tradette ad Eleazaro figliuolo di lui e successore. V. il Gap. di R. Eliezer 46. 

lin. 31-2. Flnees il quale è Elia sommo e nobile sacerdote. Poiché e' furono 

entrambi segnalati quali Qannahim^ ovvero zeloti, anzi modelli di zeloti, Finees per avere 
trafitto lo Israelita scoskimato e la sua druda di Madian {Num. XXV, 6-8), e Elia per la 
strage che fece de' sacerdoti di Baal ( l Re, XVHT 40 ), venne il secondo tenuto mistica- 
mente quale ipostasi del primo ( Jalqut Num. XXV, 1 1 ; 772 ). Lo accenna pure la parafrasi 
di Jonatan del versetto qui indicato e dal seguente, la quale suona così: < Finees zelote 
figliuolo d'Eleazaro, figliuolo d'Aronne, sacerdote ha sedato lo mio bollore contro i 
figliuoli d Israel, allorché sentì lo mio zelo e uccise i colpevoli che fra loro erano ; e a 
cagione di lui V non ho finiti i figliuoli d* Israel nella mia gelosia . ^ Di' a lui con 
sacramento in mio nome : eh' io stringo con lui uno mio patto di pace, e farollo angiolo 
perpettto, e sarà al monlo quale annunciatore della redenzione nella fine de' giorni ». Ora 
egli ò di Elia che le tradizioni rabbiniche fanno un angiolo, e di lui Malachia profeta predice 
che sarà inviato alla veglia del sommo e terribile giorno dello Etemo (in, 25); e, benché la 
Bibbia non l'accenni, egli è reputato sacerdote. Ma s'argomenta non sen%a ragione, veggendolo 
celebrare sacrifizj (I Re XVIIC, 32-4 ). — * Àmen. Questa voce tanto comune nella liturgia cosi 
giudaica ( a*nèn ) come cristiana^ e che suole tradursi cosi sia , sarebbe aggettivo verbale da 
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atnan^ al transitivo /ìertnare, stabilire y allevare , e ali* intransitivo essere fermo ^ sUànie, 
avverarsi. Or di aggettivo fatta avverbio^ appunto come italianamente vero, certo, ha il senso 
di questi avverbi, e s* usa a conferma e augurio. 

lin. 33. Pag. 22. lin. 2. Affermarono i dottori ec. Cantic, Magn. V, 11. Dalla ver- 
sione italiana si dovrebbe argomentare che la Leg^^e fosse stata creata innamzi %l mondo 
soltanto mille anni, o un nunfiero indeterminato di migliaia. Perchè ella afferma che fu delizia 
di Dio og^ni di ; e la voce di si troverebbe una sola volta. Ma siccome l'Ebraico esprìme la 
totalità colla ripetizione, e per dire ogni giorno dice jo)n,jo»%, giorno, giorno, ecco perchè 
se ne ritraggono daemif anni. Se il lettore non ha sdegnato di seguirci Un qui, ha già potuto 
addomesticarsi con questa strana specie di argomentazioni. Ma noi non abbiamo d'uopo di 
avvertire che ò da ba'lare al concetto poetico e morale celato sotto la scabra scorza di 
cOileste quisquiglie cabalistichd e scolastiche . £ codesta personificazione della Legge divina 
che desidera di scendere a beneficio degli uomini, e desua la gelosia delle Intelligenze celesti, 

non ci pare indegna anzi migliore dell' A.strea « virgo coede madentes — Ultima coele- 

stum terras Astroea reliquiti^, P. Ovidii Metaìnorphoseonj I, 149-0. 

lin. 12-3. Non i;\k voi di rieevere la Le^ge avete mestieri. Il Taluni in più luoghi 
ove trattasi di temperare il rigiro di certe redole rituili e legali, conchiude con la seguente 
sentenza in forma provei'biale, che a^iaista autorità di massima: € Non fu data la Legge 

« 

agli angioli del ministerio ( celeste ) » . Berakot 25\ Jomà 30; Mehilah i4; Qiddushin 54. 
E questa ci pare simboleggiata nel racconto eh* è nel nostro testo . L' uomo non dee 
considerarsi come angiolo, noi diremo, né come bruto; e la Legge a lui destinata non dee 
eccedere di rigore né d* indulgenza . 

lin. 18-34. Ma innanzi ch'ei donasse la Legge a IsraeUo, lo S* (b.l.) presso ogni 
nazione e favella era venuto per darla loro ec. L'Ebraico usa favella nel significato stesso 
in cui l'usò Dante, imitando la Bibbia, quando chiamò Semiramide < Imperadiic» di molte 
favelle (Inf V, 54)». V. Gen. X, 5, 20, 31; Is. LXVI, 18. I figliuoli di Esaù benedetto da 
Isacco suo padre con quell'augurio bellicoso, erano gl'Idumei; i figliuoli di Lot erano i 
Moabiti e gli Ammoniti discendenti dall'incesto di lui colle figliuole (Gen, XIX, 30*38); e qu«i 
d'Ismaele il quale, predisse T angiolo alla madre che sarebbe selvaggio uomo e in perpetua 
guerra, furono gli Arabi. Gen. XXXVI, .1; XlX, 30-7; XXV, 13-5. La presente leggenda 
di codesti popoli , pressimi agi' Israeliti di stirpe e di sede, che &nno rifiuto della Legge 
divina, però che impediti da vincoli di tradizioni malvagie, è una delle più ripetute nella 
letteratura rabbinica del medio evo, e ne' suoi più antichi documenti . La recano le due 
parafrasi caldaiche al XXXiU, 2, del Deuter.; più concisamente quella di Jonatan, e più 
ampia la palestinese . Ma dei figliuoli di Lot tacciono entrambe . Poi viene il Talmud , 
Habolah Zarah 2 6, che offre pure un brevissimo cenno del fatto, parlando d* ogni 
nazione e favella, ma senza nominarle; quindi Sifrè debè Rao alla chiosa dello stesso versetto 
( Vezot ha-Berakah 343 ), e non altrimenti la Pesiqtà ( Ugolini, Antiquit. Sacraru n , Voi. 
XVI, Col. MOCj ), e la Mekiltà ( Jitrò Sez. V. ) che mentovano i figliuoli di Ammon e Moab, 
quei d' Esaù e quei d' Ismaele; e il Tanchumah il quale accenna in breve ai due ultimi; la 
Pesiqtà di Rab Kahanà ( ambo sempre chiosando lo stesso versetto ) che anche più rapi- 
damente tocca del rifiuto di tutte quattro le nazioni, e finalmente t Capitoli di /?., Eliezer 
che vi ritornano sopra ( Gap. 41 ), di nuovo ricordando tutti i nomi. Siffatta predilezione per 
lo stesso argomento si spiega di leggieri, considerandolo effetto d' un cert' orgoglio nazionale 
che non è senza ragione, e insieme di avversione a que* popoli dai quali essi gi* Israeliti 
aveano patito secolari ingiurie. 
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lin. 34 Seieesto trediel oomandameiiti. < R, Samleo esponea: seicento tredici cornai^ 

m 

damenti vennero trcmnessi a Mosè per verba^ trecento sessantacinque negatioi corrispon- 
denti ai trecento sessanUi di solari: e dugentù quarantotto positivi corrispondenti alle ossa (') 
deWuomo. Dice R, Avnefnnune ( Agamennone^ ): da quale versetto della Scrittura viene ciò 
indicato^ Dal seguente: < Legge impose a noi Mosè, redità della raimanza di Giacobbe ( Ddut. 
XXXm, 4) »; Toràh (Legge) vale per Gematria seicenf undici. « Io sono lo Eterno Iddio 
tuo Non avrai altri Dei in faccia mia di bocca della divina potestate ab- 
biamo pure udito ( Talm. Maccot 23 &, 24 a) ». Con quel suo stile dai sottintesi infiqiti e che a 
ragione fu detto pregnante^ qui il Talmud intende dire che ai 61 1 comandamenti ùidicati al 
modo sopradetto, due essenziali sono da aggiungere, che si traggono dai due primi versetti 
del Decalogo {Esod. XX, 2-3, Deut. V, 6-7): l'adorazione di un Dio solo, e il divieto della 
idolatria. Questi comandamenti oltre la loro intrinseca, suprema importanza, sono poi santificati 
eminentemente dalla tradizione, in quanto essa afferma che, laddove gli altri comandamenti 
furono detti da Dìo a Mosò e da Mosò ripetuti al popolo, questi due primi furono detti al 
popolo dalla voce stessa di Dio. Aggiunti però questi due agi* indicati 611, ecco i 613. Ala 
codeste sono al solito indicazioni mnemoniche o arguzie alle quali dee avere preceduto il fatto 
d* una primitiva, originale partizione dei precetti della Legge in quel numero determinato, la 
quale fu poi mantenuta. Il primo, a quanto ci è noto, che la traducesse in un'opera a bella 
posta, fu il dotto rabbino, Simeone dal Cairo, dell' Vili® Secolo dell* E. V. « Questi, dice il 
€ sommo bibliografo Steischneider , « compose un compendio delle Halakot (*) più importanti 
€ di ambo i Talmudi sotto il titolo di Grandi Halakot ( Halakot Ghedolot), la cui introdu- 
€ zione contiene il primo tentativo conosciuto di ordinare tutte le leggi sotto l'antico 
€ numero canonico di 613, cioò di più specialmente determinare quei 613 precetti, da quanta 
« materia di Ealakah abbiamo. Di quest' opera teoretica non si sa qual fosse 1' occasione e 
< mette conto d'indagarlo (Articolo Jùdiscfie Literatur nella Enciclop. ted. di Ersch e Gruber 
€ pag. 369) >. L'opera indicata fu scritta nel 741, e dopo, la enumerazione entrò nella Liturgia. 
Imperocché la Sinagoga fedele al suo intento di accoppiare al culto la educazione religiosa, anzi 
riducendo il culto a preghiera e a lettura didattica, sin dall' VIQ secolo e avanti, stabili per la 
Pentecoste la lettura d'una esposizione dei 613 Comandamenti. Già nel Breviario d'uno degli 
autorevoli Qheonim {Eminenze, Capiscuola di Sura e Pum-badita, dal 691 al 1055), Rab 
Hamram, del 931 circa, edito la prima volta a Varsavia nel 1765, a pag. 43, sono citate siffatte 
esposizioni sotto il titolo di Azharot, Ammonimenti; e taluni de' più illustri fra i poeti ebrei 
non disdegnarono l'aridità dell'argomento e s'adoperarono a verseggiarle. Le verseggiò e rimò 
prima il celebre Gahon, teologo, moralista, giureconsulto, traduttore e commentatore della 
Scrittura, Sahadia da Faium (892-942) con un singolare concetto adombrato dagli antichi (Num. 
Magn. Sez. 13, sul vers. VII, 14) e poi accolto da alcuni: del dedurre tutti i 613 comandamenti 
dai dieci del Decalogo, come conseguenti di questi. Il suo componimento su questo soggetto venne 



(}) Trftdaco Mbarim non m$mbra, come il Tocabolo suona nell* Ebraico rabbinico, e saole tradursi, ma 
perchè qai piik probabile, e non contrario alla scienza. Lo imparai da ana nota dell'Ulustre Lonatto neUa Storia 
dtgii Jòm' del Bianchi Giorini, pag. 681. 

(«> ffmhkak, tmdammta, proetd im m d a ; qnindi gMimo pratico, Uoi praUtìa in contrapposto a Midnuh, indagiti», 
mudio, e ad ffagadah, inugmm^tUo iwrttiùo, iraUba& significa pure conguHuiine, e infine,. come qai, spesso norma. V» 
U iMsico HùmA a questa Toce, • lo Zani, Dio gotio$iÌ€n§mAo Vortràgo dor Juden pag. 42; Dnkes, BtMnnioAo Blu- 
moiéUoo nel Glossarlo «lU stessa roce; finalmente qnei che U riassume , lo Steinschneider al cit. articolo de 11* Ba- 
cidoped. pag. 862, nota 7 . 

Scienze Noolog. T. XVII ^^ 
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Stampato in una collezione di cose inedite di antichi Ghehonim^ dal Doti. Rosenberg in Ber- 
lino, nel 1857. L' A. entra in materia cosi: 

Io sono fìioco divoratore (^) ( disse Iddio ) e acceso più d' ogni lampa . 

E lo verbo di lui è pur come fUoco^ e scintille i numerosi comasidamenti àie m 
ogni parola sfavillano (•) 

Per sua sapienza , la quale comprende nel Decalogo seicento tredici comandamenti 
insegnabili, 

Parole dello Eterno^ parole pure (^). 

Le verseggiò pure fra gli antichi , con più evidenza , Elia haxxaqen, prisco ( ovvero 
nome di famiglia ), della metÀ dell* XF secolo; e le sue Azharot furono accolte dalle Sinagoghe 
di Francia e Allemagna; ma in [spagna e Palestina fra molti componimenti sull'argomento stesso 
(nove ne conta il dotto Dukes, nel trattato ted. Intorno alla conoscenza della Poesia reli- 
giosa neobraica. Francoforte sul Meno 1842, pag. 44 ) venne preferito quello d'un contem- 
poraneo di Elia, ma molto più celebre di lui, di Salomone ben Gkibirol ( Avicebronio ) non 
meno conosciuto ai nostri dì come poeta che come filosofo . 

Un. 35. Faremo e ascolteremo. Riporteremo qui la spiegazione data già altrove ( An- 
nuario della Società per gli Studi Orientali, Anno L pag. 100). « L'Esodo XXIV, 7 narra, come, 
letto eh* ebbe Mosè agi* Israeliti la Legge del Sinai, il libro del patto .... e' dissero : tutto 
quanto parlò V Etemo noi faremo e ubbidiremo. Ma quést* ultima parola nel significato proprio 
varrebbe ebraicamente: udiremo. Ora il Talmud cosi la interpreta, volendo insegnare che 
tant'era lo zelo infervorato di que* devoti, da farli parlare prima dello eseguire che dello 
udire, quasi e* dicessero:» Tanto m* aggrada il tuo comandamento, — Che 1* ubbidir, se già 
fosse, m* è tardi ( Inf. II, 79-80 ) ». E di codesta loro parola fa più volte gli elogi, come di 
merito grande e speciale d*Israello ( Shabbat 88 )». Qui dove prosegue a narrare degli angioli che per 
quel merito ogni Israelita doppiamente incoronarono, aggiunge: « Dice R. Eleazaro: in su 
quel punto che gV Israeliti anteposero il fare alV udire , sorse la eco celeste a dir loro: 
chi ha egli rivelato a' figliuoli miei quello arcano^ adoperato dagli angioli del ministerio, 
secondo cK è scritto : « Benedite lo Eterno o angioli di lui valenti in virtute, che fate il suo 
comando p^r udire {ubbidire) la voce di sua parola ( Salmi COI, 20 ) »; innanzi che fate e dopo per 
udirei (*) Dice R, Chama di Chanina : che significa egli il versetto : « come lo melo fra gli alberi 
della selva, cosi è 1* amico mio fra i figliuoli ( Cani, II, 3 ) » ? Perchè gì' Israeliti vennero egli 
comparati allo melo? Per dirti: in quella guisa che lo melo ha il frutto precedente alle 
foglie (^); non altrimenti gV Israeliti preposero il fare aW udire». 

Pa:r 23, lin, 3-4. Datemi malleTadori che voi la manterrete» ì^idrash TehilUm 
Salm. Vin, 3; Cantic. de' Cantic. Magn. I, 4. 

lin. 4-5. Àbramo . • • questo è già debitore, rispose, a cagione d'Ismaele* Cioò 
( come dice poi d* Isacco rispetto a Esaù ) per 1* amore che portò ad Ismaele . Abramo è dun- 

(*J Deut. IV, 24; IX. 8. 

(«) (?«r, XXIII, 29. Talm. Shabbat 88 h; Sanhedrin 84. 

(S) SaXm, Xn, 7. Intende il poeta diro che codesti comandamenti dedotti, secondo il concetto sno, dal De- 
calogo, tono insegnabili e legittiai, e pura parola di Dio come il Decalogo medesimo. 

(*) Applicando al rersetto de* Salmi la spiegazione data a quello succitato deIl*£sodo s* Intende facilmente 
quello che dice la eco celeste. Gli angeli anch* essi antepongono l'eseguire aU'ndir*, • i|aesto areaiMS questa virtù 
eccelsa fu loro rapita dagl* Israeliti. 

(^ AltrOTO {Cam. da' Camt. Magn, II, 8) più esatto: « in qutOa gwUa dU aUo méU> U Jhf pfoti^ U fogli» . 
Si può star certi che R. Chama non ha letto il Tirgiliano: ■ Sed tmdit geramas, et frendei ezplicat onniet 
{Omrg, II, 885). 
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qoe debitore, cioò colpevole O per qoest' affetto ; che, per giadìcio de* dottori della Sinagoga , 
era Ismaele cotanto indegno d'affetto non per se, quanto per la sua qualità di stipite di quello 
imperio arabico mussulmano dal quale gì' Israeliti patirono cosi gravi persecuzioni, e contro il 
quale i poeti deUa Sinagoga ebbero copia di epiteti ostili straordinaria (*). Sono esagerazioni 
del sentire nazionale, inacerbito da tali e tanto terribili cagioni. Ma talvolta i dottori conside- 
rano i fatti con giudizio più mite, opperò più retto, e non fanno gli avi mallevadori delle colpe 
dei tardi loro nepoti. Ecco un brano riguardante appunto Ismaele che n' offre prova. < Ora 
ascoltò il Signore il grido del giovanetto, e l'angiolo del Signore chiamò Agar dal cielo e 
dissele: che ha' tu Agar? Non temere, che il Signore ha ascoltato il grido del giovanetto, 
colà dove gli è {Qen. XXI, 17). L'angiolo del Signore chiamò Agar dal cielo per merito 
cTAbroìfio; ha ascoltato il gricTo del giovanetto colà dov'egli era, per merito di lui medesimo^ 
però che la orazione dello infermo medesimo è d^ ogni altra piti acconcia. Di colà dov'egli 
è. Dice R, Simone: sursero con empito gli angioli del ministerio ad avversarlo dicendo in 
presenzia di Dio: Signore de' mondi! Uom che dee un di far morire li figliuoli tuoi di sete^ 
e ivi farai tu sorgere per lui una cisterna d'acqua? Ei rispose loro: in questo momento 
qual'è egli, rio o giusto? Giusto, elli risposero, lo non giudico V uomOy sog giunse , se non 
conforme allo suo momento {Gen. Magn, Sez, 53) >. 

Or veggiamo qui la leggenda di codesto peccato de'figliuoli d'Ismaele. < Ottanta mila 
sacerdoti adolescenti essendosi aperta una via in mezzo alle milizie di Nabuccodonosorre, 
recando in mano scudi aurei, pervennero accanto olii figliuoli d^ Ismaele, Costoro gli por- 
tarono fuori salumi e otri gonfiati. Quelli diceano: noi vogliamo innanzi bere. Vo* dovete 
mangiare innanzi, quegli altri rispondeano, e poi berete. Dopo cK elli ebbero mangiato, 
ognuno di quegli altri die di piglio a un otre e cacciollo in bocca a uno di loro, al quale 
il vento (dell'otre) penetrava nel ventre, che scoppiatagli (Il libro de' Treni Magno II, 2: 
riportato con parecchie variami dallo Jalqut, Is. XXI, 13; 421 ); e nel Talm. gerosolimitano, 
Tahanit Cap. IV, dopo alcuni altri fatti funesti ad Israele aventi con questo alcun' analogia, si 
narra in termini pressoché identici anche questo. Quanto valore isterico sia da concedere alla 
leggenda, non sapremmo ben dire; quanto alla esagerazione del numero de' Sacerdoti, e' non ò^ 
da fame caso, però che è costume delle leggende, e più delle orientali. Ci sia permesso intanto 
il proporre una congettura. Dopoché Nabucco ebbe presa e fatta diroccare Gerusalemme^ e 
dato al popolo il paese di Babilonia per sua dimora, ne creò reggitore Godolia figliuolo d'Aicam, 
uomo gentile come di stirpe cos) di costume, e giusto. I fuggiaschi durante l'assedio si raccol- 
sero intomo a Godolia in Maspa. Eravi fra i loro capi un certo Ismaele figliuolo di Netania, 
un ribaldo. Il quale venuto con dieci de' suoi a Godolia che raccolse con somma bontà e gli 
fé* apprestare un lauto banchetto, cogliendo il punto che Godolia s' era alquanto inebriato, uccise 
lui e i suoi ; e molti di coloro che veniano cop doni per onorare il Governatore della terra , a 
tradimento fé* scannare. V. Gerem. XL, 8 e seg., e Flavio Antichità Giudaiche lib. X, Gap. 
XI, 11. Ora nella guerra che si fece prima fra Nabucco e il popolo d'Israele, non parmi fuor 
di ragione il supporre che dal canto de' partigiani di oodesto Ismaele si sia &tto alcun tradi- 
mento contro gì' Israeliti, del genere di quello qui narrato , e di cui sia rimasta nel popolo 
oscura ma durevole ricordanza, talchò poi i partigiani di questo Ismade si'sieno confusi coi 
discendenti del figliuolo del primo patriarca. 

(1) DAUon ( Ohajjab ) nel ienso di colpefole ( debitore deirammenda), ò usa to nelle yersioni caldaiche al 
(?•». XYUU 28; Al ^«m X^XV, 81; Oiob. IX, 22 e altrove, nel Talmod, Shabbai 2, 29 b, Sanhtdrin 96, ed ancb» 
neir ETangelo, Matt. VI, 12; Luca XI, 4. 

(>) Vedi Die SptagogaU Poérit dt9 MìttdaX»»r$ del Tenerando Zuni pag. 444^47. 
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lio. 7-8. Criaoobbe lo ano roto al ritornare 41 HeoopotaalB nom «iomi^to. 

€ Vieni a osservart U punto dove si narra che Giacobbe recavasi in Mesopotamia; cAe vi sta egli 

scrittoi € E pronunziò Giacobbe voto dicendo: qaesta pietra che ho posto a obelisco, 

sarà casa di Dio , e di tutto quanto mi donerai, per fermo la decima darottene ( Qen. XXVIIl ^ 
20,22 ) >. Il signore lui fé' ritornare colla mente sopra ogni parola . Egli s' era partito e 
fatto ricco; era venuto e s* avea preso dimora; ma suo voto adempiilo non €tvea. Il Signore 
aveagli inviato Esait, il quale avea tentato di spegnerlo (*), aveagli tolto tutto quel dono di 
dugento capre^ ma ei non senti. Gl'invio r angiolo il quale si coverse di polvere lottando con 
lui, ma nollo spense, secondo è detto: « E e' si rimase Giacobbe solo; e lottò uno uomo con 
lui ( Id, XXXII, 25 ) », cioè Satnaele (^) patrono d'Esaù^ il quale avea tentato di ^gn^rlo^ 
secondo è detto: « E vide cerne non se ne potea con lui ( Id. tbid, 26 ) ma Giacobbe vi s'era 
azzoppato. E poiché non avea sentito , gli venne addosso la sventura di Dina , secondo è 
detto: € E andò fuori Dina ( Id, XXXIV, 1. ) ». E come non avea anco sentito^ gli venne 
addosso la sventura di Rachele, secondo è detto: E Rachele si mori e fìi sepolta (XXXV, 19); 
il che conforta la sentenzia di Rab Samuele di Nachman, che dicea: chi fa voto e nolV adempie^ 
è cagione che la donna siuz si muoia ^ secondo è detto: € Se non hai tu da adempiere, perchè 
fare che ti si tolga '1 tuo talamo di sotto (Prov. XX il, 27.)? » Lo S, (b. l. ) disse: fin quando 
codesto giusto patirà senza sentire per quale peccato e^ patef Eccomi informamelo^ secondo 
è detto: « Ora disse lo Signore a Giacobbe: le rati , sali a Betel e pigliavi dimora ( Gen. 
XXXV, 1 ) » . Dice R, Ibo : il Signore con ciò diceagli: se lo tuo vaglio è muto , e tu sen- 
tilo {*) . E' non t' hanno incolto codeste moie venture, se non perchè lo adempimento di tuo 
voto ha^ indugialo, E se vuo* tu che altra mala ventura non V incolga^ levati, sali a Betèi 
e edificavi uno altare in quel loco nel quale avei fatto a me lo voto. < V sono lo Iddio di 
Betel dove tu consecrasti queir obelisco, dove facesti a me lo voto ( Id. XXXI 13)». Dice R. 
Abbà di Kahana: lo {b. S. L) disse a Giacobbe: in momento d' angustia voti, in momento di 
larghezza si dimettono {% Come tu eri nelV angustia, si pronunziavi voti , e come sei in 
larghezza, si dimentichi . Incontanente » disse Giacobbe alla famiglia sua e a tutti che seco 
avea: togliete via gli Dei dello straniero che in mezzo di voi avete, e purificatevi e mutatavi 
di panni. — - E leviamoci e saliamo a Betòl e ivi i' edificherò uno altare allo Iddio il quale 
m' esaudìa nello di di mia angustia ed era con meco nel cammino che corsi €(Gen. XXXV, 2-3)». 
( Tanchumà, Vaishlach Sez. 8; e Gen. Magn. Sez. 81, al vers. succitato)»- 



(() Aoohe questo è tradizione di leg^srenda ( Gtn. Magno Sez. 78; Si/ri DM Roh, 69; Mxft (knOb Jfatam, 
Gap. 34 ); ohe il testo biblico dice tutt* altro . 

(1) Dalle parole dette precedentemente si rede che il Midrath traduceva il Tocabolo nel suo significato 
primo: »' impolinrà . V. 1* Isaacide a questo versetto. • 

(3) SamatU, angiolo della morte e demone, che vedremo molto «nlla seeoa nelift norie di Mote, « i) mi 
nome suona potenaa vmefioa, o patentitnmamenU PtntfècQ. 

(<} Proverbio registrato dal Dukes nella sua ottima BahbinùcK* BlumenU$€ al N.° 482 pag. 206, con la 
spiegazione seguente: Quello che non si può conseguire colla bontà, egli è da promovere coiraosterità e il rigore. 
Nel caso nostro significa per rappuntr. quello che vion dopo. Il vaglio che d& la farina simboleggia Y attività, e le 
■colie, le trìbolaiionf ofae correggono i rìzj, e Taecidia SiXitono . Se sei inerte al dovere, significa fn somma, seotìtì 
coi dolori. Altrovd^coUo stesso concetto i rabbini: « Se uom tede vénitn addMto trib^Umomi, frughi ii«0t pfvjMnie 
canoni (Talm. Berakot 5)». < Perohè li Jlgliuoli d' ItraeU fìiron egli raffiguroti aU' «{t«o? Per diHi: a qnella guiea 
che l'ìdiwo wm produce V olio ee non ei peeta, ooèi li Jiglimii d' feraeU (e si può dira gli uomini) al hem» non ritornano 
M non per via delle tribolamoni (Mtnaahat 53, b) *, Un proverbio toscano dice: • IiC avversità riducono a segno •>. 

(^) Altro proverbio registrato dallo stesso diligentissimo raccoglitore al N.« 175 pag. ISé, il quale non ha 
mestieri di spiegazione. Il volgare toMiiue dice: «vata la graiia, gabbato Io Santo. 
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Nella diebiaraziane delie colpe degfi avi v'ha in un'altra leggenda alcana non lieve 
difierenza, per cui stimiamo bene recaria. € Elli diceano ( gì* Israeliti ) : i padri nostri noi 
n^allevano; lo S, (b, L) rispondea loro: quanto ai padri vostri, t' Vho con loro. Àbramo^ i Vho con 
luif perchè disse ; < in quai goisa sarò oerto che conquisterolla (Qen, XY , B)(*)ì »; Isacco V V ho 
con lui, perchè egli tenea caro Esaù^ e io V odiava^ secondo è detto: « E Esaù io odiai {Malaeh. 
I, 3)»; cosi con OimcobòCj però che disse: lo mio cammino ò fatto occulto allo Etemo (^ (/«. 
XL, 27 ) ». Ma recatemi mallevadori buoni e io a voi la dono { la Legge). ( Cant. de* Cani. 

Magn. I, 4)». 

Un. 20-21y E viriate altro nen è ohe la Legge, secondo è detto: «Lo Eterno vir- 
iate al popolo sao e* darà». La versione caldaica di questo primo membretto dell'ultimo 
verso del Salmo XXIX è appunto questa: « Lo Etemo die la Legge al suo popolo; inten- 
dendo la voce Ho»^ fòrjsa ( che noi abbiamo tradotto virtute, all'antica ) in senso morale. Lo 
Jalqui chiosando poi questi versi {Saltn. N.^ 710) narra che i re della terra il giorno che fti 
data la Legge , spaventati dalia voce di Dio, andarono per consiglio a Balaamo , con cui 
tennero questo dialogo. 

/ Re 

Che è egli codesta voce strepitosa ch'abbiamo uditoì Fa egli fbrse venire lo 
dilimof 

Balaamo 

Ormai lo S. ( b, l, ) ha fatto sacramento che lo diluvio non farà egli venire mai 
più^ secondo è detto: e . . . . chò ho giurato di non fare scorrere più le acque di Noè sulla 

terra {Isaia LIV, 9 )». 

/ Re 

Uno diluvio d'acqua per avventura e* non farà venire; ma e' puote far venire 
uno diluvio di foco; però eh' ei fa detto: < che col foco lo Eterno giudica {(Isaia LXVI, 16). 

Balaamo 

Oramai^o S. ( b, l.) ha fatto sacramento di non far venire diluvio di qualunque 

maleriaj secondo che fu detto: < Nò ei vi avrà più diluvio da distruggere la terra 

( Qen, IX, 1 1 ). Ma uno cbbietto prezioso ha egli nella stanza de* suoi tesori , deposto presso 
di se da novecento settantaquattro secoli innanzi che lo mondo fUsse creato e ne fa dono 
allo suo p<^^olo , secondo eh' è detto .* 4C Lo Etemo vìrtute allo suo popolo e' darà ( Salm. 
XXIX, II)». 

/ Se tutu 

« ( Lo Eterno dia allo suo popolo virtutef (Tratto dal Mekiltà, Jitrò Sez. 5, ma con 

molta variazione) ». 

« 

lin. 25. Tre bei doni ftarono fatti a Israello ec. Omessi pochi versi soltanto del- 
l'originale, qui incomincia la Leggenda del commiato d'Aronne, 



(<) La Terra Promesia. Già nel testo a pag. 15 e nella nota a pag. 122, lin. 17 abbiamo ritrovato qnesta 
parola d* Abramo che accennerebbe a dubbio neiranimo del patriarca, e quindi a colpa, aTTOgnachò taluni abbiano 
■rasato quel dubbio, attribuendolo a umiltà . Il lettore avrà poi eseerrato come qui e altrore e spesso 1 patriarchi 
aisumeno e sostengono la persona dei loro discendenti. 

O Secondo il senso litterale, si tratta d' nn rimprovero che Isaia profeta fa al popolo disraele, della sua 
poca fede. « FmxM din H o Oioootbé^/atHili eof) o Itradt: lo mio «mitiMiio ì fiato ooavUÉo aUo Eittuo t » Cioè' le opere 
mie e insieme i casi miei sono come ignoti a Dio, e egU non se ne cura. La leggenda attribnisce qnì il linguaggio 
così dobitoso al patriarca medesimo, senza indicare quando e dorè V abbia usato; per Tnso indicato nella nota precedente. 



142 DIBKNBDBTTI 

iin. 26. Per merito di Maria fa loro donato 11 posio* Dice il testo biblico ( Htan. 
XX, 1-2): ... Il popolo pigliò stanza ia Cades. E mori quiri Maria e iawì sepolta. — E e^ 
non v*ebbe acqua per T assemblea; e perù si ragunarono contro Mosè e contro Aronne ». La 
leggenda nella successione dei due versetti riscontra legame di causalità, e lo significa primie- 
ramente nella parafrasi di Jonatan, la quale espone il secondo yersetto cosi : < Or come p$r 
merito di Maria lo pozzo era staio donato, cosi quand' ella si fu morta lo pozzo /U sot- 
tratto . « E e* non y* ebbe acqua per V assemblea, e però si ragunarono contro Mosò e contro 
Aronne ». Già di codesto merito attribuito a Maria abbiamo veduto menzione nello squarcio 
del Midrash riportato a pag. 90. Un fenomeno naturale ricordato nel Talmud gorosoiim. al 
Tratt Kilaim verso il fine del Gap. 9. era feitto per mantenero nella memoria e neUa fenfriigia 
del popolo la leggenda del pozzo . < Afferma R, Ch\ja di Aba: chiunque ascenda alla montar 
gna di Jesimon ( o dello diserto ), gli viene vedtUo una specie di vaglio nel lago di Tibe- 
riade. È codesto lo pozzo di Maria. Dice R. Oioanni: i dottori ne hanno determinato il 
postOj e sta esattamente di faccia alla antica Sinagoga di Sasgonin ( o di Sangonin , o di 
Sarongin, o di Tiberiade, secondo le varie edizioni (*). Stando alla immagino usata per para- 
gone, breve ma efficace, si trattava qui d'una sorgente d'acqua in mezzo^ al lago; fenomeno 
di cui abbiamo esempio anche noi nel maro, al Golfo della Spezia. Ohecchò ne sia, il popolo 
com*è suo costume, rannoda un fatto naturale alle sue ricoi*danze sacre. 

Iin. 26-7. Per merito d'Aronne le nuvole della divina maestate. Anche qui la 
leggenda ha proceduto nella stessa guisa. Dice il libro de' Num, (XX, 29, XXI, 1 ): <E 
vide tutta l'adunanza come Aronne gli era trapassato, e piansero Aronne trenta di tutti 
quei della casa d' Israele. E avendo udito lo cananeo re di Harad abitatoro del meriggio, comò 
Israello era avanzato per lo cammino di Atarim, assalse Israele e gli tolse prigioni ». Tu argo- 
menti che morto Aronne^ incontanente le nuvole della divina maestate si erano dileguate e 
gV Israeliti appariano a guisa di femmina denudata. E chi era lo re di Harad? Era costui 
amalecita, secondo ciò eh' è detto^ che « Amalech avea stanza nella regione meridionale ( Id. 
XIII, 29 ) », e si stava sulla breccia . Co^ne udì essere morto Aronne e Meguate le nubi 
della divina maestate, incontanente con quelli appiccò la zuffa. E un altro argomento recano 
della medesima specie . < E che le nuvole della divina maestate si avessero per merito di 
Aronne, onde si tragge egli? — Appena dileguatosi Aronne, che si riscontra egli scriUof 
« E l' anima del popolo s' impazienti per lo cammino ( Jbid. XXI, 4 ) », però che lo Sole 
ferlalo. Perchè, morto Aronne, non v' erano più le nuvole a riparamelo ( Tanchumà Chuqat 
Sez. 18; libro de* Numeri Magno Sez. 19; Talm. Rosh ha-Shanah 3, e Thahanit 9)». E queste 
nuvole dovevano essere, secondo la leggenda, di natura affatto particolare, e dotate di virtù 
prodigiose. Nel principio del citato libro de* Numeri Magno si chiede: < Quante nuvole della 
maestà divina accerchiavano egli Israele netto diserto? Rispondono R. Hosàhaia e R. Giosia. 
R. Giosia afferma cinque: quattro ai quaUro lati, e una cheprocedea loro dinnanzi. R. Hosàhaia 
afferma sette: quattro ai quattro punti del cielo , una di su e una di giù, e una che 
procedea dinnanzi, tre giornate distante, e abbattea loro dinnanzi li serpi, \i scorpioni 
e le rupi; e se v' era loco a valle, innaltavdlo, e se V era loco alto soverchio, abbassa^ 

(J; In doe altri laoghi si parla del poao di Maria: nel Levitilo Magno Sei. 22, dove lo ooUoca appunto 
in facda alla porta media della Sinagoga di Tiberiade. Quindi al ITum. Magn, Sez. 19; dote ne paragona r wpet> 
io meno felicemente ad un forno. Quanto alle Iwloni direrse citate dobbiamo aggiungere che U chiar. semitista 
•mieo nostro Neubaner (U GéographU du Talmud pag. 212 in nota) leggerebbe &«na«m intendendo sotto questa 
nome Serumà, forse identica con B^ Shm^ fra £ct Skéon e Tibtnad^. 
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mio e rendeali tuta pianij secondo eh' è detto:€ Ogni valle fla innalzata, e ogn monte e 
eoUe abbassato ( lè, XL, 4 ) ». 

lin. 27. Per merito di Mese fn. loro donata la manna. « Yuo' accertarti tu che per 
merUo di Mosè si fìACf Come Mosè e^ si fu dileguato^ « e cessò la manna sino dalla dimane. 
( Giosuè Yj 12 j Numeri cit. ) ». Ma un' altra leggenda tratta da quel libro di leggende etiche 
ohe s'intitola misticamente II Dottore della Scuola di Elia Profèta (Tanna debè Eliahu), 
ba questa più poetica e affettuosa spiegazione. € Siffatto è il procedere della carUute che 
uomo ne goda i fìrutti nella vita presente^ ma lo capitale gli venga per la futura serbato» Però 
che in premio d'un catino d* acqua con che laoaronsi i pie gli angioli del celeste ministerio 
(bene accolti da Abramo; Qen. XViU, 3 e seg.\ lo S, (b, L) die a Israele lo pozzo per 
quarantanni nello diserto. Come awenia egliì Allorché gV Israeliti il volere dell' Etemo 
adempiano^ lo pozzo avaccio e di buon mattino sboccava al proprio loco, colà dove gVIsrae- 
liti erano a campo. Ma là dove elli il volere del Signore non adempiano, lo pozzo un^ ora 
incirca^ due, tre, quattro^ cinque indugiava, fino a tanto che giovanetti e discepoli de' 
savi (*) usciano e diceano: vien su, o pozzo, per inerito d' Abramo, d'Isacco e di Giacobbe , 
vien su pozzo, per merito di Mosè, cT Aronne e di Maria ; e quindi sboccava lo pozso 
e scorrea dalla tribU di Giuda a quella d' Issacar, secondo é detto : < Allora cantava 
Israele quest'inno:-— vien su o pozzo — cantategli ec {Num. XXI, 17) ». Quel punto era per tutti 
gV Israeliti, dal maggiore al minore, gran festa . E in premio del rezzo d* una pianta 
sotto alla quale lo patriarca nostro Abramo f^ assidersi gli angioli del celeste ministerio, 
lo S, (b, l. ), fé' ad Israele delle sette nuvole di sua maestate corona , si che si stettero 
sotto quelle nello diserto quaranf anni. E in premio del pezzo di pane che Abramo die 
mangiare agli angioli del celeste ministerio , lo S. ( b. L ) die a Israele la manna 
quaranf anni ( Tanna debè Eliahu Rabbà Gap. 12 ) ». 

Pag. 24, Ha. 13« se no noi ti lapidiamo. Il testo bibOco né nel racconto di que- 
sto moto per cagione della siccità {Num. XX, 1-5), nò in quello del precedente {Esod. XVII, 
1*7) di cui ò cenno qui più avanti a lin. 22, non fa parola di codesta minaccia. Bensì nel se- 
condo ne parla A^sè come di sua paura. Ora la leggenda ampliando le querele popolari, ve 
l'aggiunse di suo. Per verità non ò molto improbabile, considerando specialmente la irritazione 
recata dalla sete che dovea somigliare a delirio. 

lin. 25-6. Passa dlnnansi al popolo. Qui è da notare che il narratore applica al 
fatto presente le parole del testo riguardanti l'altro suaccennato. Ed ecco poi come chiosa le 

parole stesse l'Esodo magno, al che allude il nostro. «Or gridava Mosè allo Etemo 

dicea cioè alla presenza di Lui: Signore del mondo, fammi sapere «' essi mi spegneranno, 
no. Che f importa? risposegli. Passa dinanzi al popolo. Che significava egli questo passare ^ 
Vólea dirgli: passa sopra alle loro paróle. R. Meir dice: che significava egli passare ? Dicea: 
sii a me simigliante. In quella guisa eh' io rendo bene per male, rendi bene per male tu 
parimente, secondo eh' è detto: « qual è egli lo Iddio a te simigliante, che comporti la colpa e 
passi sopra al delitto (Michea VII,. 18)? » E R. Giuda dice: passa tu sopra alle peccata 
( Sez. 26 )>, 

lin. 27-8. Ka egli poi non si sapea da quale sasso avesse lo S. (b. 1.) promesso 
loro ch'avrebbe dato acqaa* Questo si argomenta dal modo interrogativo con cui Mosò si 

volge al popolo: €Da codesto sasso faremvi noi uscire acqtm (Num. XX, 10?» V. Tlsaacide, 
a questo versetto e ai seg. 

(^) Cosi chiamaTansi i rabbini, o dottori della Sinagoga InTece di dirsi Savi; così come i Filosofi per inse- 
gnameuto di Pitagora anteponerano questo nome a quello di Soft, o Sapienti. 
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Pag. 25 Un. 9-10. < E Mosó e Aronne raganaroao i* assemblea in &cdà allo 8ai«> 
(Nam. XX, 10) ». €E sopra sta scritto: « E si ragunarono contro Mosò e contro Aroniie 
{Id. ibid, i)}^. € Perchè questi li ragunarono? Ma Mote e Aronne se ne tmdavano^ e tutU 
gV I^aeliii dietro, e come gV Israeliti vedeano alcuna pietra, si arrestavano e itffomtdD«m« 
la. Or secolo non avvi nel quale non sienvi scettici. E costoro che vi s'eraho aeooiiatì, 
diceano: non sapete voi che lo figliuolo di Amram è staio pastore di Jetrof Or li pastori 
sono esperti cT acque; e costui tenta di trarci là dove si trovi acqua, per dirci poi: ecco 
di' i* v' ho fatto sgorgare acqua, e trarci in inganno. Se cosi è {come egli dice) ce la fao^ 
da sgorgare da questa pietra, o da quesf altra, E invero lo S. (b. l.) gli ha comandato: 
da qualunque elli vogliano, fanne loro sgorgare. Or Mosè s' era volto col vtso, credendo 
gì* Israeliti dietro; ma elli eransi disposti a schiere. E* disse loro: venite meco eh* ^vi /be- 
cia scaturire acqtui. Di qui noi ne voglia»no, risposero elli ; se da questo sasso tu non ne 
fa* scaturire e d' un altro noi non ne vogliamo. A Mosè illimdìa lo viso , dinnanzi a 
coloro; e fé' sacramento che da altro sasso non ne faria scaturire che da quello che 
cercava (lalqut sul verso cit. in principio, r^um. 763) ». 

lin. 15-6. Quando alPnomo una cotale soa ora è giunta né sic senno né 
sna dottrina gli durano. La sentenza pecca di &talismo, nò è acconcia alla bocca di Mosò. 
Ma forse il narratore lo fa parlare in tale guisa per umiitÀ, intendendo alladere alla yec- 
chiezza in cui le facoltà tutte dell* uomo vanno scemando e fìtcendosi fiacche. 

lin. 21-2. Oittò sangue. «Aperse la rupe e sgorgarono acque (iS^m. CV, 41)». 
« Afferma R. Chama di Chanina: in principio egli gittava sangue; ma gli scettici (*) del se- 
colo diceano: adesso noi vogliamo ire a porvi la bocca sopra e bere di quello sangue. Ma 
dopo questo gittò tanf acqua che costoro affogò, secondo fu detto: < . . E li torrenti alToga- 
rono {Id. LXXVIU. 20) » Midrash Tehillim ai versetti indicati) ». 

Pag. 26, lin. 4-5. E gli fé sngger miele dal sasso. Nella nota a pag. 88-9, dove ò 
riportata in duplice forma la leggenda della salvazione de* bambini d* Israele in Egitto, ò citato 
questo testo medesimo col quale pare che i rabbini intendano di recare un altro miracolo fra 
i tanti: che per quei bambini scaturisse miele e olio da un sasso, come V acqua pei padri loro 
^ e per essi nel deserto. Ma tanto i commenti del Talmud, quanto quelli àeW Esodo magno non 
danno del versetto alcuna spiegazione, forse perchè, rispetto alla loro ermeneutica, pareva 
abbastanza chiaro. Pure si potrebbe forse spiegare così: che a quo' bambini si porgesse olio e 
miele da vasi di pietra. Ma V altro senso ò assai più probabile. 

lin. 6-7. B ribelli non suona altrimenti clie nattL Lasciando la verità di codesta 
proposizione in se, i rabbini spiegano la voce ebraica che suona ribelli, morim, come fosse la 
greca mori, che Yale appunto matti. Ma non lasdavano di dare anche la vera spiegazione. 
Egli erano alquanto dubbiosi, perchè 1* Ebraico ha due voci omonime, e d'origine e significa- 
zione differenti d* assai. Morim che qui abbiamo, è participio masch. plur. delia radice marah 
disobbedire, ribellarsi nella forma Qal quindi ribelli. Un altro Morim è partic. masch. piar, 
della radice Jarah, ma alla forma hiphhil^ e significa prima saettieri, che lanciano la freccia 
al segno, poi al figurato insegnanti. Egli cercano di applicare al caso presente tutte codeste 
significazioni. « Che significa egli ha-morlm? Vha molte glosse di questa voce, ha morim ribeUi;^ 
ha-morìm m^Uti, che appunto nelle cittadi marittime, appellano i matti morim (mori greco). E 
v' ha chi dice ha-morìm gV insegnanti^, qui, che insegnano ai loro maestri (quindi ribelli;) ha-mo- 

Per rendere piil evidente U oonoetto mi permetto d*osftre di codesta modernità, benehè U Tocabólo ebr.. 
significhi Uffarài. É inotile 11 dire poi che il discorto di costoro qui è mera ironia. 
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rìm saettieri {Tanchumà, Chuqqat 9; Libr. dei Numeri Magn. Sez. 19.) >. Quantunque la voce 
greca sia la meno opportuna, è da osservare che. essendo in bocca al popolo, tornava forse la più in- 
telligibile. £ di queste glosse greche ve n* ha più esempi. Così al Gen. IL 5 che traducono: < Si- 
meone e Levi frcU^lli; sono armi di violenza i loro pugnali », quest* ultima voce ebraica 
Mekerot spiegano col greco Machera che suona lo stesso {Tanchumà e Gen. Magn, Sez. 99 
su quel versetto e Cap. di R, Eliezery 38) . Cosi al Salmo IIL 3 in cui dice il monte Sionne 
bello di aliezzoy in ebr. jepheh noph, dal greco nimphe sposa, spiegherebbero stranamente ma 
in guisa più popolare, bello a guisa di sposo {Tanch. Ki tissà, 18: Talm. Bosh ha-shanah 
26, e il parafraste caldaico). E cosi parecchi altri. V. Fremsprachliche Redensarten _ und aus" 

drucklich als fremisprachlich bezeichnete Wórter - in den — Talmuden und Midra- 

schùn Bine phUologisehe Studie — von — Dr. Adolf Bruii — Lipsia 1869, pag. 15-30. 

Secondo la tradizione rabbinica, Mosè nello usare di questa voce, spieghisi ribelli o 
matti, cedette a impeto di sdegno e n'ebbe colpa, come si legge qut a pag. 35; né questa fu 
r ultima delle cagioni perchè gii venne interdetto lo entrare nella Terra Promessa. < Egli sia 
scritto: (Lo Bterno) toglie la favella ai fedeli, e lo seano de* vegliardi invola {Giob, XII, 20) >. E chi 
son egli i fedeli e i vegliardi^ Isacco e Giacobbe, Aronne e Mosè. Di Mosè sta scritto: € In 
tutta la mia casa egli è il fido (Num. XII, 7) ». E non altrimente d'Aronne: « Legge di 
verità egli ebbe in bocca (Malach. U,6) ». Ma poiché egli dissero « o ribelli (Num. XX, 10) », 
per le loro parole vennero gastigati con quella sentenzia: < Però voi non condurrete codesta 
comunanza alla terra eh* io loro ho donato (Id. ib. 12)». Ecco in qual guisa lo Etemo toglie 
la ^Elvella ai fedeli (Gon. Magn, Sez. IO)». 

lin. 33. Che Aronne si ritiri a sue fanti ec. Come dire agli antenati. È . noto che 
questo è modo biblico per significare la morte; b entrare nello Sceol, nella regione dove 
stanno i morti, quindi le genti di ciascuno. Or ecco le osservazioni del Midrash : < La Scrit- 
tura c'insegna come e' s' informano i giusti del di di loro morte , affinchè egli lascino loro 
corona in retaggio a' figliuoli {*). Ora perchè Aronne non si moria come era morta sua 
suora^ senza che a umana creatura fusse noto, m^ fu detto a Mosè, che Aronne si ritiri ec. ì 
Ritrae il fatto la parabola dello re che s' avea due ministri i quali nulla cosa e* si faceano 
che allo re nota non fusse. Ma uno di loro presso lo re s* avea più bella parte e lo re di 
lui avea mestieri. Disse lo re: avvegnaché questi sia in mia potestate, io da yne noi tolgo 
finché t' non glie V abbia fatto sapere, Non altrimenti lo S, (ò. l.) disse: codesti due vegliardi, 
codesti due giusti nulla cosa feciono fuor che a me nota. Ed ora eh' io li tolgo di mezzo, 
non torroni finché V non glie V abbia fatto sapere. Però e* fu detto: si ritiri Aronne a sue 
genti. Mosè gli disse: mio Signore, lascialo presso i figliteli di Ruben e di Gad (*). Risposegli: 
ho detto già che voi non dovete ire alla terra eh' io ho dato ai figliuoli d' Israele. La morte 
di lui è condizione del dono della terra al Israele, Vorrestù eh' e' non si morisse e poi 
gì' Israeliti nella terra non intrassero P Però fu espresso: € perchè non verrà alla terra che 
i' ho dato ai figliuoli d'Israele {Nwn. Magn, Sez. XIX, sul vers. cit.) ». • 

Pag. 28, lin. 5. Aronne mio frate ec. Ecco il racconto esposto altrimente in altra 
leggenda e del pari per lo più a dialogo, e, se male non ci apponiamo , non privo di senso 
poetico e drammatico. 

< Che fec' egli Mosè ? Levatosi in sul fare del di recossi ad Aronne e incominciò 
a chiamarlo. 

(*) Afftachà, si direbbe con frase moderna e in prosa, facciano testamento. 

(*) Di qna dal Giordano; che si potea dire, a rigor di tonni ne, non essere terra d* Israele. 
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Moèè. 
Frate mio, 

Aronne. 
a qucd fine ti se' tu levaio coH di buon mattino, e se' venuto oggi qiuxf 

Most, 
Uno tema della Legge mi stetti meditando stanotte e mi si fa duro assai. Però m 
sono levato cosi di buon mattino e ne sono venuto a te. 

Aronne. 
E codesto tema che è egli f 

Mosè. 
Quale lo tema si fìAsse non so; ben so eh' e' si ritrova dentro il libro del Genesi. 

Aronne. 
Questo reca e leggiamovi. 

E dato mano al libro del Genesi^ tesservi le lezioni tutte quante^ e sopra ciascttna 
e' diceano: bene fece lo S. (b. L), bene creò; e cmne e' furono arrivati alla creazione dT Adamo, 
si disse 

Mosè: 
Che dirò io di Adamo il quale ha recato al inondo la morte f 

Aronne, 
Frate mio, Mosè, non parlare in tal guisa. Non dobbiamo noi rassegnarci al de- 
creto del Signore ? 

E* lessero come Adamo ed Eva furono creati: come e' furono degni di qué* tredici 
baldacchini de" quali fu detto: « Nello Eden, giardino del Signore tu eri, ogni pietra preziosa 
era tuo baldacchino, rubino, topazio e diamante, grisolito ec. (Ezech. XXVIH, 13(*))» : come 



(1) A chiarire ana legg^ada occorre qoi, come non di rado, recarae un* altra. &U il tema della seconda è 

abbasiinsi poetico. Si tratta delle nozze del ■ padre antico, A coi ciascana sposa è figlia e nuro ( Par. XXVI 

92-3) », e della magnificenza con che si celebrarono. Vegliamo innanzi il testo a cai la leggenda si lynnoda. E- 
zechiello canta una elegia sopra nn re di Tiro, precipitato come Lucifero nella miseria, per lo peccato di saperbia. 
E descriyendone la passata prosperità « nello Eden giardino del Signore, ( o meglio, nella delizia del giardino del 
Signore ) gli dice, tn eri, « ogni pietra preziosa era tua coperta * intendendo dire ■ n* eri coperto ». Or la leggenda 
colla sua ermeoentica poetica, da quanto è detto qui, dalla menzione dell* Eden, argomenta che si tratti appunto del- 
l' Eden e de' suoi primi abitatori. E spiegando quel vocabolo di coperta per balda^ino (sotto al quale sogliono col- 
locarsi gli sposi israeliti nulla celebrazione dal rito nuziale ) fantastica che si ritraggano qui le nozze di Adamo. 
Cosi il Talmud Babà Bairà 75 a. Ma la descrizione propria delle nozze si riscontra nei già più Tolto citati Capi- 
toli di Rabbi Elieaer, al 12. e 2>»«oì baldaeekini /e' lo S, {b. l) allo primo wmo neUo giardino dM'Eden, « tmtti qnanti 
di gemme ^ di margherite e d'oro. Ma a qualunqìu epoeo ntn »i /a égli uno baldcuxAino eoUantof E aUo re non ti /« 
egli tre baldaeohini ecitanio t ( Immagino che sotto codesti baldacchini si ponessero quei della corto seguitanti il re, 
e qui stesse la onorificenza di lui e di loro. Sotto ai baldacchini d' Adamo debbono essere stati gli angioli ). Ma per 

impartir onore di primo uomo lo S. (6. l.) /e' dieei baldacchini neUo giardino deU* Eden E gli angioli 

davano ne' «imboli e danMavano a guiea di femmina Lo di che fu ereato lo primo momo lo S. (b. l.) 

dieeeagli angioli del minieterio: veniUy che /aeeiamo al primo uomo e allo aiuto «io (la donna. Oen. II, 18) oaritate, che 
per virtù della caritaU lo mondo regge. Diete ancora lo S. (6. l): più che oetie e clocaueti che gì' leraeliti abbino un 
di a offerire dinnanai a me tutto altare, cara è caritatei eeoondo oà' k detto! e che caritato amo io e non ostia ( Oeea 
VI, 6 >. Ora gli angioli erano eimiglianii a paraninfi i quali hanno li baldacchini ineuelodia, eecondo ek'e'/u detto: < Che 
gli angioli suoi E' manderatti, a guardarti ne' tool sentieri tatti quanti (Salmi XCI, 11)»; « codeeti eentUri non cono 
KÌn figura), m non i procedimenti degli epoei, coe\ come gueUidOlo ujioiatore. A quel molo che lo ufioiatore ei aUariUo e 
benedice la epoca entro allo baldacchino di lei, non aUrimenii io S, (b, U) levoeei e btnedieae Adamo e lo auo aiuto, eecondo 
eh'e'/u deUo: « £ lo Signore li benedisse (Gen. I, 29 ) ». 
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cibossi del frutto delV albero, UDoegna che gli fusse detto: < del frutto dell' albero della cono- 
scenza del bene e del male lion ti cibare ( Qen. U 17 ) »: e come finalmente gli fu detto: < sei 
polvere e in polvere ti ritornerai ( /d. IO, 19 ) ». 

Aronne, 
E dopo cotanta gloria questo toccagli f 

Mosè 
E io che sugli angioli del minisierio celeste m'ebbi imperio (*), e tu che la morte 
hai arrestato (*), non finiremo noi costì Quanti anni abbiamo anco noi da camparci Venti o 
trenta. E* sono pure pochi, 

E giva scemando^ scemando finché nominò ad Aronne lo dì della mxìrte. Incontanente 
le ossa stesse d* Aronne lo trapasso di lui risentirono. 

Aronne. 
Ma è egli forse per m<? codesto discorso ? 

Mosè. 
SI 

Incontanente gV Ismaeliti videro Aronne^ cui la persona «' accasciava, secondo eh' e* fu 
detto: « E vide tutta l'adunanza come A.ronne trapassava (■) (JVww. XX, 29)». 

Aronne. 
Ho il core trafitto dentro e le paure della morte mi si sono gittate addosso . 

Mosè. 
Ti rassegni tu al morire f 

Aronne. 
Ben st. 

Mosè. 
Saliamo al monte Hor. 

Incontanente sotto gli occhi di tutto Israele e* salirono tutti tre, Mosè, Aronne e 
Eleazaro . 

Se gl'Israeliti avessero saputo come Aronne salia per trapassare, non ne Vavrebbono 
lasciato ire. Piuttosto avrebbono implorato per lui misericordia. Ma credean elli che lui per 
avventura lo verbo (di Dio) avesse chiamato. Com* e' furono saliti, loro s* aperse una caverna, 
e ritrovaronvi uno letto, opera celeste. Qui Aronne dispogliatosi cT una vesta, vestiaia Elea- 
zaro, e ei si rimanea cinto da una zona di caligine. 

Mosè. 
Frate mio, Aronne, noi vedif Morta Maria, tu ed io ci siamo dati cura di lei, e 
tu morendo vedi me e Eleazaro darci di te cura. 

Ma io, s' t* mi moio, chi si dà cura di me ? 

• Lo S. (b. l.) a Mosè. 

Per tua vita\ Io mi darò cura di te. 



(*) V. qai a pag. 21 dove incomincia: « E tatti gli angioU del ministerio gli bì fecero amici ec 

(<) Y. pag. 185, la nota lin. 27. 

O Altrove (pag. 142 alla nota Un. 26-7) ò tradotto: < eoma Jronna gli «m iropcMMlo >. Ma la leggenda, 
stando alla povertà dei tempi che è nella grammatica ebraica, la qnale non divieta il dare alla forma stessa il signi- 
ficato di trapassato, qnello di passato perfetto e di imperfetto, si giova della licenza, e muta la versione in imperfetto, 
acconcio al aigniflcato che qui le torna, volendo dire ohe vedeano Aronne gii agli estremi . 
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Lo S. ( b. L ) a Mosè. 
Esci di qui. 

Come si fu uscito, la caverna si rinchiuse e Mosè e Eleazaro scendeano. Ora tuUi 
gV Israeliti guardando come in tre gli erano saliti, e non erano discesi se non due, parti-- 
ronsi in tre fazioni, V una dicea: Mosè l'ha ucciso, per*:hè n' aoea invidia: V altra dicea: 
V ha ucciso Eleazaro perchè cercava di redame lo sommo sacerdozio: V altra dicec^ egli è 
morto per modo celeste. Che fec' egli lo S. (b, l,)ì Die un cenno agli angioli e copersero la 
caverna e ne trassero fuori V arca d Aronne la quale trasvolava in cielo: e gli angioli ne 
cantavano le lodi davante, E tutto Israele il vide^ secondo che fu detto: « E vide tutu V adu- 
nanza come Aronne gli era trapassato ( Num, XX 29 ) ». E che dicevan quelli nel cantarne 
le lodi? Verrà la pace a posare sul suo letto { lalqut a cap. XX vers. 26 dei Num., N.'^ 764; 
e lo indica come tratto dal Tanchwnà dove, stando alle ediz. comuni, non si trova)». 

Un. 27. À buon diritto gli dicea il Si|rnore t' lia egli appellato pio . Vedendo 
Mosò il fratello così sereno nella sua coscienza, ohe niun dubbio gli nasce della morte pros- 
sima^ mosso ad ammirazione, viene a dirgli : codesta tua sicurezza è certo effetto della tua 
pietà, e a buon diritto il Signore t* ha egli stesso chiamato pio. 

lin. 28. Le tue integrltadi e le tue luci sono del tuo nomo pio . V. a pag. 12.4 
n. (1) la spiegazione. Aggiungiamo qui che gli obbietti di cui si parla chiamavansi 
« Luci perchè rendeano risposte luminose, integritadi perchè rendeano risposte inte- 
gre ». Così il Talmud ( lomà 73 b ) , Ora Mosè stesso dando la sua ultima bene- 
dizione a ciascuna delle tribù, sceso a parlare di quella di Levi , da cui veniva il sommo 
sacerdote, dice volgendosi a Dio: i tuoi oracoli appartengono al tuo sacerdote, ad Aronne 
che è a te pio. E il testo viene qui citato unicamente in prova della lode di pietà di cui 
Aronne era degno, e della fiducia che il Signore poneva in lui, affidandogli i suoi oracoli. 
ISò varrebbe T osservare: come mai Mosò reca quale citazione una sentenza che profferirebbe 
egli stesso alcun tempo dopo, e che qui nel caso in cui la dice non era anco stata scritta, 
né era nella mente degli uomini? Giacché nelle scritture rabbiniche la Bibbia, in quanto rive- 
lazione divina, viene considerata come alcun che di astratto e di eterno, indipendente dal tempo 
e dallo spazio, le cui sentenze e le parole, se hanno da un lato il loro significato litterale, con- 
creto, relativo, ne hanno dalT altro uno* figurato, astratto, assoluto, affatto indipendente dal 
primo. Non tenendo conto di codesta norma, si corre rischio di ritrovare gran parte delle ci- 
tazioni scritturali nell'antica letteratura rabbinica, inesplicabili o assurde. 

Pag. 29, lin. 30-1. Perchè in faccia a mia madre, a mia moglie e a'mlel figlinoli ta 
non me V ha'dettolec Mancano qui proposizioni medie che stringano più il legame logico fra le 
parole d'Aronne e la risposta di Mosè. Aronne intende dire: Iddio mi condanna a morte ben 
crudele, non lasciandomi nell'ora estrema il conforto de' miei cari, presenti. E Mosè intende 
rispondere: rassegnati, e perchè già una volta meritavi morte e io ^ ne salvai; e perchè per 
altri lati, la tua morte è migliore aqche di quello non sarà la mia, benché noi delio stesso 
peccato portiamo la pena. 

Pag. 30, lin. 29. Le due tne mammelle sono simiglianti a dne cerbiatti ec. A pro- 
posito appunto di queste immagini abbiamo detto già altrove ( Il Canzoniere sacro di Giuda 
Levita pag. 47, nota 1): « L' immagine delle mammelle, alquanto libera, è tratta dalla Cantica, 
l'idillio drammatico, ingenuamente e non oscenamente amoroso, su cui si accumularono le 
spiegazioni mistiche e allegoriche e i sogni dei teologi ebrei e cristianL Pei quali ramante 
della Sunamitide è Dio, l'amata la Sinagoga e la Chiesa, e pei filosofanti Iddio e l' anima. Per 
siffatta guisa d' interpretazione applicata pure dagli AtM ai loro romanzi più erotici ( V. De- 
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léeiaze, Dante Alighieri, ou )a Poesie Amonreuse pag. 55 e mg.), le espressioni più sen- 
saali perdono V impronta. Pel Talmud le mammelle della Sanamitide sono una volta le due 
stanghe dell' Area dell' Alleanza, in mezzo alle quali era la presenza di Dio ( Menachot 98 b ), 
un* altra la Sinagoga e la Scuoia che porgono al popolo il latte della parola divina ( Pessachim 87, 
e Babà Bairàl ), e finalmente gli stessi MosA ed Aronne (Cani. Magn, IV. 5)». Ci sia per- 
messo il recare qui tradotto, quest' ultimo brano citato, della glosa alia Cantica. € Le due 

mammelle sono Mosè ed Aronne In quella guisa che le mammelle sono 

bellezza della donna, cosi Mosè ed Aronne sono bellezza d" Israele (Omettiamo le ripeti- 
zioni della stessa comparazione, oon altre e poco diverse parole ). In quella guisa che le mam- 
melle sono di latte ripiene^ cosi Mosè ed Aronne riempiono della dottrina sacra Israele; e 
in quella guisa che per codeste mammelle lo bambino suggendo si nutre ancK elli di che 
si nutre la donna, non altrimente Mosè tutta quanta la Legge che elli s' avea appreso, ad 
Aronne insegnolla. Egli è appunto quanto sta scritto: 4 Ed espose Mosè ad Aronne tutte 
quante le parole dello Eterno ( Esod. IV, 28 ) ». E li dottori nostri affermano che gli ebbe 
rivelato lo nume ineffàbile (% In quella guisa che le mammelle non sono già Vuna dell'altra 
maggiori, cosi non erano Mosè ed Aronne. Egli sta appunto scritto: € Tali Aronne e Mosè 
(Id, VI, 26)», e «Tali Mosè e Aronne {Id. ibid. 27)»; non Mosè maggiore di Aronne ^ 
non Aronne maggiore di Mosè nella dottrina sacra. R. Aba dice dello re, al quale 
erano due gemme preziose , e postele entrambe nella bilancia, non V una dell' altra né 
V altra dell una tornò maggiore. Cosi Mosè ed Aronne gli erano pari. Dice R. Chanina di 
Pappa: benedetto il Signore il quale elesse codesti due fratelli, non per altro creati che per 
la Legge divina e la giuria d' Israele! ». 

Anche la Parafrasi caldaica dò del versetto della Cantica la medesima interpreta- 
zione figurata, riportata da Cornelio a Lapide. « Li due salvatori tuoi, parati a liberarti , lo 
Messia figliuolo di Davidae, e lo Messia figliuolo di Efraim (*) e' sono simiglianti a Mosè ed 
Aronne i quali furon figurati ne' due cerbiatti gemelli della gazzella; e nutriano li figliuoli 
d'Israele per loro propria viriate , quarant' anni nello diserto , della manna, e di augelli 
grassi (^), e delV acque dello pozzo di Maria ». 

Un. 37. Ferehè tatti i dì dello diserte per loro sole e luna non erane stati. < Af» 
ferma R. Simeone di Jocheo: tutti li quarant' anni che gì' Israeliti si furono nello diserto, 
nullo di loro della luce del sole lo di, e della luce della luna la notte, ebbe mestieri. Ma come le 
nubi luceanOj si elli s'awedeano lo sole essere tramontato, co^ne o/fuscavansi, si s'avvedeano es- 
sere lo sole spuntato; a guisa di quei che risguarda una botte, che di quanto è dentro s'av- 
vede, od un orcio, che di quanto è dentro s' aw-^de parimente; mercè le nubi della di- 
vina presenzia che in mezzo a loro erano, secondo è detto: < Che la nube dello Etemo era 
sullo tabernacolo il die, e uno fuoco la notte, agli occhi di tuttajla casa d* Israele in tutti quanti 
suoi viaggi €{Esod. al fine) )^ (Jalqut Is. LX, 19, che cita il Mekiltà, dove, come non di rado av- 
viene delle sue citazioni, nel testo attuale si cerca indarno ) ». 



(■) Il suo sigroiflcato mistico e le virtù che gli si ftitriboiTtiio. Moa diciamo U modo di profferirlo, percbè 
uoa fiata l'anno, H d* dtUe Etpitnioni, era udito da tutto il popolo. 

(*) Il Messia figliuolo di Efraim, o di Giuseppe è, secondo le tradizioni talmudiche, un Messia che precederà 
il figliuolo di Davidde e tenterà la stessa improsa di lui, la liberazione d'Israele, ma sarà ucciso. V. la dotta opera 
del prof. Castelli, il Messia secondo gli Ebrei, Firenze Le Mounier pag. 224, 329, 842 e seg. 

P) &o(2. XTI, 12-5, NtUR. XI, 81-2 e la Peaiqtà a questi versi, Ugolini AntiquU. Sacrar. T. ^YI, 
Col. CCCCXCVIJ, 
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Pag. 31, lin. 10. Oh quale e quanto merito s'ebbe egli Mosè ec. Qui, omesse poche linee 
del principio che ci parea rompessero troppo il racconto, incomincia e prosegae sino al fine il 
racconto della morte di Mosò, intitolato Le^^encto del cammiaCo di Mosè nostro maestro (su 
lui pace! ), 

lin. 1 2-3. Mosè trarasrllarasi di ritrorare 1' 4rca di C^loseffo ec. Il fiitto 

che qui si espone per porre in luce lo zelo e il disinteresse di Mosè, appartiene alle leggende, 
e vi allude appena in gonere il testo biblico, il quile suona osi; « E si pigliò Mosò le ossa di 
Gioseffo con seco, però che questi avea fatto solennemente giurare i figliuoli d* Israele, dicendo: 
lo Signore visiterà certo voi; e voi recherete le mie ossa di qui vosco {Esod, XUI, 19) ». La 
parafrasi caldaica di Jonatan l'accenna: « E Mosè si recò su dal Nilo l'arca delle ossa di Qio- 
seffo sulle spalle: e ama parlato con lui^ però che egli aveva fatto giurare solennemente i /i- 
glìuoli d* Uraele dicendo: lo Signore si ricorderà certo di voi^ e voi recherete su le mie 
ossa di qui vosco ì^. Il Talmud (Soiah 13) narra minatamente il fiitto con particolari differenti 
dal nostro testo, laonde ne rechiamo qui lo squarcio. « Insegnano li dottori nostri: si consideri 
quanto e' /Ussero cari a Mosè nostro maestro li doveri. Imperocché ladiove Israele dava 
opsra al saccheggiare^ Mosè dava opera olii doveri, secondo è detto: io sapiente di core si 
piglia doveri . . . ( Prov. X, 8 ) ». In qual guisa poteva egli Mosè sapere dove mai Gioseffò 
fosse sepolto ? E' si dice, come essendo Sarah figliuola di Asser sopravvissuta a quella gè- 
neraiione, Mosè a lei n' andò^ e, sai tu per nulla, le disse, dove Gioseffò sia sepolto ì Oli 
Egiziani, ella rispose, fecero a lui un' arca di metallo, la quale collocarono fissa nello fiume 
Nilo, a ciò che le acque ne fussino benedette, Mosè andossenCj e poi si arrestò sulla spiag^ 
già del Nilo, o Gioseffò, dicendo a questo, è giunta V ora che lo S. (b. L) ha giuralo 
eh' V vi francherei, V ora dello adempiere lo sacram'mto che tu ad Israele ha' imposto. Se 
tu ti mostri, bene sta; se allrimente, eccoci da quello sacramento tuo prosciolta Incontanente 
V arca di Qiose/fo galleggiaoa. Né dei tu meravigliarti come galleggi lo ferro, però eh* egli 
sta scritto: « Or egli accadde ad uno il qu.ile atterrava uno grosso legno, che la scure gli 
cadde neir acqua, e olii gridò (a Eliseo); Chimo, messere, che Tè tolta in prestanza! — E l'uomo 
di Dio soggiunse: dove è egli caduta? E l'altro mostrògli il loco e ricisa una pianta, glttovvela, 
e la scure fò galleggiare. E (Eliseo) disse: tiratela su; e colui, stesa la mano, ripiglioUa (Il 
Re VI, 5-7) ». Or non si de" egli argomentare a foriiorif Ss ai Eliseo discepolo d'Elia 
{ed Elia era della scuola di Mosè) lo ferro venne a galla, mercè poi di Mosè nostro maestro, 
quante e quante fiMe di più! — R, Natan dije: Gioseffò nel mausoleo regale si stava se- 
polto, Mosè andò, e arrestatosi su quel mausoleo regale disse: o Gioseffò, è giunta V ora 
che lo S. (b, L) ha con sacramento promesso eh' V vi francherei: l* ora dello adempiere lo 
tuo sacramento. Se tu ti mostri, bene sta; e se no, eccoci di quel tuo sacramento prosciolti. 
In su quel punto V arca di Gioseffò si scosse. Mosè vi die di piglio, e recolla con seco, 
E tutti quegli anni che gì' Israeliti si stettero nello diserto, due arche, una del morto l'ai- 
tra della divina presenzia^ prozed^'^ano luna coli' aUra; e li passe gj ieri diceano: che fan 
egli codeste due archeì Rispondeano: Vuna è del morto, V altra della divina presenzia. Or 
come, soggiungeano quelli, soglion elli i morti procedette colla divina presenzia f — Egli 
è che questo ha osservalo quanto in quella stava scritto C^). 

Questo racconto più o meno ampliato, si ritrova nell'^^oio Magno, Sez. XX, quasi 



(<} Neir Altra arca che è quella dell' alleanza stavano deposte le tavole della legge sulle qoali era sonito 
il Decalogo. 
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al fine; con questo particolare caratteristico dell'Egitto, considerato dagli antichi come patria 
della magìa. €E e'v* ha c/ii afferma che ( Qioseffb ) dentro ai palagi era sepolto al modo 
che li regi sono sepolti. Ma gli Egiziani, per via di stregonecci^ aveano fatto taluni cani 
d' oro^ i quali se alcuno vi venia^ laira^oano e se n'udia il grido per tutta la terra d'Egitto^ 
lungi quaranta dì di cammino. Ma Mosè li fé' tacere^ secondo è detto: < Ma presso ciascuno 
de* figliuoli d'Israele, neppure un cane movea la punta della lingua {Esod, XI, 7)». In 
questa parte delia leggenda si conforma pure la Pesiqtà attribuita a Rab Kahanà, che con 
lievi differenze la ripete. La ripete il DeiU, Magn, Sez. XI, al quale s'accosta più il nostro 
testo, e in alcuni punti ò identico: il Ccmt, Magn. Oapit. 1, vers. 8, dovè il fatto è accennato 
soltanto: il Tanchumà Sez. Beshalach 2. Qii alcuni altri particolari chiariscono la narrazione 
talmudica che abbiamo riportata^ opperò li recheremo. « ( Mosè ) venne ad ar- 
restarsi in mezzo alle arche e gridò: o Gioseffo, o Qioseffo, è giunta l'ora che lo S. (b, l.) franca li 
figliuoli. La divina presenzia indugia^ tua mercè^ il partire; e Israele e le nuvole della 
divina maestate indugiano. Se tu ti discopri, bene sta; se no, dallo sacramento fatto a te ec- 
coci prosciolti. Incontanente V arca di Qioseffo si scosse; e Mosè vi die di piglio e si partì, 
per insegnarti come, colla misura stessa con die uomo misura, con quella si misura a lui. 
Gioseffo seppellì il padre, secondo è detto: < E salì GiosefTo a seppellire il padre ( Gen. L,7)». 
E tra i fratelli non v' era alcuno maggiore di lui, che era rege, E sta scritto pure: « E sa- 
lirono con esso e carri e cavalieri (Id» ibid, 9 ) '^, E quindi ei fu degno di uscire dal sepol- 
cro per mezzo di Mosè. Mosè trasse le ossa di Gioseffo fìtor cT Egitto, e non v' era nel 
mondo maggiore di lui che era rege, secondo è detto: « E e' fu in lessurun (*) rege {Deut. 
XXXUI, 5 ) ». Laonde Mosè fu degno che la divina presenzia per lui s' adoperasse, secondo 
e' detto: « E lo seppellì nella valle (*) ( Deut. XXXIV, 6 j ». Né codesto è tutto. Che se con 
Giacobbe e' salirono li servi dello Faraone e li seniori di sua casa e li seniori della terra 
d Egitto, salirono con V arca di Gioseffo la divina presenzia , e V arca delV alleanza, li 
sacerdoti, i leviti, e le selle nuvole della divina maestate. E Varca di Qioseffo procede a con 
r arca dell* alleanza nello diserto. E le altre nazioni della terra e* diceano; che fanno egli 
codeste due arche f E gV Israeliti rispondeano: questa k V arca del morto, e quella dello 
Immortale. E quelle soggiungeano: suol egli il morto procedere insieme con V arca dello 
Immortale? E gli altri rispondeano col dire loro: il moHo deposto nelV arca ha man- 
tenuto tutto quanto nelV aW arca sta scritto ». E quasi nella forma stessa la leggenda 
è ripetuta nella Mekiltà alla glosa dello stesso versetto {Esod. XLII, 19). 

Sarah figliuola di Asser figliuolo di Giacobbe è persona che nel testo scritturale viene 
soltanto mentovata f^Gen. XLVI, 17; Num. XXVI, 46; I Paralip. VII, 30), ma nelle leggende 
rabbiniche diviene creatura mitologica singolare. Affermano prima che ella compie il numero delle 
settanta persone condotte da Giacobbe in Egitto; indi narrano eh' ella confortò il dolore disperato 
dell' avo, riv^eiandogii quello eh' ella aveva saputo per avveatura profeticamente ( lo come non 
dicono), che il suo Giuseppe viveva. Aggiungono che una formola arcana composta di lettere sacre, 
atta a difendere da pericoli e mali gravi, scesa per tradizione dai patriarchi, era stata a lei 
trasmessa dal padre. Poi come il nostro testo, la fanno presente all'uscita degl' Israeliti da 
Egitto, informare Mosè del luogo del sepolcro di Giuseppe, il che è già, secondo la cronologìa 



(') Jewurvn nome dato a Israele, che si tradurrebbe coli* antica nostra voce Dii'itturiere^ popolo dalla dirit- 
tara, o rettitudine. Dante, come dicemmo altrove, si sarebbe chiamato lo Jessuron de' poeti. 
(*} Lk tr«diziooe rabbinica intende: iddio lo seppellì. V. pa^r. 118 n. 1. 
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biblica, 214 anni dopo eh* ella in Egitto era venuta. Ma non basta. Balziamo d*un salto agli 
ultimi anni di Re Davidde. É già avvenuta la ribellione di Assalonne ilgliaol suo e la morte, 
Ficcbò sono già corsi altri 462 anni. Sorge un altro ribelle a Davidde, Seba di BicrL che si 
trae dietro folla di gente di tutte le tribù, fuor di quella di Giuda fedele a Davidde. Ma inse- 
guito da Gioab, si chiude in una città forte, in Abel Bet-Mahacha, per difendervisi. Una donna 
sapiente perviene a sollevare il popolo contro costui, al quale per consìglio di lei, viene mozzo 
il capo e gittato fuor delle mura a Gioab che assediava la città, e la ribellione è annientata 
(Il Sam, XX 1-83). Or per la tradizione rabbìnica la sapiente donna è Sarah figliuola di Asser 
(Capit. di R. Eliezer48, Oen, Magn. Sez. GIV, vers. XLVI, 27; Fccles. Magn. IX, 18). E 
finalmente, cortei per merito del conforto recato a Giacobbe, come accennammo, e per le altre 
sue virtù, al pari di Enoch, di Elia e di altri eroi della tradizione, sali ali* Eden vivente ( Parafr. 
di Jonatan, Gen, XLVl, 17. e Talm. Derech Erez Zwtó Gap. I infine). 

Pag. 32, lin. 4-10. Or come si fu ginnto per Mosè ec. Deut, Magn. Sez. XI. Dopo il rac- 
conto della scoperta dell* arca di Giuseppe che abbiamo recato, il Deuier, Magn. prosegue con 
tale identità col testo nostro, che questo possiamo dire copiato da quello . 

lin. 12-Pag. 33, |in. 5. Chiama éliesnè ec. Anche qui il cit. Deut Magn. al fine della 
Sez. IX è quasi identico aJ nostro testo. Mille morti anzi ohe un solo sentimento dMnyldfa. 
Il Gaulmin nelle note alla sua versione latina, nella ediz. d'Amburgo 1714 ^ De Vita ei Morte 
MosiSj libri irei cum observaiionibus Qilberti Gaulmini molinensis accedunt ec. ec.) pag. 214, 
dice questa sentenza proverbio ebraico. Già non è preceduta da quei soliti modi che prece- 
dono i proverbi: Dice la gente: è proverbio volgare ( alla lettera: è prot>erbio delV idiota) e 
simili . Poi nelle raccolte più copiose ed autorevoli di proverbi ebraico-rabbinici , e valga per 
tutte, in quella cit. del Duke^* non si riscontra. Laonde noi la reputiamo piuttosto espressione 
del sentimento generoso di Mosè, e non altro. 

lin. 7. Di quale peccato sono io reo? D'^iU. Magn. Sez. IX verso il fine. Nel libro 
stesso Sez. H, in altra forma e più ardita: < Disse in presenzia di lui: signore dello mondo^ 
perchè tu adoperi con meco in siffatta guisa? Ami pure incominciato tu a venire da 
me ( onde si comprova egli codesto? Da quanto è detto: « E apparve V angiolo dello Etemo 
a lui (a Mosè ) in fiamma di fuoco di mezzo allo roveto ( Esod. IH, 2. ) ». Soggiungeagli : 
poiché tu m' ha* fatto cosi grande, di mia grandezza vuo' tu farmi scendere » / 

lin. 17-Pag. 35, lin. 21. Lo antico Adamo, avendogli tu fatto lieve comandamento 
el trapassollo ec. ec. Tutta questa parte sino al termine del dialogo è copiata dal Tanchumà^ 
Sez. Vaelchannan 6; e tanto questo dialogo, quanto l'altro brevissimo a pag. 51-2 fra 
Samaele angiolo della morte e Mosè, si potrebbero annoverare fra quei drammi appena abbozzati 
e nello stato come di embrione, che si diffusero in Europa nella età di mezzo e si dissero 
ConTiCtu^ in latino, Débat, Dlsputaison, Baiatile in francese, Questione^ Contenzione o Con- 



trailo in italiano, la cui prima idaa sta nella opposizione intrinseca di fatti od ogcretti diversi 
fra loro. Il ragionamento su cotesta difTerenza diventa una prosopopea posta in bocca a ciascuno 
de'flttizj, talvolta come qui, mitici personaggi, e si cangia in dialogo, in dìsputa, in conflitto, 
in contrasto. Gosl insegna T egregio mio collega ed amico prof. A. D'Ancona (Origini del Tea- 
tro in Italia, Firenze Le Mounier, 1877, voi. II pag. 25-38) e reca esempi in copia, né gif sono 
sfuggiti questi nostri. Fra gli altri da lui recati, siccome più analogi ai nostri, anche per 
r ardire degli argomenti messi avanti dalla parte che nel foro ecclesiastico deve aver torto, 
citeremo il Contrasto fra il Diavolo e Maria o V Angelo di Fra Bonvesin da Riva in antico 
dialetto lombardo, e il famoso Tractatus quaestionis ventilatae coram Domino Nostro lesu Cri- 
sto, inter Virginem Mariam ex una parte et Diabolum exnlia di Bartolo da Sassoferrato che «ha 
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fatto vedere come il padre di menzogaa sia anche un perfetto curiale e un romanista di prima 
forza ». Nelle vite dei SS. Padri (parte IV, cap. 78-81 ) dove si narra la visione di Furseo, 
contendono per un morto il Diavolo e TAngelo, e in appello al tribunale di Dio, Satana difende 
valorosamente la propria causa. E per venire a soggetto più strettamente connesso col nostro, 
si annovera tra gli apociifi un libro intitolato Assunzione di Mosèj oggi perduto, nel quale 
si trovava una disputa o Gonti^asto fra il diavolo e un angiolo contendentisi la salma del Profeta, del 
cjuale Contrasto fa espressa menzione Giuda apostolo nella Epistola Cattolica v. 9. Il contrasto 
fra il Signore e Mosè della nostra leggenda è venuto fuori primieramente come glosa ai versi 
del Oeuter. (Ili 23-26). L' uso delle disputazioni teologiche, scolastiche, ha prodotto spontanea- 
mente cotesta forma nella letteratura rabbinica, in mezzo alle glose e ai commenti, senza che 
vi fosse imitazione, o proposito, fi Contrasto era in germe nei versetti biblici, la glosa fattasi 
come spesso, ampli Hcazione, ha dato quel componimento che nelle altre letterature più ricche ha 
formato un genere speciale. ^ 

Pag 33, lìn. 27. Ismaele i eni figlinoli I figliuoli d'Ismaele sono que' popoli 

che formarono T imperio arabo-mussulmano — lin. 32. Esail 1 diseernlenti del quale Co- 
desti discendenti d' Esaù sono i Romani antichi e quelli che al loro posto divennero dominanti. 

Pag. 35, lin. 1. Manda per chi sei usato mandare. Mosè rifiutava la missione; indi 
la colpa, per la quale dice appunto l'Esodo (IV, 14), che Iddio si sdegnò — lin. 3. E' fece 
peiT^io a questo popolo* Qui il fatto è più grave, perchè Mosè accusa a dirittura il Signore. V. 

Esùd, Magn. Sez. VI verso il fine. -- lin. 3-5. Se costoro si morranno 8e una 

creazione operi lo Eterno Il peccato, se è uopo dirlo, sta nel dubbio. I seguenti 

peccati poi sono troppo chiari. Quanto al nome di ribelli dato agi* Israeliti V. pag. 26, lin. 6 e 
seg. colla nota corrispondente, a pag. 144. — Di un altro peccato vedremo più innanzi (pag. 57 
lin. ^6-9 ) Mosè accusare se medesimo, e dichiararsi per esso escluso da Terra Santa: V essersi 
udito chiamare egiziano dalle figliuole di Jetro senza smentirle. Vedi amor nazionale geloso! 
— lin. 21. Fino ad oggi 1' ora era in tua balìa. Perchè Mosè col suo popolo erano nel deserto. Ma 
ora che doveva entrare nella Terra Promessa la nuova generazione, egli doveva sommettersi 
ai destino di coloro che 1* aveano preceduta. 

Pag. 36, lin. 4-5. Supplicazioni profferisce il poveretto. L' applicazione di questo ver- 
setto a Mosè è nel Talmud Scmhedrin 44, Deut. Magn, Sez. Il, al vers. IIL 23, e cosi nel Sifrè 
debé Rab. 

lin. 18-19. Se i tuoi figliuoli vorranno peccare io loro noi permetterò. € Spiegava 
R. ^amleo: perchè mai s' avea egli Mosè d* intrare in terra cT Israele cotanto desio ? Avea 
egli mestieri di mangiale i fì*uUiì Avea egli mestieri di satollarsi delle cose buone di quella? 
Non già. Ma cosi dicea Mosè: molti precetti vennero imposti a Israele, i quali non altrove 
che in terra d' Israele e' sono praticabili, Vo' io intrare in quella terra a ciò che tutti quanti 
per opera mia vengano praticati. Lo S. fb, l,) gli disse: chiedi tu questo per nulV altro 
che per riceverne lo guiderdone^ Io tale estimo quale se tu gli abbia adempiuti (Talm. 
Sotah 14) i. 

Pag. 37, lin. 7-30. Se' tu per avventura più giusto clie non lo antieo Adamo! Que- 
sta gara di Mosè co* patriarchi, in cui v' ha qualche ripetizione, si trova parimente alla lettera 
nel citato Tanchumà^ senonchè è anteposta alla enumerazione de* peccati di Mosè che qui pro- 
cede. Ma si riscontra poi altrove ( Deut, Magn, Sez. XI ), in forma di dialogo fra Mosè e gli 
stessi patriarchi che reputiamo degno di venire riportato, togliendone però le troppo sottili e 
materiali prove tratte dalla Scrittura, applicate colia ermeneutica delle leggende. 

Scienze Noolog, T. X VII 20 
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Adamo a Mosè. 
Io sono di te maggiore, come quei che a immagine dello S. {b, L) fìi creato. 

Mosè. 
Io meglio di te mi nobilitai. Quella digniteUe che e' era stata data ti fìi tolta; e, 
quanto a me, lo viso raggiante che lo S. (à. l.) m'ha dato, è meco. 

Noè a Mosè. 
Io sono di te maggiore^ come quei che della generazione del diluvio fu salvato. 

Mosè. 
Io meglio di te mi nobilitai. Te stesso tu hai solcato^ ma a salvare tua genera- 
zione ti mancò virtute. Laddove io salvai me stesso; e la generazione mia, allorché per ca- 
gione del vitello d* orOy ad annientamento era dannata^ io la salvai. ( In guai figura il fatto 
si potrebbe egli ritrarre ì In questa. Due navi erano in mare, e r* erano dentro i due noc- 
chieri , dei quali uno salvò sé, ma fìon salvò sua nave- L* altro salvò sé e sua nave. A 
chi si rende gloria ì Non forse a colui che sé sahò e sua nave ? Cosi Noè non salvò se 
non sé stesso, ma Mosè sé salvò e sua generazione. 

Abramo a Mosè. 
Io sono di te maggiore, come colui che a ognuno che giva o venia dava alimento. 

Mosè. 
Io meglio di te mi nobilitai, però che tu a incirconcisi davi alimento, laddove io 
a circoncisi. Né basta ancora; ma tu loro davi alimento in loco abitato j laddove io in 
diserio il diedi . 

Isacco a Mosè. 
Io sono di te maggiore, come quei che piegò il collo sullo altare e la divina presen- 
zia contemplò. 

Mosè. 
Io meglio di te mi nobilitai. Però che tu contemplasti la divina presenzia, ma ti 
si offuscarono gli occhi (*). Ma io colla divina presenzia m'ebbi colloquio faccia a faccia, 
né gli occhi mi s'offuscarono. 

Giacobbe a Mosè. ^ 

Io sono di te maggiore come quei che affrontò l'angiolo $ vinselo. 

Mosè. 
Tu affrontavi uno degli angioli ne' tuoi dominj (*), laddove io a loro ascesi e ne' 
loro dominj, e elli di me s' impaurirono. 

lin. 23 ... . Àbramo • • • che io per dieci prore ho sperimentato. Queste prove 
spessissimo mentovate nell* antica letteratura rabbinica, tanto ne' glosatori quanto nella litur- 
gìa , incominciando dai Capita Patrum Y, 4, dove espressamente s* afferma: < A dieci speri- 
menti fU esposto Abramo patriarca nostro-, e e" resse a tutti, per dimostrare quanta la dilezione 
di un Abramo patriarca fusse », sono, senza escludere altre enumerazioni, le seguenti, parte bi- 
bliche e parte scondo leggende triidizionali: 1. Mia nascita i magi di Nembrotto, presaghi dell'av- 
venire, come quei di Faraone rispetto a Mosò, vogliono &rlo perire, ma viene ascoso in un sotter- 
raneo per dieci anni ( Talm. Babà Batrà 91, Capii, di R. Eliezer, 26 ). 2. Uscito di là si mostra 
schernitore d* ogni idolatrìa e credente nel Dio Unico; talché per ordine dello stesso Nembrotto 

(<} La leggenda, dal testo che narra eseerst a Itaecif offuscati gli occhi ( Otn. XX VII, \ ), intende argomen- 
Urne che gli Tenisse dair arere contemplato la dlrtna presenza, troppo da ricino, quando dorerà essere saeriiloato . 
(<) In terra; e i dominj degli angioli sono in cielo. 
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viene gittate come Daniele in una fornace ardente, e dal Signore liberato ( Capity ibid; Parafr. 
di lonatan e Tlsaacide al Gen, XI, 28; Gen, Magri. Sez. XXXUX; e questa leggenda è pure 
esposta nel Corano Sura XXI. 52-71, ediz. Marracci V. pure Was hot Mohammed aus dem 
Judenthume aufgenommen. Memoria premiata dell* illustre e ancora pianto D. A. Geiger, Bonn 
1833 pag. 1 22-5); e le Biblische Legenden der Muselmànner dell* illustre amico e collaboratore 
nostro, Prof. Weil, pag. 69-72. 3. Migrazione (Gen. XIl, 1-9). 4. Fame (Id. ibid. 10).5. Gli viene tolta 
Sara sua donna ( Ib Ibid. XI,-20 ). 6. Battaglia con cinque regoli {TU. XIV). 7. Visione in cui gli si 
annunzia il servaggio Egizio de' suoi discendenti (Id. XV, 1-15). 8. Circoncisione {Id. XVII, 9-14) 
9. Cacciata di Agar e Ismaele (Id. XXI, 9-19). 10. Sacrificio d* Isacco (Id. XXH, 1-12). Que- 
ste prove furono argomento al fine di una composizione epica, di quelle che chiamansi Silluq, 
Chiusa^ o Conclusione (perchè chiudono tutta la parte precedente la Santificazione ( V. pag. I3l 
lin. 33), nella orazione mattutina, al secondo giorno vdel Capo d*Anno, secondo il rito 
tedesco. Ne è autore un fecondo poeta ascetico, Simeone d* Isacco, nativo del Mezzodì della 
Francia, nel X secolo. Recheremo per saggio lo squarcio che narra le due prime prove, meno 
note, perchè non bibliche. « (Ti rammentay o Signore) dello patriarca della moltitudine (Abra- 
ino; Gen. X Vii, 5 ) che fu perfetto; e spermentato per dieci prove possenti, sì riscontrò ogni 
fiata intero! — La prima proox e' fuauando nacque, ch^ li magi congiurarono^ e li grandi 
del regno (di Nembrotto ) e gV indovini face ano di spegnerlo. Ma e* fu tenuto celato sotterra 
tredici anni compiuti^ non veggendo sole, né luna, né le stelle del cielo (*). E dopo i tre- 
(fici anni n' usci fatto sapiente di vera sapienzia, che gV idoli abbominò ed esecrò le imma- 
gini, ed ebbe la fede dello sìào Fattore; laonde sorti la parte sita in mezzo ai beati — E' fu 
la seconda, che gittaronlo in fornace di carboni ardenti; ma lo Re della gloria, stesa la. 
destra, con pietate- liberollo, e pronunciò la parola: < Io sono lo Eterno ijhe t'ho tratto 
fuori dalla fornace de' Caldei {^)( Gen. XV, 1 )>. — La terza, quandi il Signore lui fé" partire 
dal loco natio in compiuto esiglio ec. Il componimento è in prosa rimata. 

Pag. 38, lin. 2. E in hai pare accise tatti i primogeniti d'Egitto. L'ardimento di 
questa obbiezione è singolare, e mostra tal libertà di giudizio che altri non s'attenderebbe in 
leggende come queste, destinate alla educazione religiosa del popolo. Certo ai tempi nostri co- 
desta liberta non potrebbe essere argomento di censura, tanto più se si tenga conto del carattere 
di questa parte della leggenda che, come abbiamo detto, si può chiamare Contrasto, o Tenzone. 
VoQ'li^mo notare che la obbiezione audace non è tratta, come tanti altri squarci, né dai due 
Taimudi, né dai glosatori più antichi. Appartiene, per quanto ne sappiamo, al nostro testo 
soltanto, ed è però un ardimento più moderno. 

lin 7. Ta mi dicevi levati e l'mi levavo. Ritroviamo in due versetti de' Num. ( X, 35-6) 
e nella spiegazione che ne dà il Sifrè debè Rao Z* applicazione di questo discorso. Il testo mo- 
saico dice: « Ed avvenìa che al partirsi dell' Arca dicoa Mosè: levati, o Eterno e nel 

posare di quella, dicea: ritorna o Eterno ... ». II glosatore chiede come s' hanno egli ad appli- 
care i due versetti, se le parole di Mosè s* hanno egli a intendere dette avanti il moto e il ri- 
poso dell' Arca, o dopo, e conchiude così: € La Scrittura informa come, allorché gV Israeliti si 
pariiano, la colonna di nube ( in cui stava il Signore, e che regolava co* moti suoi quelli del- 
l' Arca) si si stava ripiegata in sé e ferma, finché Mosé non le avea detto: levati, o Etemo; 
e carne elli metteano campo, si la colonna di nube si stana ripiegata in sé e ferma, e non 

(1) DaUa TiBta delle quali egli era mosso a riconosceioe il Creatore. Ma il rioonobbe totfcaTla anche colla 

■editazione solitaria. 

(«) Ur Katdim, nome di paese. Ma la leggenda, dalla voce Ur, fwooo in caldàico, ne trae l'allusione alla for- 
nace. E il bravo Heidenheim tradoceva Fturofmi dkr Ktudim. 
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si distendea finché ci non aoea detto: ritorna o Eterno. Cosi riscontravansi applicati i due 
versetti >. Cioè che il Signore attendeva, come dice il nostro testo, la parola di Mosè. 

lin. 29. E ricordò i dì autichlsslmi, lo popolo di Xosè. La significazione litterale è 

« 

disputata. La meno discosta dalia nostra, sarebbe: < E lo ( Signore ) ricordò ( ovvero, fece ri- 
cordare) i dì antichissimi. Mosè, lo suo popolo. 

lin. 30. Con detti e eon parole. Non sarebbe facile indicare fra i due vocaboli una 
precisa differenza. Senoncliè nelV ebraico parola, quando si riferisce a Dio, spesso significa co- 
mandamento; e relativo a Mosè significherebbe, come veggiarao in tutto questo discorso di Dio 
a lui, quella istanza fervida che dal superiore è ascoltata, come dalP inferiore il comandamento. 

Pag. 39, lin. 3-4. T' ho dato Elohlin allo Faraone. L'i Volgata traduce esatto: « Ecce 
constitui te Deutn Pharaonis. Avrei anch'io forse dovuto tradurre: l'ho costituito, t'ho reso, 
t*ho fatto. Forse il dare non ha questo senso in italiano, forse sì, come nel modo: dare il 
tale mallevadore, sostegno al tale. 

lin. 8. E e'gnardarano dietro a Mosè. V. qui pag. 15, al fine. 

lin. 8-9. Colle yentidue lettere dell' alfabeto ho reso omagrgrio alla Legrer^» Con tutte 
le parole che dfi quelle si possono comporre. Ma alle lettere poi si attribuisce valore e senso 
arcani che vengono studiati particolarmente dai mistici. V* ha un trattato intero di questa ma- 
teria intitolato appunto Otiot, le lettere, o Aleph Bet, l* Alfabeto, attribuito a Achiba l'illustre 
martire del Giudaismo, e ristampato in due testi diversi nel più volte citato Bet ha-Midrasch 
del D. lellinek, Parte IIL pag. 12-64. E concetti analogi accoglieva S. Girolamo, come si vede 
nella sua Epistola CL V ad PatUam Vrbicam de interpretatione alphabeti Hehraici ( D. Hie- 
ronymi Stridoniensìs Epistol. Tert. Tom., Paris, ap. S. Nivellium^ sitò Ciconiis, via lacobea 
MDLXXVIIL Col. 313). 

lin. ^5. Non distrnggerò Israello. Che aveva voluto distruggere per la colpa del 
vitello d'oro, e cedette alla istanza di Mosè. 

lin. 29>30. Pigliando la fune da'dne capi. Modo proverbiale corrispondente al la- 
tino « duabus sellis sedere » e al nostro « tenere il pie in due staffe ». È da notare che 
altrove lo stesso argomento e collo stesso modo è da Dio opposto a Mosè ». Io aveva detto: 
vo' sterminarli ("gf Israeliti colpevoli del vitello d'oro); e tu dicesti: 4^ deh perdona ì E tua 
parola fu ratificala. Or adesso chieggo io pure di ratificare la mia e la tua abrogare. Mosè, 
tu non sai ciò tu abbia da fare; tu vuoi pigliarti la fune dai due capi. Se tu vo' ratificare 
quello che hai detto: « lascia deh eh' io valichi (il Giordano)!» abroga la ttta istanza: €deh 
perdona ! ». Ma se questa tu vo* ratificare, e quella abroga ( Deut. Magn. Sez. VII, verso 
il fine ). Abramo invocando la misericordia celeste per quei della Pentapoli, dice a Dio mede- 
simo, secondo la leggenda: « Tu pigli la fune dai due capi. Vuoi conservato il mondo e vuoi 
la giustizia. Se tu non largheggi alquanto^ lo mondo reggere non può (Qen. Magn. Sez. 
IL; XIIX, 25 ) ». Un altro modo proverbiale rabbinico corrispondente al succitato di cui vi ha 
esempio nel Talm. gerosol. Qiddushin Gap. I, citato dal benemerito Dukes^ Rabbinische Blth 
menlese num. 121, pag. 120, è: < cavalcare sopra due muliì^. 

lin. 36- Pag. 41, Im. 27. Dieci fiate la morte di Mosè fa scritta. Il tutto ricopiata 
con differenze minime dal DetU. Magn. Sez. XI, XXXI, 14. Ivi differisce lievemente il principio 
della esposizione che è così : <Dice R. Gioanni : dieci morti ( sentense e narrazioni di 
morte ) furono scritte rispetto a Mosè: € Ecco i tuoi di si sono accostati ec; con che la 
Scrittura insegna come sino a dieci fiate, era stato decretato contro di lui che in terra 
d'Israele e' non intrerebbe. Qui la espressione è più intelligibile e vale quasi di chiosa e 
spiegazione al nostro testo. Intende dire che nella moltiplicità delle frasi riguardanti la 
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morte del Legislatore . si trova un indizio, un'allusione, per dire così, alla ripetuta dettatura 
del hi sentenza. 

Pag. 40, lin. 27-8. Ma ai di quello perohè ritorna in mano di lui l'anima d'ogrni Tirente. 
È arrivata Torà in cui è mandato ad effetto il consiglio divino pel quale ogni anima deve ri- 
tornare nelle mani di Dio, ovvero ogni corpo dee morire. È mandato ad effetto nella persona 
di Mosè. Il versetto di Giobbe è usato prima a significare la morte in generale, seconda- 
mente mercè di quelle analogìe materiali, esterne che hanno intento mnemonico (delle quali 
abbiamo parlato a pag. 92 n. l ) a significare quella di Mosè. — lin. 34. Aeraciele. Significa ban- 
ditore divino. 

Pag. 41 lin. 3. he opere della creazione scrollarono tutte mercè della orazione 
di Mosè* Altro narra il Tanchuìnà ( Vaetchannan, 9): Come Mosè ebbe veduto non darglisi 
retta, ricorse a' cieli e alia terra dicendo loro: chiedete per me ìnisericordia! — Innanzi di 
chiedere per te misericordia, risposergli, per noi stessi avremmo da chiederla, però che sia 
scritto: € Che li cieli a guisa di fumo si dissolveranno e la terra a ga isa di vesta si logorerà ( Ts, 
LI, 6), i^JS" ricorse alle stelle e a' pianeti >. E questi gli danno la medesima risposta, alle- 
gando quel d'Isaia stesso (XXXIV, 4): «E si struggerà lo esercito de* cieli, e i cieli si 
ravvolgeranno a mo' di volume e tutto loro esercito cadrà, come cade foglia dalla vite, o frutto 
dal fico >. Non altriraente rispondono monti e colline, recando: « Che li monti smoverannosi e 
le colline vacilleranno (Id. LIV, 10)». Il mar grande gli rispose; figli'uolo di Amramol 
Che è egli questo di dappiù degli altri f Non sei tu quello figliicolo di Amra^no, che mi sei 
venuto contro, mi hai battuto colla tua verga, e mi hai partito in dodici sentieri (*), colui 
dinnanzi al quale non mi sono potuto reggere, mercè della diaina presenzia che ti prece^ 
dea a marritta, secondo fu detto che lo Signore: « Facea andare a marritta di Mosè suo 
braccio trionfatore, partìa dinnanzi a loro lo mare, procacciandosi nome eterno (Id. LXm, 12)>? 
E oggi che t' è egli avvenuto ì — • Come lo mare ebbe rammemorato a Mosè quanto egli in 
si^ giovanezza avea operato, si Mosè die in grida e in pianto^ e disse: « Chi rimette me 
quale nelle antiche lune, quale ai dì che Iddio mi avea in guardia ( Giob. XXiX, 2)>Ì^In quel- 
r ora che sopra te valicai, ero re del mx)ndo, ed ora mi prostro e non mi si dà retta . 
Incontanente ricorse al Duce della divina pre ernia (Metatrone) e, chiedi per me miseri" 
cordia, gli disse, si che non moia! — Mosè mio maestro, quei risposegli, tanta fatica a qual 
prode ì Questo già ho udito da dietro al velo (*); che su codesto punto tua orazione non è 
esaudita. Mosè si ptmea le mani sul capo, dava in grida e in pianto e dicea: a chi deggio 
io ricorrere affinchè chiegga per me misericordia f 

■ 

Da un esempio affatto simile che reca il Talmud {Habodah Zarah, i7 ) si ritrae che 
il racconto ò fatto per dare , rispetto alle orazioni e alla penitenza , quel consiglio stesso che 
si dà per ogni utile ufficio: « aiutati che t* aiuterò > e « non v' è più bel messo che sé stesso >. 
Ivi si narra che un gran peccatore pentito de* suoi falli si rivolse come Mosè alle cose della 
Natura per chiederne il suffragio, ma n'ebbe da tutte per l'appunto la medesima risposta^ e 
ne argomentò quello che abbiamo detto. « La cosa, dissi egli, (la penitenza e la orazione ef- 
ficace ) non dipende se non da me solo. Posesi lo capo fra le ginocchia (^) e si die a gemere 



(*) Corrispondenti al numero delle tribù d* Israele che doveano valicarlo. V. la leggenda mussulmana a 
pag. 74 lin. 21-2. 

(<) V. a pag. 183 la n. lin. 16-7. 

(^ Attitudine di accasciamento estremo dura anco a immaginare. 
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lacrimcLìido, finché V anima di lui si fu, uscita. Usci un' eco della voce celeste a dire: 7?. 
Eliezer di Durdla ( nome del penitente) è presto alla vita del mondo futuro. Rabbi (Giuda 
compilatore della Misna ) pianse e disse: e' v' ha chi s* acquista sua etema salute in molti 
anni, e e' v' ha chi se V acquista in un' ora (*). 

Qui si rasenta la grave quistione che è anche storica, .se il rigido monoteismo giu- 
daico sia stato così svolto nella tradizione rabbinica da ammettere nella preghiera lo invocare 
la mediazione degli uomini santi. Ci ritorneremo sopra al fine del volume. 

lin. 6. Zangaziele. Questa è forse una variante nella forma del nome Saganzagaele 
che.abbiamo recato e spiegato a pag. 134, n. lin. 21. Ma in questa forma è di oscura significazione. 

lin. 5-6. Dalla cifra della voce che soona cor snpplieal »• Or supplicai ovvero sol* 
tanto e supplicai s'esprime ebraicamente con una sola voce, poiché la particella congiuntiva si 
unisce al verbo. £ le consonanti che compongono questa voce, la prima dal vers. 23, Gap. IH 
del Deut. (Vaetchannan) col metodo della Gematria spiegato a pag. 109, n. 2, formano la 
cifra 515. 

lin. 33-4. Sono quelli I giusti. Gli amici miei di cui parla il versetto citato de* Prov., 
sono i giusti osservanti la Legj^e per cantate, o per dirlo in altri termini usati di frequente 
dai Rabbini, quelli che danno opera alla Legge in nome di lei, cioè, come spiega bene il BuXtor- 
lio ( Lexicon. Chald. Talm. ec. art. Scem, nomen ) quicumque vacat Legi propter eam, non vero 
lucri causa, — Intende qui le trecento dieci miriadi di mondi pertinenti ai giusti* Per sub- 
stanzia intende le trecento dieci ec. E la voce ebraica Jesh che qui abbiamo, è tradotta per 
substance dal sig. G. Taylor nella sua bella edizione dei Capita Patrum sopra un ms. di 
Cambridge, colla versione inglese e dotti commenti, £itta ivi nel 1877, pag. 109, nota 45. Il 
Sig. Gahen nella sua vers. della Bibbia tradusse: ce qui est durable^ e osservò nella nota l'ana- 
logìa dello Jesh, colla radice as sanscrita e coli' esse latino. Dice poi il Talmud ( Capita patr, 
V 22, o 29 secondo la cit. ediz. inglese; Sanhedrin 100, Babà Batrà 134 e Huqazin 78): 
€ lo S. (6. l.) è per dare nel futuro a ciascuno de* giusti trecento e dieci mondi (le miriadi 
sono un* aggiunta del Nostro per amplificazione ), secondo è detto: « Ho da far redare agli amici 
miei sustanzia, e ne empirò i tesori ( frov. Vili 21 ) *. Jesh per Gematria vale trecento dieci >. 
Questi mondi sono detti dal lodato S. Taylor, Eoni, termine usato dai Gnostici, cioè esseri spiritua- 
li, Intelligenze (*). I Cabalisti poi veggono nello Jesh indicate le tre prime qualità attive dello Adam 
Qadmon, uomo primitivo, o Macrocosmo, cioè le tre prime della sacra decade delle Sephirot 
( Smneri o Sfere ) che sono Intelligenze emanate da Dio, e si chiamano Corona, Sapienza , 
Intelligenza, e costituiscono fra loro unità. Cosi il grande filosofo cabalista Gichatiglia nel suo 
Sha^iarè orah,Rì\8L di Trento 1561, pag. 49 e seg. V. pure il Munk, Mélanges de Philosophìe. 



(') Nella Leggenda ebraica de' Dieci Mntiiri da noi tradotta e illustrata (Annuario della società italiana 
pAr gli studi orientali, anno secondo, 1873, pair. 182-3), a proposito di nn carnefice che tutto ad un trutte penitente, 
accorcia il snpplicio ad uno de' santi, per tale convegno che questu Tassicari del premio nella vita futura, e poi 
mnore con lui, € V eoo detta voce ceUete tMci #ti queste paroUi B. Chanin^ di Tiradione (il martire) e il carnefice alla 
vita del' mondo futuro eono pretti. Di eid piangea Babbi e dieea: «' v'ha taluno che, come queelo carnefice, in un ora 
t'acquieta eua colute etema,' e taluno che etrw Diotu^ta la vita, e in un ora perde euo guiderdone », E ivi ricordammo 
il concetto simile del Petrarca; • Oh nostra vita ch'ò sì bella in rista, Com' perde agevolmente in un mattino, Quei 
che in molt* anni a gran pena s' acquista ! •- Son, 2, in morte di M. L. 

(') Basilide gnostico insegna che Iddio si manifesta per cinquantadne attributi, e ogni attributo composto 
di sette Eoni, o Intelligenze, quindi 364 e colla prima unità 365 esseri divini, espressi dalla voce greca ~A6roxa«. 
che toma analoga allo Jeeh dell* ebraico. V. Matter, Hietoire eritique du Gnoeticieme; Paris 1825, Tom. 2. SecL li. 
Chap. IV; e Franck, Dietionn. dee Seiencet phUoeophiquee, Art. Qnoetiquce. 
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Juive et arabe, Parigi 1849, pag. 492 e seg. Si promette adunque a Mosè, come a giusto, il 
possedimento, o la contemplazione di quei mondi dello intelletto dei quali « . , . T eterno valor . . . 
tanti, Speculi fatti s'hn, 'n che si spezza. Uno manendo in sé, come davanti, Par. XXIX, 143-5. 
il rendere ragione poi del preciso numero di trecento dieci, lasciamo ai più periti di materie 
mistiche. 

Al Une della Pesiqtà di R. Kahanà il Signore ha con Mosè il seguente dialogo in cui 
gli porge altre lodi e promesse. 

Dio. 

Tu, Mosè, sopra quanti vengono, in teiera me hai esaltato, e m'hai fhtio domi-, 
natore sovrano (*) unico nello mio mondo. Ecco io pure fo salire te sopra quanti vengoiìo in 
terra, e rendo illustre tuo nome nello mio mondo, a ciò che pari a te costi non v' abbia. 
E nello venturo mondo io ti fo salire sopra li giusti tutti quanti, e ti do lo possedimento 
di cinquanta cinque fiumi di balsimo, di più che non a quelli, però che fu d'tto: < Ho da far 

redare agli amici miei sustanzia {Prov. Vili, 21) 

Mosè a Dio. 

Io ti ho glorificato in mezzo a secento mila uomini che tuo nome santificano, e 
dicevo (loro): €Ecco appartengono allo Eterno Iddio tuo i cieli e, i cieli de* cieli, la terra e 
tutto quanto vi cape ( Deut. X, 14) ». J? con quella medesima voce mi decreti tu morie: 
« Ecco i tuoi dì si sono accostati al termine moi'tale ( Deut. XXXI, 14^» ? 

Dio. 

A quel modo che tu me hai glorificato, te parimente glorificheranno in futuro, in 
mezzo a cinquanlacinque miriadi di perfetti giusti, che la voce la quale suona ecco ( Hen ). 
per Gematria, somma a tanto. 

lin. 36-Pag. 42, lin. 17. Mosè, I tool dì cessano ma non eessa già tao spliuidore. 
Questa parte è evidentemente di dettato più moderno, e non più riproduzione delle vecchie 
leggende. La lingua e lo stile sono più biblici che non rabbinici, ed anzi di là dove dice: «né 
avrai più mestieri di unguento al capo ec. » sino a « t veicoli tuoi » è prosa ri- 
mata. Forse con indagini minute sopra manoscritti, si ritroverebbe 1* origine anche di questo 
frammento, che è abbastanza singolare, e per la sostanza e la forma spicca distinto dal resto. 

lin. 24-5. Dallo die ventidne di Tishrì Inslno al primo di Sbebat ec. Queste indica- 
zioni e chiose cronologiche sono tratte dal Seder Hólam Rabbah, e poste qui con qualche am- 
plificazione, per seguitare la forma del racconto. Tlshrì. Settembre-Ottobre — Shebmt. [Gen- 
naio-Febbraio . 

lin. 27-8 Spose loro la legge , a seoento m!la persone In settanta favelle , seeondo 
che è detto: e chiarita bene». Esod. XII, 37; Num. XI, 21. Le settanta favelle si debbono 
intendere in senso astratto, essendo il sette e il settanta usati piuttosto per significare copia, 
che non sia numero determinato. E il vocabolo lashon che abbiamo tradotto coi più, favelle 

fi) La Toee rabbinica che abbiamo ooaì tradotto, è Ckatihah, Toce di oscora orlflrine 6 sulla qoalo molto li è scrìtto. 
La spiegò sulle tracce degli antichi interpreti il Butorfio nel Lexicon Ghald. Talm. eo.; ne ragionò colla eoa consoeta 
dottrina lo Zunz, Litérai»rffeadi^H.§ìftMffng,J'ou. pag. 631; il Rabb. Eieler, Beitr. s. rabhini$ok. Sprack-u, AlUrÌkMmk.n 
Parte II, pag. 43, e Analmente il Prof. L'TJ nel Nenh^Ar. a. Chald. Wdrterhueh ikb.dié Targumim \u,Midra»okim, il 
quale, sulla iuformasione d' un celebre viaggiatore Bacher, accogliendo la etimologìa persiana, dalla voce Chidiw, 
dominaiùre ( il K^itè, fatto a noi famij^llara dalle gazsette ), oaserrando 1* analogìa colle voci arabe Okataha e Amira 
comand(xt9t regnare, e notando ohe la seconda ha 8tr<)tta analogìa con quel verbo ebraico h^unir, 6.^ faroM di aimar 
( Num. XXVi, 17, l& ), che dagi* interpreti caldaici' e dal Talm. BMrakot S, CkagMgah 8, Tanéhumà sullo stesso ver- 
setto è pure spiegato ehcUah ha spiegato dominatore iovrtmo e noi 1* abbiamo seguito. 
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potrebbe significare per avventura forma o stile. E allora direbbe qui cbe Mosè spose la Legge 
in molte forme, con varietà di stile, che risponde al «chiarita bene ». 

lin. 32. Adar. Febbraio -Marzo. 

lin, 37-Pag. 43, lin. 1. Li tredici attribati doila Misericordia. Nei versetti 6 e 7, 
XXXIV dell* Esodo Eterno, Etemo Dio pietoso e misericorde ec la tradizione rab- 
binica accomodandosi col testo, còme abbiamo accennato altrove, tanto quanto, vi legge tredici 
attributi di misericordia, coi quali (insegua) Iddio vuol essere speciaiqiente invocato; e narra 
come Iddio medesimo gì* insegnò per somma grazia a Mosè, assicurandolo della loro irresistibile 
efficacia. Talm. Rosh ha-Shanah 17, 6. 

lin. 1-2, Le anime de' Giasti fanno lettura ... lo secondo dì e il qninto ec. 
Come ò uso obbligatorio degrisraeliti in terra. 

lin. 26. Destatevi, inneggiate, o cieli superni ec. Tanto questo componimento poetico, 
quanto il precedente che abbiamo indicato essere in prosa rimata, la quale anche qui scivola 
dentro, dimostrano nell* autore (come ha osservato il dottissimo Zunz) dimestichezza coi poeti 
liturgici del nono e del decimo secolo, il Kalir e gli altri; e nel Kalir ha riscontrato tracce 
della presente l<;ggenda il lodato crìtico che abbiamo citato. V. Die gottesdinstl, Vortràge der 
Jud, pag. 146, not. e, d. 

Pag. 44, 16-7. E que' trentasei dì valsero a Mosè nn anno per ciascnno. Gli asciti 
d'Egitto, eccetto Giosuè e Caleb vennero condannati a rimanere nel deserto quarant'anni corri- 
spondenti ai quaranta giorni che avevano corso nello esplorare la terra promessa {Nurn. 
XIV, 34 ). Mosè per altre cagioni doveva pure sopportare la stessa pena. Il narratore^ parrebbe 
intendere che Mosè col sommettersi a servire, là dove aveva sempre comandato^ sì procac- 
ciava merito di umiltà ad espiazione de* suoi falli; e posto che a lui fosse imposta la pena 
dei qyarant*anni, ogni giorno della presente servitù gli valeva un anno. forse è detto in 
genere che ogni giorno dì questi , era tale prova di virtù da valere per un anno. Tutto que- 
sto mi permetto di dire per semplice congettura, non avendo riscontrato della leggenda alcuno 
commentatore. Checché ne sia, certo è che questa narrazione delia servitù che il gran legisla- 
tore dedicava al discepolo, non manca d'essere molto commovente. 

lin. 35-6. «Avvegnaché giovanetto Israello, pur l'amo. Intende di fare l'appli- 
cazione del versetto a Giosuè , volendo dire: Giosuè quantunque giovane è degno dell'af- 
fetto vostro. — Pag. 45, lin. 1. Fui giovane pnre inveccliiai. Questo allude a Mosè, che 
essendo vecchio doveva rinunziare lo uffìzio al più giovane, e la terra pronunzia la sentenza 
come a dire: io medesima vo soggetta a questa legge universale, del tempo. < Udir come le 
«chiatte si disfknno Non ti parrà nuova cosa, né forte, Poscia che le cittadi termine hanno. 
Le vostre cose tutte hanno lor morte. Sì come voi .... » Par. XVI, 76-80. 

Pag. 45, lin. 12-3. Non t'ho io parimente appreso: Siati la dignità dello tao disce- 
polo cara ec. Questa è sentenza dei Capita Patroni II, 15, posta qui, come sentenza biblica, 
in bocca di Mosè, alla quale bisogna applicare la norma che, rispetto alle sentenze bibliche, ab- 
biamo indicato a pag. 148, not. lin. 28. 

lin. 34. Loro sentenzio riscontravansi riflesse l' nna nelP altra come gemme. La 
cui luce splendendo nell'una riflettesse nell'altra. 

lin. 36. Le parole de' sapienti sono simiglianti a pnngellL La immagine del pungello 
che sarebbe adoperata qui a significare il senso fisso e determinato della parola de' sapienti 
e quindi la concordia de' loro interpetri, non s' intende a primo sguardo ed è molto sottile. Viene 
però chiarita da una chiosa talmudica: « Perchè vennero egli rassomigliate le parole della Legge 
(o de' sapienti^ a! pungello? Per dirti: in quella guisa che esso pungello guida esatta- 
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mente la giovenca a' suoi solchi, per trame il vitto per tutti, cosi le parole della Legge 
guidano esattammle quei che li studiano da' sentieri di morte a quelli di vita ( Talm. Cha- 
ghigah 3 6, Midrash Qohelei XII, 1 1 ). 

lin. 36-37. Parlando di coloro che appartengrono a lei, la quale dicesl eedente negali 
orti. Ha detto sapienti, parlando di coloro che appartengono alla Sinagoga, la quale dicesi 
sedente negli orti, gli orti figurando le scuole. La figura è nella Cantica, e viene spiegata 
nel modo indicato, dal Parafraste caldaico e dall' Isaacide. E del resto, le immagini campestri 
per ritrarre le scuole, sono comuni ad sdtre letterature, e derivano anche dal fatto. Orazio era 
ito « . . . inter silvas Academi quaerere verum {Epist. lib, II, II, v. 45) »/ e Properzio si pro- 
poneva di acquetare le ^passioni, animum emendare, «... hortis docte Epicure tuis (Eleg. 
lib, m, V. 885 ) ». 

Pag. 46, lin. 11-2. Dammi balìa di farmi in Yirtù dello nome ineffabile simlgliante 
ad augello ec. Un dialogo simile si riscontra nel Deut. Magn, Sez. XI verso il fine del libro, 
con qualche brano identico. 

Mosè. 

Signore dello mondo! Se tu non mi fai intrare in terra d' firaele, lasciami in que- 
sto mondo si eh' io mi viva e non moia. 

Dio 

Se non ti fo morire in questo mondo, in qual guisa farti vivere nel venturo? Arrogi, 
che tu faresti di mia legge documento falso, però che in mia Legge sta scritto di tuo pugno: 
< Né v'ha chi dalla mia mano (dice Iddio) alcuno sottragga {Deut, XXXII, 39). 

Mosè, 

Signore dello mondo! Se tu non mi fai Ì7itrare in Terra d'Israele, lasciami stare, simi- 
gliante a quegli animali silvestri che si cibano d^erbe e beono acqua, ma vivono e lo mondo 
veggono. Sia deh! mia persona come uno di quelli! 

Dio. 

Ti basti. 

Mosè. 

Signore dello mondo! Altrimefite lasciami sfare in questo mondo a guisa dell' au- 
getto che vola per tutti li quattro punti della terra, e coglie huo vitto ogni dì, e a sera si ritrae 
allo nido. Sia deh! mia persona come uno di questi! 

Dio. 

Ti basii quanto hai detto. 

Pag. 47, lin. 27 -- Pag. 48, lin. 3. Or Samaele capo de' demoni ai stara aspet- 
tando ec. Tutto questo è tratto alla lettera dal Deut. Magn. Sez. XI verso il fine. 

lin. 33. nimica mia ec. Qui parla Michea profeta in nome d'Israele alia nazione 
assira, e quindi il testo ha il femminile; laddove detto da Michele a Samaele, doveva essere al 
maschile, e nimico mio, doveva dire. Così le spiegazioni che vengono dopo sono acconce al 
testo per sé medesimo, non applicato al nostro caso. Pare che l'autore della leggenda si sia di- 
menticato di avere adoperato il testo ad altr'uso che non aveva nel r originale. Fors* era meglio 
nella versione fare la correzione dell* aggettivo, e levare il commento , ma mi contentai d' avtrer- 
tire il lettore e chiudere il commento in parentesi. Perocché anche codesti errori ingenui sono 
caratteristici del genere della scrittura. Ma il commento potrebbe essere glossema di copista. 

Pag. 43, lin. 13. Andò da tutte le opere della creazione ec. V. indietro pag. 46, lin. 18. 
Questo squarcio che é alquanto breve, stava più acconciamente ai punto a cui noi avevamo 

SciiHZf Noolog. T.XVIL , ti 
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aggiunto il dialogo del Tanchwnà, dove cieli e terra e monti e colli vengono invocati indarno 
dal profeta. Ma non ò gìÀ per V ordine e 1* armonìa delle parti che splende la letteratura ebraica: il 
qual difetto da un sommo cultore di lei e ammiratore fu riconosciuto. V. la Prefazione di S. D. 
Luzzatto alla sua Biblxotheca^ Lemberg 1847. I dottori della Sinagoga avevano bensì il con- 
cetto ideale dell* ordine nella mente, tanto che nei Capita Patrum, fra i caratteri del sapiente 
pongono questo: < C?ie ragiona di ciò che è primo in prima, e di ciò che è ultimo ultimamente 
(V, IO)». Ma nella pratica difettavano dei sussidj dell* arte, delia conoscenza di quelle letterature 
che porgono i grandi esemplari, e specialmente della quiete esterna o intima che si ritiettono 
nelle opere dell'intelletto, coir armonìa delle parti. 

Pag. 49, lin. 5. Hella scaola di lahbez. V. pag. 96, n. 1. 

lin. 17. Siete perdonati. Codesta assoluzione reciproca ritrae della forma rituale giu- 
daica con cui ai sciolgono annualmente i vbti dimenticati, e si suole sgravare anco delle mag- 
giori censure chi vi fosse incorso, senza serbarne poi coscienza. Si costituisce un tribunale eccle- 
siastico almeno di tre, il quale anticipatamente chiede per sé alla sua Comunanza 1* assolu- 
zione e la riceve, e la Comunanza la riceve a vicenda dal tribunale. La conclusione della 
formola dell'assoluzione reciproca è la seguente, in cui si riscontra l'analogìa col nostro testo: 
« Di tutti ( i voti, le censure ec ) siete sciolti, di tutti siete immuni, di tutti siete perdonati >. 

Pag. 50, lin. 9. Lo libro del Retto. Ci*onica poetica ebraica, ovvero collezione di 
canti istorici antichissima (del genere di quell'altra intitolata Libro delle guerre dello 
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Etemo), fatta per celebrare gli eventi od anche, secondo il Talmud {Habodah Zarah 25), 
gli eroi del popolo d'Israele . È citata nella Bibbia e riportati brani due volte per ricordare 
due fatti, uno lietamente e l'altro tristamente memorandi: la vittoria di Giosuè sopra cinque 
regoli Amorrei, e la morte di re Saulle e del figliuolo Gionata in una sconfitta ( Qios, X, 12-14; 
II Som. I, 17-27). Un altro libro che già conosciamo, porta lo stesso titolo. Ma quantunque 
possa per avventura contenere qualche brano d'antichità, appartiene certo al Medio Evo, e 
però la Leggenda qui non intende parlare se non del primo, che Mosè venerava al punto da 
trascriverlo, per poi farsene schermo ^alla morte. Sopra coloro che, come l' Herder, e di presente 
il Dott. Cassel, traslatarono Sepher ha-Jashar anziché Libro del Retto (come 'a dire della 
verità storica, ovvero della virtù ), libro del Canto , ha dottamente disputato l' amico nostro 
Prof. Castelli, nel suo bel libro «Della Poesia biblica» Firenze LeMonnier, a pag. 42. Aggiun- 
giamo qui alle sue una osservazione. 11 Deut. Magn, al fine, dove descrive la morte del profeta, 
« ^osè, dice, non avea compiuto anco di scrivere il libro del Canto, allorché sopraggiunse 
lo punto cKelli dovea passare)^. Intende egli il glosatore di parlare del Cantico « Ascollate, o 
cieli,^ che Iddio aveva ordinato di scrivere, in precedenza, a lui e a Giosuè, come intendono i 
commentatori (Deut. XXXI, 19), ovvero allude al nostro Sepher ha-Jashar ì v'ha egli 
errore di lezione nel testo del Deut. Magn. ? li problem^r é tuttora degno di studio, confor- 
tato da raffronto di codici e da sana critica. Da quanto a prima vista e* si può giudicare, 
r autore della nostra leggenda per lo libro del Canto del glosatore ha inteso lo libro del Retto, 
perché da quello certo ha copiato, ed avendo mutato così, così ha inteso. 

lin. 31. B. Samuele di Nachmanide e B. Gionata. Sono prima mentovati n^Ua Leg- 
geada: Gi canni (pag. 39, lin. 36), Samuele (pag. 41, lin. 33) senz'altro, Calabo (pag. 42, lin. 
36 ), Giosia (pag. 43, lin. 13) e Tanchumà in quelle prime linee del testo che abbiamo omesso 
di tradurre (V. pag. 150). Questi coi due suindicati sono, come notò lo Zunz {Die gottesdien- 
stl. Vortràge, pag. 146 nota b). gli autori della Leggenda del commiato di Mosè, 

lin. 38-9. Lo S. (b. 1.) disse a Gabriele: va fuori ec. 11 nostro testo, certo per 
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errore di stampa, dice a Michele; perché così le vecchie edizioni, come il DevU. Magn, da 
cui è copiato, dicono Gabriele, ed anche nel nostro testo chi risponde ò Gabriele, 

Qui stimiamo utile il porre sotto gli occhi del lettore il testo del Deut Magn, al 
(|uale il nostro di qui sino al fine, si conforma in guisa da potersi dire una variante di quello. 
I^ note varranno per tatti i passi identici o simili del testo. 

/n su quel punto lo S, (b. L) disse a Gabriele: o, Gabriele, va fuori e reca Vani- 
ina di Mosé. ' , 

Gabriele, 
Di colui che pesa quanto i secento mila (*) po$s' io vedere la morte f E a chi ha 
doti siffatte poss*io recare sdegno f 

Dio a Michele. 
Va fìiori e reca V anima di Mosè, 

Michele, 
Signore dello mondo! Io- gli fui maestro, e egli mi fkA discepolo; come poss* io ve^ 
deme la morte? 

E poscia lo S. {b, l.) disse aW empio Samaele: va fuori e reca V anima di Mosè, 
Costui incontanente si vesti d* ira, si cinse la spada, e s' ammantò di feritale e a Mosè andò 
incontro. Ma tosto eh* ei V ebbe visto seduto scrivere lo nome ineffabile, e raggiante in suo 
aspetto come sole, e simigliante a uno angiolo del Dio Sebahot, Samaele di Mosè impauria, 
e dicea: certo è che gli angioli V anima di Mosè non possono torre. E innanzi che Samaele 
a Mosé si mostrasse , ben si sapea Mosè costui essere venuto, ma come Samaele ebbe veduto 
Mosè, si colserlo tremore e doglie da puerpera (•), né trovò modo da aprire bocca per par~ 
lare con Mosè, finché Mosè disse a Samaele: < nulla pace, agli empi, ha detto lo mio Dio (^) 
Us. LVII, 21 ) ». Che faHu qui ? 

Samaele. 
A togliere V anima tua sono vemUo, 

Mosè, 
Chi f ha egli inviato ? * 

Samaele. 
Quei che ha creato ogni persona. 

Mosè, 

V anima mia non togli tu. 

Samaele, 

V anime di tutti quanti vengono al mondo, sono rùnesse in mia mano, 

Mosè. 
Maggiore che non in tutti qmmti vengono al mondo è in me virttUe. 

Samaele. 

Qual è egli tua virtuteì 

Mosè. 
Io sono lo figliuolo di kmram che uscii dalle viscere materne già circonciso, né 
della circoncisione ebbi mestieri (*), e lo dì che nacqui ebbi libera favella e camminai ritto, 

(<) Numero degl* Israeliti usciti d* Egitto, oltre le donne e i bambini. E$oà. XII, 87. 
(1) Salm. IIL 7, Ger. VI, 24. Mich, IV, 9. 

O II saluto era presso gli Ebrei: ■ jkmì a te ■. Questo è saluto negatiro, o negazione del saluto, quale si 
eonrenifa parlando a Samaele demonio. 
(») V. pag. 91, n. 2. 
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e c(m, V uno e V altro mio parente favellai, E non sticchiai neppure latte (*); e giunto a 
tre mesi di mia etate profetai; dichiarando che riceverei la Legge di mezzo a fiamme di 
foco^ Or appena me n* andai fuori^ intrai nello palagio dello re, e lui tolsi la corona di 
capo. Come fui di mia etate a ottanf anni^ operai in Egitto segni e prodi gi, e sotto gli 
occhi di tutto Egitto ne trassi fuori i secento mila, E lacerai lo mare in dodici brani, e 
trasmutai r acque amare in dolci (*); e asceso in alto calcai le vie de' cieli, impresi bat- 
taglia cogli angioli, e ricevetti legge di foco, dimorai sotto Jo trono di foco e la mia tenda 
si stette sotto colonna di foco (% E parlai col Signore faccia a faccia^ e, vinta la famiglia 
di lassù, ne disvelai ai figliuoli di Adama li misteri. Ricevetti la Legge dalla destra dello 
S, (b. L) e la insegnai a Israele (^). Fei battaglia con Sichon e Og due forti delle genti, ai 
quali, mercè di loro statura, al punto dello diluvio, le acque non giugneano alle ginoc- 
chia ('); e arrestati sole e luna in alto (^), colla verga che tenevo nella destra coloro percossi 
e spensi. Fra tanti che vengono in terra chi v* ha che altrettanto possa operare ì Empio 



(<) Almeno quando fu esposto sul Nilo, e finché alla m^dre non fu restituito. Y. pag. 92 noi. lin. 34-5. 
1/ altra versione del testo dice: «i o non succhiai neppure del latte materno se non dandone mercede ». cioò in guisa 
e per cagioni straordinarie. 

O V. pag. 74 lin. 21 — Etod. XV, 22-5. 

(') ■ R. Finee» in nome di R. Simeone dioe: la Legge <ske io S. (6. {,) di^ a Moti era fooo candido, tpic 
eante eopra fooo negro; dallo foco eprivuta^ naeeea dallo foco, compoeta di foco, data dalla deetra deSLo S. (b. {.)), «e* 
ùondo/u detto: « Dalla destra di lui (di Dio) una legge di foco (venne) loro ( agi' Israeliti ) (Deut. XXXIII. 2)». 
ijuesto passo viene spiegato naturalmente al figurato. La legge è simboleggiata nel fuoco, perchè anch'essa come 
questo elemento < . . . . muovesi in altura. Per la sua forma eh' ò nata a salire (Purg. XIIX, 28-9) •, s'accosta e 
accosta gli uomini all'Eccelso. Il fuoco nero sul bianco indica materialmente ch'essa Legge spiccava per lucidità; 
intellettualmente per evidenza. Nascca dal fuoco, cioò da Dio eh' è fuoco ( Deut, IT, 24, IX, 8), and fuoco divora- 
tore, cioò punitore delle peccata (Talm. gerosolim. Sheqalim Gap. VI » Hen Jahaqobe^xz. Fiorda 1766 Part. 2. pag. 14, 
h ). V. pure qui pag. 18-21 e le note, e il Canzoniere Sacro di Giuda Levita pag. 57, note 2, 4. — Eeod, XIX, 18; 
XXXIII, 7; XIII, 21. 

(»J V. pag. 17-28. 

{^) Di questi due personaggi il libro dei Numeri narra la sconfitta e la conquista del territorio compiuta 
dagl'Israeliti, aggiungendovi un canto popolare sulla caduta del primo* (XXI, 21-35). Quanto al secondo, il Deuter, 
lo fa l'ultimo de' giganti, e ne mentova, come tuttora esistente, il letto di ferro (forse un sarcofago di basalto) 
largo quattro cubiti e lungo quattrocento (III, 11). I^ leggenda di pib li dice fratelli, derivati da quei giganti che scesi 
in terra ai tempi di Adamo, si con^iuusero colle figliuole degli uomini. Talm. Niddah 61, Oen, VI, 2-4, parafr. di 
Jonatan, e il libr. d'Enoch, ediz. Qfroerer, Gap. VII. Ma poi essa si arresta a Og e ne fa uno spaventevole gigante 
che si salvò dal diluvio staudo a savalcioni sull'arca di Noò (Oen. Jonat. XIV, 13). E dopo più particolari e rac- 
conti sulla persona e la forza di co>tuì solo^ sparsi nel Talm. e nei glosatori, ne descrive la morte in questa forma 
mitologica singolare: • Og dùiee: a quanto ei eetendt lo campo d leraelef A tre paraeangke, Vo' gire a eekiantare una 
montagna di tre parcuanghe, gittarla addoeeo a dottoro e epègnerli. Schiantò una montagna di tre paraeangKe, e recar 
vaeela nel eapo. Or lo S. (6. {.) inviava alcune formiche che quella tra/orarono, fi ohe la gli eeendea cU cotto. E* tentava 
levareda; ma ^iei allungarono i deiUi dalVun lato e dalf altro di guiea che (tenuta dai dentij levareela non potè .... Moeè 
qtutnt'era egili aUof Dieci eubiti. Die di piglio a una eoure lungi dieci cubiti^ eaitò di"ci cubiti { sul corpo al gigante), e 
trafitto Og nelle ginocchia, lo epenee (Talm. Berakot 54 6 ) «. Vogliamo notare, per scrupolo d' esattezza, che Natan ben 
Jechiel la voce che diciamo/ormMAe spiega feeiMte, e le versioni caldaiche della Scrittuia confermano. È v'ero che spiega 
formiche l'autorevolissimo Isaacide. Il commentatore Telabieuse del Goraoo alla Sura Y, vera. iS, ci offre la stessa 
leggenda con qualche lieve variante; fra le quali questa, che una upupa ò che trafora la montagna . Marracci Prodr, 
ad Refufat Alcorani, Parte seconda, pag. 54*5. E Og poi nel maneggiare cosi le montagne, male non somiglia ai Titani. 

• Fronteggiano i Titani^ Irameuando Ne la dogliosa pugna eccelse balze Con le mani robuste {Titanomaekia di 

Esiodo; Frammento trad. dal Leopardi) ». 

{*) I>e leggende rabbiniche non vogliono nemmeno in questa parte che Mosò sia al disotto del snccessore, e 
gli attribuiscono lo stesso miracolo senza dire dove e quando. Talm. Tahanit 20, tfabodah Zarah 25. 
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vattene di qui, tanto tu dire non puoi (*). Vattene, fuggi di mia presenzia; non do a te Vani- 
ma mia. 

Incontanente ritornò Samaele e alla presenzia della Somma virtute riportò rispo- 
sta. Lo S. (b. L) disse a Samaele: vieni e reca l'anima di Mosè. Samaele incontanente 
sguainò sua spada e si rizzò contro Mosè, Mosè di subito venne in furore, e afferrata la 
verga nel quale lo nome ineffabile era impresso, ne battè Samaele con tutta sua possa, 
tantoché costui gli fuggi dinnanzi. Allora gli corse dietro colla viriute del nome ineffabile^ 
e toltosi di fra gli occhi uno conio raggiante, uno occhio a colui abbacinava. Tanto tempo 
per Mosè era corso. Al fine di picciolo momento, la eco della voce celeste sorse a dire: 
lo tuo termine mortale è giunto, 

Mosè a Dio, • 

Signore dello mondo! Ricorda lo di che mi ti disvelasti nel roveto, e dicestimi: 
« Vieni clf i' ti mandi allo Faraone e trai fuori io mio popolo, i figliuoli d' Israele dall'Egitto 
(Esod, Ili, IO) ». Ricorda lo di che mi fermai sul monte Sinai, per rimaner oi quaranta di e 
quaranta notti ! Per tua grazia, non mi rimettere alle mani dell'angiolo della morte! sorse 
V eco della voce celeste e risposegli: non f impaurire; io stesso mi do cura di te e di tua 
sepoltura. 

In su quel punto Mosè si levò ritto e santificò sua persona come quella de' Sera- 
fini, e lo S, ( b, l. ) scese da' cieli de* cieli altissimi per accogliere V anima di Mosè e tre 
angioli del ministerio con seco, Michele^ Gabriele e Zagazgaele (*). Michele spianò il letto di 
Mosè, Gabriele distese uno panno di bisso dal capezzale di lui, e Zagazgaele da piedi, 
Michele da uno lato e Gabriele dall' altro. Lo S. (b, l.) disse a Mosè: fa battere ambo le 
palpebre V una sull'altra, e le fé* battere entrambe; gli disse: ponti le braccia sul petto 
e sul petto le pose; stringi , V uno accanto all' altro i piedi, e gli strinse. In su quel 
punto lo S, {b. L) ne chiamò V anima di mezzo al corpo di lui. 

Dio, 

Figliuola! Cenvent'\anni Vho assegnato da stare nel corpo di Mosè, Ora è giunto 
lo termine che tu n^ esca. Esci, non indugiare. 

L'anima di Mosè. 

Signore dello mondo! Bene io so che tu sei lo Iddio di tutti gli spiriti; e tutte 
Vanirne, Vanirne de' vivi e de' morti sono deposte in tua mano. E tu mi hai creata e for- 
mata, m' hai posta nel corpo di Mosè per cenvenV anni. Ora havoi egli nello mondo corpo 
più puro che quello di Mosè, dove non si die mai alitare fetido, né putredine^ né vermi (^j/ 
Però V ayno io^ e non voglio uscirne. 

Dio, 

Anima esci e non indugiare, E io ti fo ascendere ai cieli de' cieli altissimi^ ti fo 
sedere sotto allo mio trono glorioso, accanto alti» Cherubini, alti Serafini e alle altre schiere {% 



0) Tana tu dir* non puoi, che tu abbia a toglierti V anima mia . 

(*) Zagangade . Sarebbe forse queato Sagaiumgad» uno dei Domi di Jfetatrone che abbiamo citato a pai. 134 
e teotftto di spiegare nella n. IV Cosi come è, è di significazione troppo oscura 

(') € In«9gnano i nostri doftori: Su (io tpoglia di) aeUe (giuttt) la putr^ine e li vermi non AUro potéttaU, 

e tono: Abramo, Imcoo e Oiaoobb^, Mote , Aronne e Maria, é Beniamino figlia fio di Giao>M§ e 9* ha ehi afferma 

antìo Davidde ( Babà Batrà 17, Dereh Ere» Zutà, Gap. I fine) >. 

(*) Le altre schiere di angeli. • Lo »V. (6. l) lelee l'anima di Moei e la depoee eotto ed trono della gloria^ 
iteondo fu detio (in altro caso): € E l'anima dello mio Signore sarà legata nel fascio degl* immortali (I Sa«.XXV,29)». E 
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V anima di Mosè . 
Sujnore dello mondo! Da presso alla tua presenzia, di lassii scesero già due angioli, A za 
e Azaele; e elli concupirono le figliuole terrestri, e tanto corruppero loro cammino sulla 
ierray che tu gli hai sospesi fra la terra e lo firmamento. Ma lo figliuolo di Amram dallo 
die che dentro allo roveto, lui ti disvelasti, non andò più alla donna sua, secondo che fU detto: 
« Ora sparlarono Maria e Aronne di Mosè per cagione della bella donna che s' era tolto; però 
ihe la bella donna che s*era tolto, avea allontanato (Num, XII 1, versione di Onqelos (*)) ». 
Per tua grazia, lanciami dentro allo corpo di Mosè! 

In su quel punto lo S. (h. L) baciò Mosè e ne tolse V anima con un bacio della bocca. 
Ora lo S. (b. l. ) poscia piangea pronunziando: € Chi si leverà per me presso a' malfattori, 
t;hi si rizzerà per me presso quei che- operano iniquitade (*) » ? E lo Spirito santo (') dicea: 
€ E non surse più profeta in Israele siraigliante a Mosè». F cieli lacrimavano dicendo: « È 
perduto il Giusto dalla terra » , lacrimava la terra dicendo: € E lo Retto fra gli uomini non 
^ più ». E come Giosuè cercò lo maestro e non ritrovollo, si pianse e disse: « Salva, o Eterno, 
che lo Pio finì, mancarono i fedeli tra li figliuoli d' Adamo (*) ». E gli angioli del ministerio 
diceano: < La giustizia dello Eterno adoprò »^ e gV Israeliti diceano: « E li giudizj di lui 
furono in prò d' Israele ». Oli uni e gli altri diceano: € Verrà (a lui), pace, riposerà sul suo 
letto egli che giva diritto ('') ». 4i La memoria del giusto è in benedizione (®) », e l' anima 
di lìti alla vita dello mondo fulvro è destinata. 



ailorelìi la (o2««, non la tdUé altrimente ohe eon un Umìo; Kcondo ) deUo: e E si morì quivi Mosò....p6r bocca dello Eterno 
{Dwi, XXXIV, 5)». SMDtende di legj^ieri che qaeRto modo ebraico per booea, spiegato dalla le^^enda cosi material- 
lueDte, significhi alla lettera, come forse ancbe lo stesso modoitaliano, per eenno,jMr oomando. Da questa legfrei^da poe- 
tica del bacio è venuto 1* altro modo de' rabbini •morire nel baeio» per dire, come spiega il finxtorfto, genma mortù pia- 

m 

0ÌdU9Ìma4 »t §utivii9Ìnta9 che viene da loro rassomigliato «à uno capello ohe ti tolga via dal latte (Talm. Berakot, 5 )• . 
Simlgliante ^ questo ò quello modorno italiano morire nel baoio del Signore ( del Signore nel V ebraico ò forse sottin- 
teso) che la Crusca non registra. Ha lo registra il Tommaseo, il quale poi reca il Gherardini che accostandosi pia 
airEbraico^ fa nn articolo Mobtr dbl bacio, e per definire porta il passo seguente delle Prose Fiorentine, Parte seconda 
Voi. 1, Firenze, Tartini e Franchi 1727 pag. 47. «Egli (T ultimo grado dell* amore) adduce quella passione che co- 
« munemente si chiama estasi o ratto, dove la mente deir innamorato tutta sommersa nell* unico suo diletto, interamente 

• in lui si addormenta; e, abbandonati tutti i sensi esteriori, per lei già da' loro oggetti alienati, separati e rapiti, 
« trascende i termini umani; e non avendo termine alcuno al suo augnmento, per trovare ella sempre cose più degne 

• d'essere amate, bene spesso abbandona 11 corpo, e, unendosi interamente a Dio, non tornt più a questo esiglio; per- 
« che dimenticatasi d'ogni cosa, si dimentica finalmente di se medesima, nò se stessa più riconosce, ne atto alcuno 
« che a lei si appartenga. K di questa siffatta morte, detta da' sapientissimi cabalisti Morte di Baeio^ mori Abram, Isae, 
« Holsò ed alcun altro ». 

(*) Abbiamo dovuto prescegliere la versione di Onqelos, come quella che offriva la prova di quanto avanti 
bi asserisce, prova che il testo alla lettera non offre. 

(*) Chi ei riaerà per me preeeo quei ohe operano iniquitade, per vegliarli e frenarli, come facea Mosò? 

(S) Lo spirito che inspirava i profeti qui personificati. Questo ò il significato che 1 dottori della Sinagoga 
danno al vocabolo epirito eanio. Ma nella Bibbia ( secondo che insegna il dotto A. della Enciclopedia Storica Biblico- 
Talmudica, Signor Dottor Hamburger) epirito ddlo Etemo, o epirito di Dio ohe gli corrisponde, ha altri due signifi- 
cati: la parte vivente nella Natura che manifesta l'azione di Dio ((Tea. 1,2); la parte medesima nell'uomo, eh^ si 
mostra specialmente nella intelligenza {Eaod. XXXI, S-4, XXXV 30-2). V. nell'op. cit, l'art. Oeiet Oottee. Anche in 
questi significati, e an^i meglio, questo spirito è acconcio alla Prosopopea. 

(♦) Salm, XII, 2. 

P) le. LVII, 2. 

(B) Prov. X, 7. iVon abbiain) indicato gli altri versetti, rispetto al luogo, perchè I* abbiamo già fatto a pia 
di pagina nel testo. 
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Ametì, Cosi sia la volontà (del Signore)! Benedetto lo Etey^no per sempre! Ame/ì, 
Amen, 

Pag. 52, Un. 33. Sorse 1' eoo della Yoce eeleste. Abbiamo udito quest' eco la prima 
volta rispondere alle opere della Natura, scosse dalla orazione di Mosè implorante la vita 
(pag. 40): annunziare a Mosè il dì estremo (42): predicare sotto il velame d'un versetto della 
Scrittura la lode del successore (44): amoionire il profeta, al modo di certe guardie notturne, 
dello scorrere delle ultime cinque ore, sino della mezz* ora e del minuto e mezzo ( 45-52 ): e 
finalmente bandita la elezione di Giosuè in luogo di lui, indirgli V ultimo mezzo minuto e il 
fine. Ora che cos* era egli quest' eco ? Era ai tempi della Misna una specie di oracolo digrado 
inferiore alla profezia, e secondario . Il vocabolo con cai veniva espresso era Bat Qol^ alla 
lettera figliuola della voce, che vale eco, quasi intendessero appunto una seconda voce la 
quale ripetesse il suoho della prima, ch'era la vo'*^ di Dio. Ma questa seconda era egli divina 
od umana? Su questo i libri rabbinici non si esprimono, lasciando il dubbio che intendessero 
per essa vox popiUi, vox Dei, Nel linguaggio greco-giudaico chiamavasi voce del cielo ( Mail. 
\\\, 17), il che non toglie il dubbio interamente. Quest'oracolo indicava, come abbiamo veduto, 
un giudizio superiore rispetto a iaXiì o a uomini presenti, o passati, e anche una rivelazione 
del volere divino rispettp a non lontano avvenire. E talvolta pure un giudizio intorno a uomini 
illustri, era provocato dalla Bat Qol, e pronunziato dal giudizio popolare. Ecco in qual modo si 
esprime, il Talmud: « Insegnano i nosti i dottori: dacché li antichi profeti, Aggeo, Zaccaria e 
Malachia si furono spenti, lo spirito santo profetico disparta da Israele. Afa tuttavolia gio- 
vavansi della Bat Qol. Una volta e]sedeano a desco nell'atrio di Bel Guria in Gerico, e si 
diffuse sopra di loro la Bai Qol dal cielo (la quale disse): « Ha taluno fra voi lo quale bene 
inerita che la divina presenzia gli poggi sul capo, come su quello di Mosè nostro maestro, 
se non che la età che è sua di tanto fatto è indegna . I dottori posero gli occhi sopra 
lo vecchio Illele (*). E come questo si fu spento, oh il pio! diceano di lui, oh rumile disce- 
polo di Esdra! Un'altra volta e'sedeano a desco di nuovo nelV atrio in Jabne, e si diffuse 
sopra di loro la Bat Qol dal cielo ( dicendo): < Ha taluno fra voi lo quale bene si merita 
che la divina presenzia gli poggi sopra, se non che la età che è sua di tanto fatto è inde- 
gna. I dottori posero gli occhi sopra Samuele juniore, e come si fu spento dissero: oh il 
pio! oh l'umile discepolo d* Illele! Egli stesso in punto di morte disse: Simeone (di Gama- 
liele allora presidente alla scuola di Gerusalemme ) e Ismaele (di Eliseo sommo sacerdote) a 
guastare e i compagni a eccidio, e il rimanente popolo a sacco, e calamitadi molte sono 
preste a venire sulla ten-a. E per Giuda di Boba (*) egli aveano pure tentato di pronun- 

(<) Riuonutiasimo dottore della Sinagoga, ì>abiloDfl8e p presidente della Scnola di Gernsalemme", TiiBoto 
dal 75 ar. al 5 dell* E. V. ; noto per la nobiltà del lignaggio come discendonte di David, e insieme per la povertà 
dignitosa, la inansaetodine e la pazienza . È popolare questo fatto che di Ini si racconta, e che qnantonqae da noi 
recato già altrove ( Canzoniere Sacro di Giada Levita pag. 42, n. 11 ) non esitiamo a ripetere. Uno pagano venuto 
tnnann a Seiammai (o Sciammeo, capo della Scuola opposta alla llieli&na ) gli dUw: accoglimi protdito per tal con- 
vegno che fu m' intigni tut'a intieta la l^ggc infanto ch'io mi Ho ritto copra un piede collo (m Stana pcde in uno » Graz. 
S'tt, I, I Y, 9); quegli col cubito da fabbrica che fenca in monn caceicllo via . Venuto tnnann a lìlHe , e qucHi V accolse 
proecRto, » Quello che a te è odioso, gli di»»e, al prossimo tuo non farai Questa è tutta intiera la Legge, il resfco 
^li è commento. Va imp-ira ( Talm. Shabba 31 ) ». L'illustre Renan non dubita di chiamare discepolo dMUele Gesù 
Cristo , Samuele juniore che segue, fu compagno di Gamaliele secondo, successore di Gioannl di Zaccheo, che ricevette 
la dottrina da illele; e quindi è detto discepolo d' Illele, come Illelo di Esdra, a titolo di merito, non per fatto 
storico. 

(^ Tutti tre qni mentovati furono invero martiri. V. la Leggenda Ebraica dt»* Dieci Martiri e la Pcrdonanaa sullo 
stesso argomvntv da noi tradotta e illustrate nell'Annuario della Società italiana pe.r gli studi orientali p. 188-80,1^0-4. 
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ziare V orazione ( funebre ), ma lo tempo fu rapito, perchè non si facea corrotto suiti 
martiri dallo imperio ( Talm. Sanhedrin 1 1 ; Sotah 48 b, e Cant, Magn, Vili, 9, con varianti) ». 

E* pare con questo doppio esempio il Talm. abbia voluto far intendere come general- 
mente la Bai Qol servisse a celebrare i più degni, e fors* anche come per influsso di lei si 
comunicasse a questi lo spirito profetico; giacché veggiamo ad Un tratto e Illele e il discepolo 
de* suoi discepoli Samuele juniore ricevere gli elogi della Bai Qol, e poi morire profeti. Bene 
spesso il grido della Bat Qol è V orazione funebre dei martiri, che ne predice la beatitudine 
immortale. V" h.i uno s.[uarcio del Talmud di Gerusalemme ripetuto in quel libro tre volto 
Jebamot Gap. I verso il fine; Sotcbli Cap, LI, ffalach. 1; Qidduschin Gap. I Halach, 1, il 
cjuale suona cosi: <c Or chiunque voglia essere verso di sé rigoroso, e condursi secondo la 
nonne più rigorose della Scuola di Sciammeo e le piti rigorose deVa Scuola d* Illele , di 
lui si dice: « E lo stolto al buio cammina {Eccl. II. 14)». Ma scegli segua soltanto le nor- 
mf*. piii miti dell'una e dell' altra scuola, e' s* appeVa empio. Ma egli si avrebbe a seguire 
la scuola sciammaica o la illeliana; ma V una o V altra tanto nelle norme sue rigorose 
quanto nelle miti. Questo che è detto, valeva però, fino a tanto che non era surta la Bat 
Q)l; surta la Bit Q)l la mi^ntni, è senor^ coìifjnn'j le sentenze deUa scuoia illeliana; 
è chiunque trapassi le sentenze della Scuola illeliana è reo di morte, -Viene insegnato che la 
Bat Qol era surta a dire: intanto le sentenze dell'una quanto quelle dell'altra scuola, e' sotto 
parole di Dio i nmortale; ma la massima è conforme alle sentenze della scuola illeliana», — 
Dove è egli su-'ta la Bat Qol ì — R. Bibbi in nome di R, Giovanni (risponde): La Bat 
Qol è surta in Jabne ». La importanza di questo squarcio ognun vede. La scuola tradizionale 
più autorevole de' rabbini fonda la sua autorità anche su coilest' oracolo, o per dare proprio 
valore di fatto storico ali* oracolo stesso, dichiara il luogo in cui la prima volta s'è manife- 
stato, e quindi la sua origine. Chi volesse interpetrare qui la Bat Qol d'un luogo e d'un 
giorno determinato, come una specie di plebiscito, con cui s'accolsero le massime della Scuola 
illeliana, darebbe spiegazione per avventura non indei^na della critica istorica. Ma in altri 
casi la Bat Qol riportata come mezzo ad appagare queir an-ietà naturale, mista di tema e 
di sp?iMu\ che tormaata Tao no, del saper 1* avvenire, ha il carattere di superstizione po- 
polare e poco più. E quei fattarelli che reca il Talm. gerosolimitano Shabat Cap. VI, verso 
il fine (uno dei quali ha tratto 'dallo storico Jost, il Bianchi -(.tiovinl nella sua Storia degli 
Ebrei pag. 303: quello dei due, che desiderosi di vedere un Samuele, consultano la Bat Qol ed 
entrati in una scuola odono un giovanetto leggere il versetto I. Sam. XXV, I: < E morì Sa- 
muele » e ne traggono augurio della morte di lui, che 's' avvera ) somigliano, come 

osserva lo storico nostro, alle sortes Virgilianae de' Gentili, od alle sorti de' Santi del medio- 
evo. V. su questo argomento in genere l' art. Bathkol nella cit. Enciclopedia del Dottor Ham- 
burger, Parte II pag. 92 e seg. 

Ma veggiamo qui l' ufficio della 5rt< Oo? nella morte del sommo profeta, quale la espone 
la leggenda nella parafrasi dì Jonatan al XXXIV, 5 del Deuter. Il testo alla lettera dice: 
« E si morì quivi Mosò servo dello Eterno nella terra di Moab per bocca ( comandamento ) 
dello Eterno ». Ecco l'amplificazione « Lo settimo die della luna di Adar nacque Mosè lo 
fnaestro d Israele, e lo settimo die della luna di Adar dallo mondo si ritrasse. Una eco 
cadde giù dal cielo, e cosi disse: figliuoli tutti della terra, venite a vedere le pene dì 
Mosè maestro d' Israele, il quale cotanto faticò senza ritrarne per sé alcuno frutto, ma fu 
consacrato con quattro belle corone; la corona della Legge che fu sua, che la rapi ai cieli 
altissimi allorché la presenzia dello Eterno a lui rivelossi, fra due migliaia di miriadi 
di angioli, e quaranta due mila carri di foco: la corona sacerdotale eh* egli ebbe li sette di 
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della consacrazione (*): la corona regale che dierongli in possedimento dal cielo, senza ch'egli 
avesse sguainata spada, né bardato alcu/no corsiero, né rannate milizie: la corona della 
buona fama che m^rcé delle opere buone e di sua umilitale acquistossL Laonde Afose servo 
di Dio quivi si ritrasse nella terra di Moab, per lo bacio del verbo (*) dello eterno ». 

Pdg. 54, lin. 8-9. E e' non sarse più profeta in Israello siìnigrliante a Xosè per lo 
arere lo Eterno usato eon Ini faceta a faoeU. Il Petrarca nei Trionfo della Fama, cosi ca- 
ratterizza Mosè, imitando appunto il verselt) scritturale: « Poi quel che a Dio familiar, fu 
tanto in grazia, a parlar seco a faccia a faccia; Che nessun altro se ne può dar vanto 
(Capit. n, terz. 21)». 



(*) DeUa coasacrazione di Aronne e de* flgliaoli fatta da Mosè in sette giorni, nei qa.ili egli adempio gli 
uffizj da sacerdote. Etod. XXIX, ]'37. 

(}) Il fftrbit, cald. Mtmrà. come J^qarà la gloria, come Shekintà la /)i*««eiua di Dio, in lao^o di Dio senz'altro, 
sono modi usati d'ordinario daUe yersioni caldaiche della Soritfcun, Oj^aiquiWalta ^l senso litterale darebbe loogo 
a concetti sorerchiamente umani e corporei, come qai dove si parla del bacio, modi usati insomma a schermo dall' An- 
tropomorfismo. V. la Memoria coronata del Dottor SCaybaum, Die Anthropomorphien und Anthropcuien ft«t Onkdo» 
wnd den tpàttrn Targumim, mit httond^ér Beràefui^htigung der Auidrtàcké Mnnira, J*kara und Seheehintha, Breslavia 
1870, dove k materia è trattata senza metafiiicherie, con semplicità ed evidenaa. 
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NOTE 



AL FRAMMENTO DELLA VITA DI MOSÈ 



Pag. 56, lin. 32. Inclreonotso di labbra. Dalle labbra chiuse, meno atte allo ufficio 
della favella. Q vocabolo sigaifìca propriamente prepuziato, cioè che ha ciò che reca impurità, e 
quindi inettitudine ai proprio uffizio. Prepuziato di cuore, duro di cuore {Ger. L^, 26 ), insen- 
sibile: orecchio prepuziato (Id, VI, 10), sordo; atbero prepuziato {Leoit. XIX, 23), i cui frutti 
non sono peranco godibili. Quanto alla etimologia di Horlah prepuzio, mi pare notabile quella 
del FQrst, che lo considera come femminile di un supposto Horel e questo, diminutivo di 
Hor pelle ^ quindi pellicola • 

Pag. 57, lin. 16. Dezzàk, Hadash, Bbachab. Queste tre voci sono formate dalle con- 
sonanti iniziali dei nomi dei dieci flagelli d*Egitto, e per so non hanno senso, o Thanno oltre- 
modo oscuro e difficile. A che prò la composizione di queste parole? Nella presente leggenda 
si trova il perchè . Si volevano incidere sulla verga miracolosa i nomi di quei flagelli d'Egitto 
ch'essa doveva un giorno apportare; ma non consentendo lo spazio d'inciderne i nomi interi, 
si si ristette alle iniziali soltanto . Ma altrove si dice semplicemente che un R. Giuda 
compose colle iniziali queste parole di colore oscuro. Taluno tentò di chiarirle. Prima spiegarono 
le tre parole come indicanti la triplice partizione, simile a quella del Tanchumà, che abbiamo 
recato a pag. 111. Poscia tentarono di tradurre: Dezzach, dissero come Dizzach ( da Dizzah 
esultanza ) la tua esultanza: Hadash, minestra di lenti: Beachaò (da Achavah colla Vau , 
fraternità, unione) con unione. La tua esultanza abbia in unione la lente» La lente che 
Esaù mangiò in compenso della primogenitura è considerata nelle leggende rabbiniche, perchè 
rotonda, come simbolo della morte, la quale è ruota che gira per tutto il mondo. E dicono 
anzi che il giorno in cui Esaù se ne cibò, era morto T avo Abramo e però cibavausene per uso 
luttuoso (V. l* Isaacide Gen, XXV, 30). Oggi per lo stesso simbolo, al pasto funebre si man- 
giano uova. Quindi il concetto è il seguente: anche nella letizia di questa solennità pasquale, 
memento mori; ricorda le altre cose meste, tempio e stato perduti, e in somma godi con au- 
sterezza. I grammatici raggrinzeranno le nari. Ma è da considerare lo scopo e Tuso della 
sentenza . Noi abbiamo tratto la spiegazione dal già citato Breviario di rito tedesco stampato 
a Varsavia, Siddur Bet Rachel, nel commento alla leggenda Pasquale, pag. 321. 

Pag. 58, lin. 35-6 Sorse un' eco dalla voee di Dio e disse al serpente ec. In cotesto 
caso come in quello in cui la Bai Qol parlava alle opere della Natura (pag. 40 ) e dove 
quindi non è immediato uditore Tuomo, essa non significa altro se non il comando del creatore 
argomentato dall'azione della creatura. 

Pag. 59, lin. 2. Datan e Àbiron, V. a pag. 98. 



NOTE AL CAPITOLO 

MOSÈ E ARONNE SECONDO LE LEGGENDE MUSSULMANE 



Pag. 60. Titolo. Hosè e Aronne secondo le leggende massolmane. Questa parte del 
lavoro è tradotta interamonte dalla lodata opera dell' illustre arabista, D.' G. Weil di Eidel- 
berga, Biòlische Legenden der Muselmànnery Francoforte sul Meno 1845, con cortesissima 
licenza ed approvazione deli* Autore. È il Capitolo intitolato Moses und Aron cbe occupa 
dalla pag. 126 alla 192. Rechiamo anche le note di quel Capitolo; senonchò dove sono citazioni 
di testi ebraici che giù nel testo o nelle note dell'opera nostra sieno riportati, o ne sia 
riprodotto esattamente il senso da quei passi che l'Autore cita, ci ristiamo, per evitare ripe- 
tizioni inutili, a richiamarli . In questo secondo caso indichiamo il passo citato dall' A. e la 
pag. del nostro lavoro che lo seguì. Le note del sig. Weil saranno segnate colla W. Alcune 
altre che ci siamo permesso di aggiungere per proseguire nell' intento della comparazione, non 
avranno alcun indizio. 

Pag. 61, lin. 9<I0. Qoì si trasse fuori il vlsire Amano e disse ec Qui la leggenda 
mussulmana si scosta dalla rabbinica. V. pag. 96, n. lin. 35-6. W. 

lin. 19-20. Sotto pena di morte vietato loro l'aecostarvisi. Anco nella leggenda 
rabbinica il comandamento omicida di Faraone viene esposto come conseguente del sogno. V. 
pag. 1, e 86, lin. 21 e seg. W. 

Pag. 62, lin. 29. Ella non sentì nello sgravarsi il pia liere dolore ec. Tratto inte- 
ramente dalle leggende rabbiniche. V. pag. 3, lin. 5 e seg. e le note a pag. 90 e 91 . W. 

lin. 33-4 Ma Mosè si levò e disse: madre non temere ec. Qui è probabilmente ripor- 
tata a Mosè la leggenda rabbinica intorno alla seconda prova della infanzia d' Abramo ( V. qui 
pag. 154, n. lin. 23), come ad Abramo fu trasportata quella biblica di Sadrac, Mesac e Abed- 
Nego (Dan. XII). 

Pag. 63, lin. 18. Così risonò nna voee dalla terra. Qui v' ha una specie della Bat 
Qol figliuola della voce, di cui a pag. 167.; e non qui soltanto, perchè nelle leggende cri- 
stiane non ne manca. Eccone esempio e certapaente non è il solo: 4 V abate Arsenio, quando 
« era secolare e gran barone in corte dello imperadore, pregò Iddio e disse: Messere dirizzami 

< a salute; e venne una voce e disse: Arsenio fuggi gli uomini e sarai salvo. E poi essendo 
« già fatto monaco, anche fece la predetta orazione; e udì una voce che disse: Arsenio fuggii 

< taci e sta in pace; che*queste sono radici da non peccare >. Cavalca, Vite de' santi Padri; 
Parte prima, Cap. XK, ediz. del Llojrd, pag. 185. 

lin. 24. Iblis. Satana che anche qui, come nel Genesi, secondo la tradizione, si 
trasforma in serpente. Questo nome è spiegato come corruzione di diabolos. 
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Pag. 64, Un. 12. Per la miracolosa Tirtnte di questo bambino, rispose la magipiore. 

Anche nel Midrash fol. 51 (Jalqut Esod, 11,5) alle parole: «E scese la figliuola di Faraone 
a lavarsi sul Nilo » vien detto: « Perchè ella era tocca d' aspre piaghe, e non potea pigliare 
bagno caldo. Ma non si toro ebbe stesa la mano e preso il fanciullo piangente, fu risanata, 
E però ella il mantenne in vita però che pensò: egli crescerà certo un di pio uomo, e chi 
salva a uno uomo la vita , è pari a chi conservi tutto uno mondo. Laonde ella ebbe la 
felicitate di essere partecipe della vita futura, W. — V. pure qui pag. 92, n. Ha. 24-27. 

Pag. 65, lin. 6-7. Che dalla mammella di donna Idolatra egrli alcun nutrimento noa 
succiasse. Y. pag. 92, n. lin. 34-5. W. 

lin. 26. Mentre lo Faraone con lui si sollazsaTa, questi tolsegll dal capo la corona. 
Anche questo racconto deriva dal Giudaismo — V. pag. 4 da lin. 12 a lin. 35. W. — Vera- 
mente qui r A. cita il testo della nostra leggenda, ma qual è riportato nello Jalqut, che diffe- 
risce nell'ordine e in qualche parte non essenziale. 

Pag. 66, lin. 24 4ug. ffog, ovvero Og, il re del Bassan , salvato dal diluvio stando 
a cavalcioni su il* arca. Anche questo è plagio alle leggende ebraiche.— V. pag. 164, n. 5. 

Pag. 67, Un. 17. Nosè andò errando alcuno dì per lo diserto. Seguendo il racconto 
Giudaico, trascorsero parecchi anni tra la fuga di Mosè dallo Egitto e il suo arrivo in Madian, 
i quali egli consumò in Etiopia. V. da pa?. 6 a pag. 9, con le note relative. W. L' A. dopo le 
prime parole sue, compendia in una nota il contenuto di quanto citiamo. 

lin. 37-8. E qual ospite puoi bene tu accettare uno ristoro. Qui ci pare 

evidente reminiscenza dei Capita Patrum, Gap. I, 3: « Antigono da Soco avea ricevuto la dot- 
trina da Simeone il giusto. Egli solca dire: non siate simiglianti a que' servi i quali ser- 
vono al padrone per tal convegno di riceverne guiderdone; siate anzi simiglianti a' servi 
che allo padrone servono senza lo convegno di riceverne guiderdone, E quasi immediata- 
mente dopo: Qioseffo di Qioanni da Gerosolima solca dire: sia casa tua ampiamente aperta, 
e ne sieno i poterelli quei di casa (ibid. 5 ). 

Pag. 68 lin. 9. La verga miracolosa. Sopra questa verga si legge nelle leggende 
rabbiniche: €La verga di Mosè fu creata al vespro del sesto giorno, e fu trasmessa a Adamo 
nello Paradiso deliciano, E Adamo trasmisela a Enoch, e Enoch trasmisela a Noè, e Noè 
a Sem e Sem ad Abramo, Abramo a Isacco e Isacco a Giacobbe che la portò giù in Egitto^ 
e la trasmise {innanzi di morire) al figliuolo Qioseffo. Come questo si fu morto passò con 
tutti gli altri arredi nello palagio dello Faraone. Qui la vide Jetro uno de* magi dello Faraone, 
e la recò seco a Madian, e piantolla nello suo giardino, Niuno potea accostarsele finché non 
fu venuto Mosè, e lesse le lettere che i?' erano sopra, e svelsela incontanente Jetro ciò veduto, 
disse: questo colui è che libererà Israele dall* Egitto; laonde diedegli la figliuola S'^fora in 
tnoglie, E con quella verga Mosè guardò la greggia di Jetro quarant' anni, né parte al- 
cuna ne fu da fiere silvestri assalita (Jalqut Esod, IV, 17, 173, tratto dall* XI dei Cap, di R. 
Eliezer, con qualche variante). W. 

lin. 12. Idrls è T Enoch della Bibbia, Salili un profeta che i Mussulmani dicono 
avere vissuto a' tempi di Noè. 

Pag. 69, lin. 31. E le scolte che vi stavano erano come impetrate. Y^ha alcun che 
di ancor più maraviglioso nel Midrash, €Lo palagio dello Faraone a^^ea quaitrocento porte, 
cento da ogni lato, e a ciascuna stavano sessanta mila valorosi. Per questo dovette Gabriele 
venire e farli intrare ( Mosè e Aronne ) per altra via. Come Faraone gli ebbe visti, disse- 
chi ha lasciato intrare costoro f ( secondo il testo che ho io sott* occhio direbbe: qual è la 
qualità di costoro)^ Incontanente e* fé venire le scolte, talune fé uccidere , talune flagel- 
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lare, talune rinmare e olire locarne al loro posto. Quando la dimane Moie e Aronne ri- 
tornarono allo Faraone, e* fece richiamare le scolte^ e disse loro: come mai costoro inirano 
qui f Noi noi sappiamo^ risposero^ e' sono stregoni che per le porte non introno, V. qui 
pag. 10, lia. 9 6 seg. e le corrispondenti note. W. 

Pag. 71, lin. 26-7. Àad e Thamad. Had • Nel Corano Suro 7, ^ers. 65^ ò men* 
zione di questi popoli che rispondono a quelli detti nelle tradizioni rabbiniche Dor ha-Felagah^ 
la (Generazione della separazione^ dispersi dopo la torre di Babele. Hud sarebbe Eber. 

Pag. 72, lin. 7. Risam e Bijam. Questi due ricordano Janes e Mambres delle leg- 
gende ebraiche. V. pag. 6, lin. 28-9 e la n. a pag. 99. e seg. 

Pag. 73. lin. 12. I flgUaoli per comandamento dello Faraone le forono dlnnansi agli 
oechi scannati. L'autore mussulmano non sarà qui stato condotto da reminiscenza della ma- 
dre de' Maccabei ? Sulla quale V. Maccabei lib. li, cap. VII, il libro de' Treni Magno Gap. I, 16, 
Talm. Ghittin 57 6 e il libro di Giuseppe Flavio. 

lin. 24-5. Tatta quanta 1' aeqna appena uno Eglxio ne plgllara in mano traflmnta<« 
Tasi iu saogne» Parimente il Midrash: « Tutta V acqua che era nei vasi si mvjtasoa in san- 
gue; persino la saliva in bocca d' un Egiziano^ però che è detto: « E fu lo sangue in tutta 
terra d'Egitto {Esod. VII, 21 ) », e il resto qui a pag. Ili lin. 19 e seg. W. 

lin. 31. Omar Ibn Abd Àrasis» Questo Omar fu l'ottavo Califfo della stirpe degli 
Omeiàdi. Egli sah al trono l'anno 99 dell'Egira, ed era per ^lo innanzi governatore del- 
l'Egitto. W. 

lin. 37. Una tenebra così fitta elie qneUi che stavano ritti non poteano sedersi ec. 
La frase è tolta alla lettera dalle leggende ebraiche. V. qui a pag. 114, lin. 34 e seg. 

Pag. 74, lin. 21. Dodici sentieri s'apersero in meizo al Mar Rosso per le dodici 
tribù. V. pag. 164, lin. 5. 

lin. 29-30. Qui Gabriello in forma nmana salì il corsiero ec Questo racconto può 
derivare dal seg. Midrash. € Allorché Faraone caoalcò uno cavallo maschio si mostrò pari- 
mente il Signore cavalcante uno cavallo maschio. . . . Allorché egli ne caoalcò una fem- 
mina si mostrò il Signore cavalcante una cavalla • . . . / dottori affermano: Israele è figu- 
rato in una cavalla, gli Egiziani in uno cavallo il quale fra loro si agita, e in mezzo 
allo mare gV insegue. R. Simeone insegna: le. onde del mare sono figurate in una cax>alla, 
lo Faraone in uno camallo (Jalqut sulla Cantica al I, 9, 983, tratto dal Mechiltà, Esod. 
XIV, 28 ). W. 

Pag. 75, lin. 11-2. Formossene nno vitello il qnale • • • • andava intomo correndo* 
Anche stando al racconto rabbinico era entrato Samael nel vitello e muggiva in guisa che 
gl'Israeliti credettero fosse vivo. Si afferma pure dai rabbini che non già Aronne, ma altri 
abbia fìitto il vitello d' oro. Confr. Geiger, l' opuscolo citato Was hot Mohamm. atM dem 
Judenth. aufgenom. pag. 167. W. 

lin. 25-6. Confessò avere desiderato alcnn che di reo» Chi ha letto il nostro testo 
ha veduto la lotta di Mosò cogli angioli, per ricevere da Dio la Legge, delia quale lotta egli 
soccorso dal Signore, esce vittorioso. L'autore o gli autori della legrgenda mussulmana attin« 
sero alle leggende rabbiniche questa parte, ma la alterarono in gloria di Maometto, per mostrare 
Mosè a lui inferiore. Cosi pare a noi di poter argomentare dalla forma data al racconto e 
dalla conclusione. 

lin. 38. Il digiuno dello Bamadhan. Egli è noto che i mussulmani hanno un mese 
intiero di digiuno eh* egli osservano anco più rigorosamente che non gli Ebrei i loro giorni di 
digiuno; laddove eglino non soltanto non prendono nemmeno una gocciola d'acqua, ma s'asten- 
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gono persino dal fumare. E come i Mussulmani hanno V anno puramente lunare, così lo Ra- 
madhan cade naturalmente in tutte le stagioni dell* anno. W. 

Pag. 76, lin. 31-*/. La legge della rendetta del sungne ec» Qui la tradizione mussul- 
mana o per errore, o di proposito fklsa il Giudaismo, il quale aveva bensì per retaggio di 
tempi primitivi barbarici la consuetudine della vendetta ( che chiamavamo riscatto) del sai^gue, 
cioè il diritto nei congiunti di vendicare il parente ucciso. Ma questo diritto fu sapientemente 
deluso dalla istituzione delle città d* asilo a beila posta destinate, perchò chi aveva commesso 
omicidio involontario vi si ricoverasse, a schermo dalla vendetta dei congiunti del morto. Ivi 
il sommo sacerdote giudicava se quegli avesse veramente diritto all'asilo, o fosse reo volon- 
tario. Ma anehe nel secondo caso era punito dulia legittima autorità, né più consegnato al 
congiunto vendicatore. Ed essendo molto probabile che ogni omicida avrà almeno tentato di 
giovarsi del diritto d* asilo, però il diritto di vendetta era di fatto abolito. 

La punizione dei taglio della mano pei furto ò falsa. Quel supplizio era per la donna 
che soccorrendo il marito in una rissa, si volgesse air avversario, et apprehenderìt verenia 

ejus. Deut. XXV, 11. 

Pag. 76, Un. 36-7. Se voi d' accoglierla vi rloasate e noi sa voi precIpiUamo. Del 

tutto secondo il Talmud Shabbai 88, cìt. dal Jalqut, Esod. XIX, 17, 283. W. 

Pag. 79, lin. 31. Alessandro Bicorne. Nome che le leggende orientali specialmente 
arabiche ed anche ebraiche danno al Macedone. Anche in alcune medaglie egli viene rappresentato 
cornuto. È molto probabile che avendo egli visitato il tempio di Giove Aramene, dove il Dio 
era eftigiato pure colle corna, ed essendoii dichiarato figliuol suo, ne abbia assunto la sembianza 
e il corrispondente nome. Gli viene anche applicata la immagine descritta nella visione di Da- 
niele ( Vili, 8 ) del capro che ingrandi sommamente. Alcuni dicono che questo nome di Bi- 
corne si desse ad Alessandro, perchè signore dei due imperi di Grecia e di Persia. Altri però 
riconoscono nell'Alessandro bicorne un re dello Yemen molto più antico, della stirpe dei Ben 
Humeyr. £ questo concorderebbe con quanto qui si narra di Mosè che vìsita il monumento 
tatto da colui, il quale non poteva essere il Macedone. Anche su questa muraglia ferrea le tra- 
dizioni sono molte, e sulla sua sede e sulla origine. Ma non è qui il luogo di discuterle. V. 
Favre, Mélanges Litter. Tom. 2, Recherches sur les Hìst. fab.deuses d'Alex, le Grand, pag. 13, 29 
e seg. — lin. 32. Jagiuge e Maginge. È appena mestieri il dire che sono i Gog e Magog della 
Scrittura, contro cui sorgono minacciose le profezie d* Ezechiello, Gap. XXX VUl, XXXIX. 

lin. 38. Karun. Il Corah (Qorach) della Bibbia del quale si dice nelle leggende ebrai- 
che, che le sue ricchezze le quali erano tante che trecento. mule bianche andavano cariche delle 
chiavi delle stanze de* suoi tesori, lo condussero a perdizione (Talmud Pessachim 119, San^ 
hedrin 110, cit. dal Jidqui, Eccles. V, 12). W. 

Pag. 80, lin. 12. Col Une di calunniare Mosè. Anche nel Midrash si dice che Mosè 
era stato diffamato quasi adultero, sì che ogni Israelita ne guardava gelosamente la sua donna 
(Talmud Sanhedrin 110 cit. dallo Jalqut, Num, XVI, 4; 750). W. 

Pag. 81, lin. 2. Invia loro Incontro le più belle donne. V. Talm. Sanhedr. 106; Num. 
Magn, Sez. XX, sui v. XXV, 2; Tanchumà al verso stesso, riportati dallo Jalqut al v. dei 
ììu.n. XXIV, U, e di nuovo al XXV 1, 771. 

lin. 12^3. Com'è! fttrono saliti alla sommità del monte ritrovarono nna grotta. V. 
qui dalla pag. 28 alla pag. 30, in cui la morte d* Aronne ò narrata, con pochissime differenze. 
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Pag. 131, lin. 29. Benedetta la grloiia dello Etemo (lanari) dal sao loco. Esod. 
Magn. Sez. XXQI al line: « Gli animali che portano il trono (celeste) non discemono la 
i^mnaffine (divina); e in su quel punto che giugne loro turno per recitare il cantico , 
e* dicono: dove Egli sia non sappiamo, se qui, o altrove; ma dovunque E' sia^ benedetta 
la gloria dello Eterno dal suo loco. »! 

Pag. 157, lin. 29. (Xosè) ricorse al Duce della divina presenzia. La quistione dei 
Mediatori o Intercessori nel presente culto giudaico non ci pare sia stata peranco trattata con 
tutta l'ampiezza e con tutta la critica imparzialità, Ed essendo il tema teologico anzi liturgico 
è naturale che troppe considerazioni estrinseche vi si mescolassero. Il D' Zunz nella sua Poe- 
sia Sinagogale del medioevo toccando di questo subbietto episodicamente ( pag. 147-51), colla 
sua vasta dottrina offre tuttavìa materiali sufficienti, a chi voglia ragionarne poi con rettitudine. 
E poiché noi intendiamo di considerarlo dal lato istorico (che alla parte teologica non abbiamo 
autorità, né inclinazione) attingeremo principalmente alla erudizione di quel grande maestro. 

11 giudaismo posteriore alla caduta del secondo tempio ha egli nella sua liturgia in- 
vocazioni alia intercessione degli angioli e degli uomini santi defanti ? E se quest' uso vi si 
trova, è egli uso moderno soltanto, senza vincolo colle idee bibliche, od altrimente? 

Noi leggiamo nel Genesi che Giacobbe dopo avere combattuto con un angiolo (che 
tale possiamo dirlo per T insieme del fatto, avvegnaché il testo lo chiami uomo) e vintolo, 
gli fa una certa violenza per impetrarne la benedizione e T impetra. Il che dimostra quanto 
peso il patriarca vi attribuisse. E dove si aggiunga che la tradizione rabbinica vede nell'an- 
giolo un patrono di Esaù, che Giacobbe voleva legare con una parola ad essergli favorevole, 
si può arguirne che la protezione degli angeli era in gran pregio e s' invocava. Correndo dal 
Genesi a Daniele, ivi veggiamo V angiolo Gabriele apparire al profeta per ispiegargli le arcane 
visioni e confortarlo. E in Giobbe è detto esplicitamente: « Come la persona di lui (dell'uomo) 
«' accosta alla fossa e sua vita agii sterminatori », s' egli ha per sé un angiolo intercessore 
che manifesti per V uomo la sua ragione », ( Iddio) allora gli fa grazia, e dice : perdo- 
nagli lo scendere alla fossa; io ho ritrovato il riscatto (XXXIII, 22-4). Quindi la intercessione 
dell' angiolo è reputata riscatto delle colpe che conducevano a morte. Venendo al Talmud, nel 
tratt. Sanhedrin (44 b) si parla d' un angiolo (Gabriele, secondo l' Isaacide ) il quale pronunzia 
verso il cielo parole decisive, serra le peccata d* Israele ( fa che non se ne te(iga conto) e 
quando ha serrato piti non apre; tanto sa scegliere il punto opportuno! Nel Talmud palestinese 
(Qiddushin, Gap. I al fine) si chiosano i citati versi di Giobbe, argomentandone che la misericor- 
dia divina è tanta, che se novecento novantanove angioli accusino e uno interceda, queir uno è 
ascoltato; anzi se dai punti della relazione d' un angiolo sopra un mortale, novecento novanta 
condurrebbero al condannarlo, uno all'assolverlo, il Signore l'assolve; il che ricorda per ana- 
logia le- novantanove pecorelle dell* Evangelo, di cui il padrone meno si rallegra che non del- 
l' una smarrita e ritrovata [Matt. XViU, 1.3) Ma si conchiude che gli angioli fanno lassù uf- 
ficio di relatori e difensori, « Nulla ostante ogni sforzo del domma giudaico della unità, dice 
« il citato scrittore che seguiamo, « la credenza nella protezione, nel favore degli angioli potè 
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< sussistere; e' piangono al sacrifizio d' Isacco^ e a tutti i dolori che colpiscono i discendenti di 
« lui, lodano Iddio nella lingua santa, acoompagnano le anime al soggiorno della pace, le ora- 

< zioni delle Comunità recano innanzi a Dio, lui sdegnato placano; e però dal trono di Dio 
« escono ardenti parole: «beatitudini a voi che esponete la di&sa de* miei figliuoli, lode a 7oi che 
« a Dio il merito de* padri ricordate! » iddio stesso adunque altamente approva la intercessione 
degli angioli; e, secondo T antico trattato Eehodot Rabbatta riportato in più d*una orazione 
penitenziale, ve n*ha una schiera in cielo che esercita il pietoso ufficio, e alla quale Iddio rivolge per 
r appunto le citate parole. E invocazioni alle intercessioni degli angioli non mancano. È notis- 
sima quella del giorni penitenziali nel rito tedesco: € voi che introducete la misericordia, 
introducete misericordia di noi dinnanzi al Signore della misericordia! voi che ftUe 
ascoltare V orazione y nostra orazione fole ascoltare a lui che la orazione ascolta! ec. Ed 
un* altra più esplicita non meno conosciuta: < angioli della misericordia, ministri dello 
Eccelso, supplicate deh! alla presenza del Signore nel linguiggio piti efficace! Affinchè ei 
compatisca per avventura alla gente misera e me'idica^ per avventura faccia misericordia! » 
Ed altre di questo genere si rivolgono alla misericordia divina personificata: « virtù della 
misericordia, in favor nostro rivolgiti! E innanzi al tuo Signore la tua supplicazione 
soinmetti, che ogni core è doglioso e ogni capo in balla a infermitate >. Alla legge divina, 
al cielo, al trono di Dio, alla Natura si fanno invocazioni e codeste personificazioni anche delie 
cose corporee, danno loro per verità un carattere meramente letterario, anzic|iè dommatìco. E 
non mostrerebbe una seria e continuata considerazione del valore dommatico di sifiatte invoca- 
zioni, una contraddizione singolare in cui sono caduti gli scrittori litui^ici. Il Talmud {Shabbat 12 
b ) forse per mantenere e innalzare il culto della lingua sacra, insegna « non doversi chiedere 
quello di cui s* ha mestieri, in lingua caldaica, però che a colui che chiede ciò che ha 
mestieri in caldaico, gli angioli non si collegano; che gli angioli Caldaico non conoscono ». 
Ed una invocazione antichissima agli angioli, nota il nostro Autore, che incomincia € Angioli 
deir alto sosteneteci » è appunto in lingua caldaica. Ma non è meno vero che sifiatte invocazioni 
stanno scritte e si recitano, ed hanno tutta l'autorità dell* antico. 

Venendo poi alla invocazione degli uomini santi come intercessori, è da £BU*e una con- 
siderazione importante. Un punto incontrastabile della liturgia e d* uso non frequente ma con- 
tinuo, ò il chiedere a Dio che accolga in riscatto delle colpe iL merito de* santi. Ora da questa 
istanza a Dio, alla medesima espressa in via d'Apostrofe ai santi medesimi perchò per noi 
intercedano, v'ha egli tale differenza che l'una sia sacra e l'altra eretica? Fatto è che di que- 
ste invocazioni nella liturgia non mancano esempi nefsli autori più antichi e che aveano pure 
autorità di teologi. Già è notabile il passo della introduzione alla Glosa dei Treni (Petichatd deeehà 
Rabbaii) in cui Iddio stesso sulle ruine del Tempio spinge Geremia ad accorrere ai sepolcri 
di Mosò e de' Patriarchi per invocarne la intercessione e il patrocinio. E finalmente di Jossò 
ben Jossè considerato come 1* antichissimo degli scrittori liturgici, quindi il più prossimo ai 
tempi talmudici, ritrovo questo passo singolare che non so se. sia stato ricordato da coloro che 
trattarono l' argomento delle intercessioni. Nella preghiera del secondo giorno di Capo d* Anno 
detta Teqihatà, e nella terza parte di questa, v* ha queste strofe. Il pregante si volge diretta- 
mente ad Abramo e gli dice (seguo il commento e la versione dell' Heidenheim): Egli (il Si^ 
gnore) disparve e si fuggi da me a guisa di cerbiatto, su per le montagne dirupate, avendo 
cercato giustizia e le sue prove; ma la voce di lei era spenta, tu che f aggiravi dalV uno 
all' altro brano delle vittime (Abramo V. Gen. XV, 9-11 ) fallo ritornare a me; chi sa ei 
non f accolga benigno, mercè dello avere tu dato ascolto alla sua voce? 

Se sieno questi trasporti di poesia, abusi dell'arte (chò già i poeti nella libertà del- 
l'ingegno sono sempre un po' eretici) o forme ortodosse autorevoli, ai teologi la sentenza. 
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Indice delle leggende e degli squarci che compongono la Vita e Morte 
di Mosè, col numero del libro e delle pagine e linee dove si riscon- 
trano nell'originale e nella versione. 
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ARBITRARIAMENTE IN CERTI INTERVALLI 



L Considerazioni generali. 

1. Uno dei problemi più interessanti deir analisi è quello di cercare se e in 
quali casi le funzioni di una variabile reale date arbitrariamente in un certo intervallo 
finito infinito ( a , i ) possono esprimersi analiticamente per ogni valore di x fra 
a e 6, per modo cioè che i valori della funzione data per questi valori di x possano 
tutti ottenersi per mezzo di una serie finita o infinita di operazioni di calcolo da 
farsi sulla variabile. 

Però un problema posto in una maniera così generale non potrebbe risolversi , 
o almeno difficilmente potrebbe aversi un metodo per trattarlo , ove non si stabilisse 
qualche cosa intorno alla natura della espressione analitica che, quando la cosa sia 
possibile, dovrà rappresentare la funzione ; ed è perciò che nelle ricerche di questo 
genere che finora sono state fatte si è sempre limitato il problema steAso cercando 
soltanto se ed in quali casi una funzione data arbitrariamente in un certo intervallo può 
avere una espressione analitica di forma data. 

I risultati che così si sono ottenuti possono dirsi di una straordinaria impor- 
tanza, non tanto per V Analisi , quanto, e più specialmente, per le loro applicazioni 
alla Fisica matematica; e noi ne esporremo alcuni dei principali, avendo però più 
particolarmente in mira la rappresentazione analitica delle funzioni di una variabile 
reale per mezzo di serie convergenti formate con date funzioni speciali della variabile, 
o per mezzo di certi integrali definiti . 

2. Il problema generale della rappresentazione analitica delle funzioni di una 

variabile reale data arbitrariamente in un certo intervallo, sarebbe sorto naturalmente 
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dopo la introduzione che Dirichlefc fece nella scienza del sao concetto di funzione (*). 
Limitato però alla rappresentazione delle funzioni per mezzo di serie trigonometriche, 
questo problema può dirsi ormai vecchio e celebre nella storia della scienza; e può 
dirsi anzi che per esso appunto Dirichlet sia stato condotto alla sua definizione gene- 
rale della parola funsfione. 

Questo problema infatti si è presentato per la prima volta verso la metà del 
secolo scorso nel trattare una questione di Fisica matematica, quella cioè delle corde 
vibranti. 

Con alcune supposizioni prossime alla realtà, era stato trovato che la forma 
di una corda che vibra in un piano , alla fine del tempo t è data dalla equazione a 
derivate parziali : 

ove a è una costante, e x e y sono le coordinate ortogonali situate nel detto piano 
coir origine in uno degli estremi della corda, e Tasse delle x disposto secondo la 
retta (orizzontale) che passa per gli estremi della corda stessa. 

D'Alembert prendendo a studiare questo problema delle corde vibranti, trovò pel 
primo che la soluzione generale della equazione (1) era data dalla formola: 

y= f{x+at) + ^(x—ai), 

ove f e ^ sono due funzioni arbitrarie; e poi osservando che, se 2 è la lunghezza della 
corda nella posizione di equilibrio, y doveva essere zero per qualunque valore di ^ ai 
punti estremi rt?=0, x=l della corda, ne dedusse che le funzioni f e (p dovevano sod- 
disfare alle equazioni : 

le quali cambiando at in » davano: 

m — T(-2) = - ?( i-iii-z) ) = n^ i+z) , 

per modo che si poteva concludere che la soluzione generale del problema delle corde 
vibranti era contenuta nella equazione: 

y=^f{at-{'x)—f{at—x), 

ove /* è il simbolo di una funzione arbitraria per la quale si ha f(z)z=zf(^ 2 l'\-z ) . 

Dopo D'Alembert, anche Eulero prese a trattare il problema di cui parliamo, e 
trovò che la funzione /*, e quindi le vibrazioni della corda restavano pienamente deter- 

(*) ÀTanti Diricblet, per et. da MoDge, ai era definita la parola funzione in no modo quasi cosi generale 
come quello di Dirichlet; però allora vi era sempre espresso o sottinteso il concetto della esistenza di una data 
espressione analitica per la funzione medesima . 
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minate, quando era data la forma della corda e la velocità di ognuno dei suoi punti 

(cioè y e r^j, e così venne a completare la soluzione del D'Alembert. 

La memoria di Eulero diede occasione ad un altra di D'Alembert nella quale 
egli mosse alcune obiezioni contro la estensione fatta da Eulero del suo metodo; e dopo 
questa ne comparve una di Daniele Bernoulli nella quale venne data una nuova 
soluzione del problema fondata sopra una osservazione fatta qualche tempo prima da 
Taylor . 

Taylor aveva osservato che la funzione: 

ni:x finta 
y= sen —=- cos —j — , 

con n intero qualunque soddisfaceva alla equazione (1), e alle condizioni y=0 per 
x=0 e x=l qualunque sia tj e aveva spiegato così il fatto fisico che una corda, oltre 
il suono fondamentale che gli è proprio, può dare anche il suono fondamentale di una 

corda della stessa costituzione e di una lunghezza ^ , -^ , -j . . . . della sua; Bernoulli 

a ó 4c 

guidato da questa osservazione, e dall'altra che una corda poteva dare anche contem- 
poraneamente questi suoni, ne dedusse che essa avrebbe potuto vibrare ^nche confor- 
memente alla equazione: 

... « nnx n7:a(t—bn) 

(2) y= Zi Qn sen — y- cos ^ , 

ove le an e Òm sono costanti arbitrarie; e poi avendo riconosciuto che con questa for- 
mola qualsiasi, fenomeno del suono veniva spiegato, ne concluse che essa doveva essere 
la formola generale . 

Dopo questo lavoro di Bernoulli ne comparve un altro di Eulero nel quale 
questo celebre matematico rispondeva alle obiezioni fattegli da D' Alembert , e osser- 
vava contro Bernoulli che , siccome per ogni valore del tempo t la" formola (2) dava 
la equazione della corda sotto la forma: 

(3) y=* S «H sen -y— , 

bisognava concluderne che la detta formola (2) non somministrava la soluzione gene- 
rale del problema, in quantochè, almeno per un dato istante la forma della corda poteva 
darsi arbitrariamente , e non era dimostrato che una curva qualunque data arbitraria- 
mente fra due ascisse e 2 potesse* sempre rappresentarsi con una equazione della 
forma (3); e anzi si riteneva allora come impossibile di rappresentare una curva alge- 
brica, o più generalmente una curva analitica data e non periodica, per mezzo di una 
espressione periodica come quella scritta sopra o anche come V altra : 



(4) y= S «n sen — 7— «+ - P»» cos —=- . 

Il problema era portato a questo punto, e incidentalmente aveva dunque fatto na- 
scere la questione se una curva data arbitrariamente fra e 2 potesse o nò rappresentarsi 
sempre con una equazione della forma (3) (4), per quanto, ritenendosi allora la cosa del 
tutto impossibile, una tal questione venisse posta immediatamente da parte; né ancora 
le questioni sorte fra Eulero , D^ Alembert e BernouUi potevano dirsi decise , ma sol- 
tanto Eulero e D'Alembert si trovavano d^ accordo nel ritenero che la soluzione del 
Bernoulli non fosse la soluzione generale del problema delle corde vibranti/ 

Fu allora che Lagrange, ancor giovanissimo , prese a studiare egli pure il pro- 
blema, e ne dette una soluzione in un modo tutto nuovo, quantunque non altrettanto 
rigoroso. In questo lavoro egli ebbe occasione di dare la formola che esprime per una 
serie finita di funzioni circolari la ordinata di una curva che passa per un numero finito 
di punti disposti comunque su rette equidistanti parallele alleasse delle j/; ma per 
quanto, avendo usato il segno J^ per rappresentare quelle somme che ora rappresen- 
teremmo con £, e avendo usato il segno dx per rappresentare P intervallo finito Ax, 
Lagrange giungesse a una formola che col farvi n=oo concorda pienamente con quella 
che fu trovata più tardi per una funzione qualunque, è certo però che, avendo il La- 
grange tralasciato di fare il passaggio dal finito alPiufinito, la questione della possi- 
bilità o impossibilità di rappresentare una curva data arbitrariamente in un certo 
intervallo con una equazione della forma (3) o (4) restò ancora insoluta. Né P insieme 
della memoria di Lagrange mostra che egli pensasse che una funzione del tutto arbi- 
traria potesse realmente rappresentarsi con una serie di seni o con una serie di seni e 
coseni; ma anzi mostra piuttosto che egli intraprese il suo lavoro perchè credeva che 
queste funzioni arbitrarie non fossero esprimibili per una formola, e solo credeva che 
le serie trigonometriche potessero rappresentare og^ funzione periodica data anali- 
ticamente . 

3. Dopo il lavoro di Lagrange, la questione della possibilità della rappresenta- 
zione per serie trigonometriche delle funzioni date arbitrariamente non fece alcun passo 
per circa un mezzo secolo; quando inaspettatamente Fonrier nel 1807, più per divina- 
zione é vero che per dimostrazione, dette la formola ohe porta il suo nome, e mediante 
la quale ogni funzione f{x) data arbitrariamente fra — n e ir, sotto certe condizioni 
pochissimo limitati>'e, viene rappresentata analiticamente in serie trigonometrica della 

forma : 

00. 
(5) ^ f{x) -=» 2 { Oh cos na;-f-6H sen n a? j , 



ove On t hn sono coefficienti costanti che ri**ultano determinati dalle formole: 



(6) 



1 P 1 C^ 1 P 

aQ=_ / f{x)dx , aii=— / f{x)cosnxdx » 5^=— / f{x)BennxdXj 



per tutti i valori di n. 
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Per giungere alla sua serie, Fourier osservò che se f(x) è la somma della serie: 

00 

(7) Sl^'^cos war + Jnsenna:}, 



uguagliandola a f{x)^ e moltiplicando poi i due membri una volta per cosmo; e un 
altra per sen nix e integrando fra — «e tu, si trova: 

/ f(x) cos mxd x==2à ( «M / coanxco9fnxdx-{- bn I aennx cosmxdx 

I f{x) sen mxdx =^ I an l cos w a; sen n a? d a? + *» / sen n a: sen m a; d a? 



quindi , avendo riguardo ai valori noti degli integrali j coati x cosmx dx , 



L 
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sen n a; COS m a; (2 a? , .... pei diversi valori di m e n, ne dedusse che i cofficienti 

della serie (7) vengono determinati appunto dalle formole (6), e ne concluse allora 
senz'altro che la formola (5) ove a» e bn erano dati dalle (6), e che egli riscontrava 
giusta per funzioni particolari anche discontinue, serviva a rappresentare qualunque 
funzione data in una maniera del tutto arbitraria pei valori di x fra — 7c e n . 

4. Fourier presentò il 21 Dicembre 1807 alla Accademia delle Scienze di 
Parigi la memoria nella quale si trovano i risultati ora indicati; e questi risultati che 
Lagrange contestò nel modo il più formale, trovarono ben presto applicazioni meravi- 
gliose nella fisica matematica ove numerosi esempi persuadenti ne confermavano ogni 
dì più la esattezza . 

Àstrazion fatta però anche dalla obiezione che pra farebbesi al processo che 
condusse Fourier alla sua formola, per avere egli in questo processo applicata una 
integrazione per serie termine a termine senza dimostrare prima la legittimità di questa 
operazione, è certo che il processo stesso presenta un altro difetto capitale perchè am- 
mette a priori la possibilità dello sviluppo della funzione data f{x) sotto la forma (7), 
il che è quello appunto che trattavasi di dimostrare; talché, anche dopo la memoria 
di Fourier , la questione della rappresentabilità di una funzione f{x) data arbitraria- 
mente fra — 7c e k per mezzo di una serie trigonometrica della forma (7) , restava 
ancora del tutto insoluta. 

5. I risultati di Fourier però gettavano gnvn luce sulla questione, perchè non 
ostante le obiezioni ora indicate, il riscontrare che essi erano giusti nei singoli casi 
nei quali venivano applicati faceva acquistare la presunzione della loro esattezza, se non 
in generale, almeno in casi estesissimi. Conveniva perciò allora ammettere come data 
la forma della serie trigonometrica (7), e cercare in quali casi generali la serie stessa 
è convergente pei vari valori di x fra — n e tc e ha per somma la funzione data f{x ; 
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e questa ricerca tentata prima dal Cauchy, fu fatta poi rigorosamente la prima volta 
da Dirichlet in una memoria pubblicata nel Voi. IV del Giornale di Creile ai primi 
dell' anno 1829. 

6. Dirichlet osservò dapprima che le serie della forma (7), o le altre: 

1 ^ 

(8) s-tto + 2(aH cos n a? + 6„ sen n x ), 



ove: 



(9) 



1 P 1 T" 

a,! = — / f{x) cosnxdx , bn = — / f{x) sen nx d x , 



non sono sempre convergenti indipendentemente dalP ordine dei termini; e quindi per 
decidere della loro convergenza non bisogna riferirsi al modo secondo cui tendono a zero 
questi termini, ma bisogna cercare il limite verso cui converge la somma dei primi »i 
o n-}-l di essi quando n cresce indefinitamente, e vedere se questo limite è o nò 
determinato e finito; e per dimostrare poi che questa serie ha per somma /*(x), almeno 
in dati casi, bisogna anche far vedere che il detto limite è appunto f{x). 

Dietro questa osservazione, la questione si riduceva a cercare il limite della 
somma dei primi non-f-1 termini della serie (8); e poiché la somma di questi n-\'\ 
termini , quando si pongano per le an e frn i loro valori (9) e si muti x in a fuori 
dei segni integrali, può scriversi: 



~y M j \ +2^08« {X^fx) \dx. 



e per essere (*) 



. n sen-g— (a?— a) 
(10) ^ + 2cos n (a:-a) = \ 



1 2 8en^(a: — a) 



si riduce alP integrale; 



2n+l , , 



1 /•« sen— s^(a 

•^ — » npn —ir. — 



dx^ 



sen 2 (a;— a) 



n La dimostrazione di questa forinola si fa nel modo seguente. Si bsserra che posto: 

n 
S = Scoerò , 
1 

si Ila: 

2 gco89 = 5: 2 c,8 9 cosrO = £ f C08(r+1 ) e + cos ( r— 1 ) 1 = 
l 1 * » 

» 2£co8rQ-|~^*( *+l )0 — oosii9 + ^— c®"0' 
1 
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il problema yenne così ridotto alla ricerca del limite di questo integrale per n= oo; e 
cercando allora effettivamente questo limite, Dirichlet giunse a dimostrare rigorosa- 
mente che una funzione f{x) di x che è data arbitrariamente fra — ic e tc, e che in 
questo intervallo è sempre finita e non ha un numero infinito di massimi e minimi , 
per tutti i yalori di x compresi fra gli stessi limiti pei quali è continua può rappre- 
sentarsi per mezzo della serie (8); e pei valori di x interni all' intervallo ( — n , « ) 
pei quali la funzione stessa è discontinua ( le discontinuità venendo allora ad essere 
discontinuità ordinarie ) (*), la serie (8) dà il valore medio fra i due verso cui tende 
la fimzione quando ci si avvicina indefinitamente a quel valore di x dalle due parti di 
esso; vale a dire se a è un punto interno air intervallo ( — tc e tc) nel quale la fun- 
zione è continua o discontinua la somma della serie per x=:a può sempre rappresen- 
tarsi con «{/(«-j-O) + f{ a— 0)j ; mentre pei punti estremi ±7c la somma della serie 

è ^tA«+o) + /-(«-o)|. 

7. Dirichlet fece inoltre una estensione del suo teorema considerando anche 
alcune classi di funzioni che divenivano infinite in alcuni punti fra — k e ir, e che , 
avendo soltanto un numero fiuito di massimi e minimi, non potevano naturalmente 
essere infinite altro che in un numero finito di punti; e in fine della sua memoria 
aggiunse. ( senza però neppure accennare alla dimostrazione ) che il teorema stesso 
sarebbe stato applicabile a tutte le funzioni , anche dotate di im numero infinito di 
massimi e minimi, per le quali gli integrali che compariscono nelle espressioni dei 
coefficienti On e bn hanno un significato ( nel senso inteso da lui ); includendo così fra 
le funzioni rappresentabili per tutti i valori di x fra — ic e ic mediante la serie (8) 
tutte le funzioni finite e continue. 

Quest' ultima asserzione di Dirichlet è stata trovata ora inesatta dal sig. Du 
Bois-Reymond; però i lavori di Riemann, quelli di Lipschitz ( negli ultimi dei quali 
V asserzione di Dirichlet fu per la prima volta messa in dubbio), e quelli di Du Bois- 
Reymond e di altri hanno aggiunto alle funzioni con un numero finito di massimi e 
minimi per le quali Dirichlet dimostra rigorosamente il suo teorema altre classi este- 
sissime di funzioni continue e discontinue con un numero infinito di massimi e minimi, 
al punto ria potere asserire che , almeno nello stato attuale della scienza, finché la si 
riguardi nelle sue applicazioni ai fenomeni naturali, la formola di Fourier è applicabile 
in casi anche ben al di là di quelli che occorre di considerare. 



OTvero : 



(s+-|V-«»«= 



8IS+-5 Kl-008 6)=:2 8eQ ^^Ssen-I--. 



dft cui : 

1 " 2 

* 1 2 MD-J- 

(*) V. per es. il mio libro Fondaménti per la teorica delU futunoni di varialnli rtali al §. 187. 6.^ Io ciò 
che segue le citaxioni a qooito libro saranno iodicate col segno [ m. 1. ]. 
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8. Noi esporremo i principali fra i risaltati ohe sono stati ottenuti, per gli svi- 
luppi in serie di Fourier e per altri; e per questo dovremo prendere a studiare gli inte- 
grali della forma / /•(rr)i?BA? d x, / /Ì[x)i55^ rf a? con < a < 6 ^ "^ dai quali, 

. J^ sen X J^ ' sen a? 2 

come vedremo, vengono a dipendere gli integrali (1 1) che conducono alla somma della 
sarie di Fourier (8), e dovremo studiarne anche altri più generali; però, onde procedere 

con ordine, noi premetteremo alcuni teoremi sugli integrali della forma f f{x) ^ {x) djr, 

che, potendo essere utili anche in altre teorie, saranno da noi esposti con mag* 
giore generalità di quella che qui sarebbe necessaria , e ne esporremo alcuni 

sugli integrali J -d x , }^ TI" "S ^^ ^^^ ®^ riducono i precedenti nel caso 

e/ sen X " ■~'~*~ "^ 

particolare di f{x)^=\. 



I sen/io: 

^1 f 

Ja sen x 



n. Teoremi preUminari di Calcolo Integrale. 






9. Consideriamo T integrale / f{x)tp(x)dx ove a e b sono numeri qualunque 

•/a 

finiti o infiniti, e f[x) e ^(x) sono funzioni atte alla integrazione fra a e ft, una 

delle quali per es. flx) è sempre finita, e V altra può anche essere infinita in un gruppo 

finito infinito di punti di prima specie fra a e i, ma in modo però che anche il 

prodotto f{x)^{x) sia atto alla integrazione fra a e ò. 

Supponendo allora dapprima che fra a e ò la funzione ^{x) sia sempre dello 

stesso segno, si può ricordare che si ha la formola (m. L §§. 190, 230, 247 ): 

(1) ff(x) ^(x) dx = T / <p(r) d X , 

ove f indica un numero compreso fra i limiti inferiore e superiore dei valori di f(x) 
neir intervallo (a , b) d* integrazione, per modo quindi che quando f{x) è contìnua fra 
a e b {a e b incl. ) f ò \xn valore f{i) di f{x) che corrisponde a un valore 6 di a: preso 
fra a e ft ( a e & incl. ) . 

Nel caso particolare poi in cui a e 6 sono ambedue finiti e fra essi la funzio- 
ne rp{x) è sempre finita, 'allora anche se essa ha dei cambiamenti di segno fra a e 6, 
indicando con tp„ il limite superiore dei suoi valori assoluti o un numero maggiore, e 
con f e f due numeri determinati compresi fra i limiti inferiore e superiore dei valori 
di f(x) nell'intervallo d'integrazione, si può osservare che siccome 7(j^)-hTp» °^^ ^ ™*' 
negativa fra a e ò, la formola precedente ci darà l'altra: 



rh rh rb 

f(x)rp{x)dx= fÌ3>){rp{^)+tpQ]dx—fp^l f{a))dx:^ 
Ja Ja Ja 

= f / 9(^)(i^ + 9of / dx—tf^f \ dx, 
Ja Ja Ja 



ovvero: 



(2) f{co)'i(x)dx = f rp{x)dx-\^%tp,D(h^a), 

^a ^ a 

essendo 0„ un numero compreso fra — lei ( — 1 e 1 inclua.), e D l'oscillazione di f{x) 
fra a e 6. 

Qualunque poi sia il segno della funzione ff{x) trek a e b ^ se essa è sempre 
finita e atta air integrazione, e se f{x) col passare di a; da a a 6 non è mai crescente 
o non è mai decrescente, si ha la formola (m. L §§. 213 e 262): 

rb ri rb 

(3) / f(x)tf(x)dx=^f(a^O) 7(:x)dx + f{h-0) I f{x)dx , 

Ja Ja Ji 

o anche: 

rb rb rh 

(4) \Ax)f{x)dx=^f{a+0) / ^{^)dx+\f{b^O)-f{a+()) \ / ^(x)dx, 
Ja Ja Ji 

ove /'(^a-f-0) e f[b — 0) indicano i valori limiti di f{x) per a;=a+0 e x==J) — che cer- 
tamente hanno un significato, £ è un numero determinato compreso fra i due numeri 
a e ft che possono essere finiti o infiniti, e si supp'>ne a<;J; e que3te formole val- 
gono , come vedremo , anche nel caso in cui ^{x) diviene infinita fra a e 6 restando 
atta air integrazione (*) . 

10. Alle formole precedenti se ne possono aggiungere altre che ci torneranno 
poi utili • 

Ammettiamo perciò, come già si fece sopra, che la funzione f{x) sia sempre finita 
e atta airintegraziòne fra i numeri finiti o infiniti a e ò, e V altra ^{x) possa anche essere 
infinita ma in modo che, oltre alle funzioni f{x) e ^{x\ anche il loro prodotto f(x)^(x) 
sia atto air integrazione fra a e ò (come per es. avviene ( m. {. §§. 226, 245) se ^{x) 
è sempre finita, o se,e8sendo infinita, la funzione f^(x) dei suoi valori assoluti è atta an- 
ch' essa alla integrazione fra a e 6 ) (**) . 

(*) Nel mio libro ho attribnito le formole (8) e (4) a! «g. Weierstrass, però, dietro qaanto dopo ho saputo, 
il 8ig. Weierstrafs le comanicò nelle sue lezioni ai suoi scolari, ma il sig. Dn Bois-Boymoud le pubblicò per 11 
primo. (V. Gioro. di Borchandt ViiL 69, pag. Sfi ). 

(*") Ai casi noti d' integrabilità dei prodotti /(x) f(x) quando ambedue le funzioni /(«),!f (js) sono atte alla inte- 

Scienze Cosmolog. T. XVII. 2 
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Allora se per es. a<6, indicando con «{ , o^ , . . . ««—,11—1 punti presi fra 
a e i in modo che sia a<^0L^<^a^<^ <Can— i <C^t si avrà identicamente: 

(5) ( Ax]^(x)dx=\m-A^ò\ f7(x)dx + \f{a,)^f{<^)\ flUdx+ . . . .+ 
Ja ^a -^a 

Xo,,-! rb 

^{x) d a;;+ /"(««.,) / (f (x) dx-]- 

+ / l/'(^)-Aa)|f(^)d^ + nAx)^f{aL,)\z{x)dx + .,.+ 
Ja */a, 



+ / \Ax)^f{^n-M{x)dx 



e quindi se gli integrali: 



(6) . . . . 






sono sempre dello stesso segno o nulli e non vanno crescendo in valore assoluto, 
siccome le somme successive dei loro coefficienti sono comprese fra f{a) — Le/\a) — { 
ove L e Z sono i limiti superiori e inferiori di f{x) fra a e 6, per un noto teorema 
di Abel ( vedi per es, m. 1. §. 89 ) la somma dei primi n — 1 termini del secondo 

membro sarà compresa fra \f{a) — Lj / tf{x)dx e \f{a) — 1\ 1 tp{x)dx^e potrà 

Ja Ja 

— C^ì — 

quindi indicarsi con |/l(a) — f\ I ^{x)dx^ essendo f xm numero compreso fra il limite 

Ja 
inferiore e il limite superiore di f{x) fra a e 6. 

Invece se gli integrali (6) sono sempre dello stesso segno o nulli, ma non vanno 
decrescendo in valore assoluto , allora sempre per il teorema di Abel si vedrà che la 

giazione fra a e & si può aggiangere 1* altro * che le t\mz\(m\ f\x) e f{x) non divengano infinite insieme e che negli 
« intorni dei ponti d'infinito dell'una di esse, per es., dif'(x), Taltra /(x) siaconttnaa e abbia nn estremo oscillatorio 

» \. fluito e atto all'integrazione ». In qaesti intomi infatti il prodotto y(x} f y{x)dx sarà finito e continoo, e per 
uno dei suoi estremi oscillatori i potrà prendersi (m. 1. §. 269) la somma ). . f f(x) d x-\-f{x) f(x), e questa somma sarà 



d'' 



atta all'integrazione negli stessi intorni; quindi poichò lo stesso accade della eoa prima perte > . f f{x)dx, altret- 
tanto avverrà del prodotto y(x)7(x}, come appunto volevamo mostrare. Alla condizione poi che Xy sia finito e 
atto aU' integrazione negli indicati intorni si pnò evidentemente sostituire l'altra che se > . è infinito esso resti atto 
all'integrazione anche ridotto al snol valori assoluti, o almeno non vi divenga infinito altro che in un nomerò finito 



ì I f(x) d X 



di punti e 1* integrale f f(x) d x nel medesimi intorni non facda infinite oscillasioni ec 
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somma dei primi n — 1 termini del secondo membro della formola precedente è com- 
presa fra \l — /(a,»-,)j / ^{x)dx e jL — /l(a„_|)j / tf{x)dx e può quindi indicarsi 

ff{x) d a? ; e si può aggiungere che in ambedue questi casi invece 

della somma dei primi n — 1 integrali si potrà considerare quella dei primi n quan- 
do anche gli integrali 



ì ^{x)dx ^ \^{x)dx^ .... I(p{x)dx, ì tf{x) d 



X 



siano dello stesso segno o nulli e non vadano mai crescendo , o non vadano decre- 
scendo , in valore assoluto , salvo in questo ultimo caso a sostituire al prodotto 

•6 



\f — f{an^^)\ j tp{x)dx l'altro f j (p{x)dx. 



Indicando poi con D,, D^, . . D^ le oscillazioni di f{x) negli intervalli (a, a,), 
(a, , Oj) . . . (««_, , t), si vede chiaramente, che se tf^{x) è la funzione dei valori 
assoluti di '^{x) fra a e ò ed è atta alla integrazione in questo intervallo, la somma 
degli ultimi n integrali del secondo membro della (5) sarà numericamente inferiore 
air altra : 

D, / 9i(-p) dx-\-J)^ì (p,(x) d a: -f . . + D„ / (p^(x) d x ; 
Ja J(f-^ •^«n-i 

e se la funzione ff{x) sarà sempre finita fra a e 6, e il limite superiore dei suoi valori 
assoluti sarà ^ q, la stessa somma sarà anche numericamente inferiore all'altra: ^q S 8, D*, 
ove 3, , Sa , . . . 8„ indicano gli intervalli (a , a^) , («^ , a^) . . . (a«-i , h) ; talché 
indicando con 8< , 9^ i ^3 numeri compregi fra — I e 1 e con D 1' oscillazione totale 
di f{x) fra a e J, resta ora dimostrato che , quando fra a e 6 le funzioni f{x) e ^{x) 
sono atte alla integrazione insieme al loro prodotto f{x)^{x)^ e la f{x) è sempre 
finita, indicando con a, , a^ , . . On-i dei punti* fra a e 6 presi in modo che gli 
integrali: 



II 

n 



(7) / tf{x)dx , ì ^{x)dx , . . . I ^{x)d 

Ja Ja Jo> 



X 






siano tutti dello stesso segno o nulli e non vadano mai decrescendo o non vadano 
mai crescendo in valore assoluto, si avranno le formolo: 



(8) 



Jrb rb ra.,+t 

' f{x) <f{x) d X = 0, D X, + f(a^,) / ?(x) dx+2l \ A^)-A«.) \ t(*) d^, 
a Jq» •''«« 

Jrb rb ra,+4 

7(^) ?(x)d a; = 0,DX^ +/(«.-,) / 7(2:) d x + O.^D J ff,{x)dx, 
a Ja •/«, 



1» 
1» 
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ove D è l*08CÌUazione di f(x) fra a e & , X^ è il massimo fra ì Talori assolati degU 
integrali (7), e ^^(x) è la fanzione dei valori assoluti di ^{x) (r^ a e b che, nel 
caso della seconda formola, si suppone atta anch^essa alla integrazione nel medesimo 



li 1 fi{x) d X 



intervallo (a,(); e se gli integrali / f^{x)dx sono inferiori a À si avrà anche: 



(9) 



/ f{x) ^{x) dx=fì,D \ + A««-i) / ?(-^) d X + Gg A 2D, , 






mentre nel caso in cui anche ^{x) è sempre fluita fra a e 6 e ^0 è il limite supe- 
riore dei suoi valori assoluti o un numero maggiore si potrà anche scrivere: 



(10) 



Jrb rb 

\ /ì(a:)?(x)dx = 0,DX^+Aa.^i) / ^{x)dx + ò^ff^^h.Ti,, 



ove 8^ intende che il segno S venga esteso agli intervalli (a , a|) , (a| , oc^), . • , (ou^i ^ b) 
che giù abbiamo indicato con §j , S^ , . . . S» . 

XX 
f{x) dx trek a e 6 ha dei massimi posi- 
tivi che non vanno crescendo o non vanno decrescendo, ha dei minimi positivi 
pei quali si verifica la stessa particolarità, potremo prendere per a| , o^ , . . Om^i questi 
punti di massimo o quelli di minimo rispettivamente, e applicare poi le formole 
precedenti; e se anche il punto b sarà uno di questi massimi o minimi delP integrale 

rx 

I rp{x)dx^ almeno se, nel caso che gli integrali (7) corrispondenti non vadano 
Ja 

crescendo, si avrà / tf{x) dx^ f f{x) dx ^ e nel caso che non vadano decrescendo 

Ja Ja 

fan-, rb 

si avrà / y(a;) d a? <. 1 ff(x)dx^ allora nelle formole precedenti il termine 
Ja Ja 

r* . . . . . 

((dn-^) I ^{x)dx potrà essere tralasciato; e nelPnltimo caso (quello cioè in cui gli 
Ja 

integrali (7) non vanno decrescendo), alle stesse formole (8) e (10) si potranno 

sostituire le altre: 

rb _ rb ra.^, 

f(x)tp{x)dx = f j ^{x)dx+2à { fN — /(«•) I ?(^) «^ ^ » 
•^a ^a ^oLg 

rb __ rb ra,+| 

/ f{x)^{x)dx^f / tp{x) d X + ^s2^' 9i{^)dx, 
Ja Ja Ja, 



rb _ rb 

1 f{x)f{x)dx = f I ^{x)dx + %tp^2à^'^»^ 
Ja Ja 
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nelle quali f indica un numero compreso fra i limiti inferiore e superiore di f{x) 
nell'intervallo (a , ft). 

11. Per trovare altre formole simili alle precedenti, si osservi che si ha anche 
identicamente : 






x-\- 



1 r* 



e questa che è analoga alla (5) ci condurrà ad altre formole notevoli. 

Si supponga infatti dapprima che ì punti a , a| , , o^ . . . an^^ , b siano 

Jrx 
' f (a) d X , essendo «i , «3 f «5 . . . . i 
a 

massimi e a , oe^ , a4 . . . ì minimi , e i valori minimi corrispondenti delP integrale 

stesso non vadano decrescendo, e i massimi non vadano crescendo. Allora le quantità: 

I fi-i) d x^— I 9(0?) do?,/ tf{x) dx,— I rf{x) da? , . . . 
saranno positive e non crescenti, e siccome le somme: 

2 2 "^ 2 
arrestate a un termine qualunque sono comprese fra • ^ ' ® — 9 essendo 



u 



L' il limite superiore dei valori assoluti di f{x) fra a e 6 , pel solito teorema di A bel 
si vedrà subito che la somma dei primi n termini della (11) si potrà rappresentare con 

^(g) ± /o / (p(x) d X , essendo f^ un numero positivo che non superi il limite superiore 
2 Ja 

dei valori assoluti di f{x) fra a e A. 

La somma poi degli ultimi n integrali della (11) potrà anche rappresentarsi 

come nel paragrafo precedente con 8^ S D, / f^(x)dx^ con ^^Q^Sgl),^ supposto in que- 

st' ultimo caso che (p(x) sia sempre finita e fo sia il limite superiore dei valori assoluti 
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di ^{x) fra a e 6 un numero maggiore ; quindi possiamo ora asserire che « se 
9 a , tti , o^ . . . <Xm~| , b sono alternativamente punti di minimo e di massimo 

rx 
„ dei valori delPintegrale / rp[x) dx e i massimi non vanno crescendo, mentre i minimi 

„ invece non vanno decrescendo, si avranno le formole: 

•y Ci *^ CL fta 

(12) <; 

/ A^) ?(a?) d X = ^(^?1ÉZp / ^ j^) ^ ^ ^ o^^D, / 9*(i) d X, 

r, nella seconda delle quali ^^{x) indica al solito la funzione dei valori assoluti di ^{x\ 

„ e, per la formola stessa, si suppone atta alPintegrazione fra a e 6. E quando ^{x) è 

n sempre finita fra a e 6, e ^q è il limite superiore dei suoi valori assoluti o un numero 

„ maggiore, queste formole si possono anche ridurre alP altra: 

(13) Tao:) ?(x) d a: = ^(^0 rj;^^ 



Nel caso poi che i massimi e minimi che qui si considerano dell* integrale 

X 

^{x) d X siano successivi, si può osservare che allora in ciascuno degli integrali 



a«+j 



X 

X\2'f{x) — /(««) — /(^ff4i) l7(^)da? la funzione ^(a'), all' infuori tutt' al più di una 
funzione d' integrale nullo , ha sempre lo stesso segno o è nulla ( perchè negli 

rx 

intervalli ( a« , a^^^ ) V integrale / ^{x) dx \i2^ gli estremi oscillatorii dello stesso 

Ja 

segno o nulli ), e quindi a causa della formola (1) ciascuno degli integrali medesimi 

può rappresentarsi con (2 fa — /(««) — /'(a«+^)j / <p(x)dx essendo fa un numero com- 

preso fra il limite inferiore e superiore di f{x) nell' intervallo (a, , a,+^). Si vedrà da 
ciò che la seconda somma della prima delle (12) nelle attuali ipotesi rispetto ai 

fai 
punti a , a| , Oj . . . cxn-i , b potrà anche rappresentarsi con O4 1 tf{x) d x T I^« 

Ja 

essendo 9^ compreso fra — 1 e 1, e in conseguenza si avrà anche la formola seguente : 
(14) j f(x)ff{x)dx=^\^-^^^+^^'^\),\r^{x)d.t. 
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12. La forinola (11) ci conduce anche ad altre nelle quali invece di avere 
delle condizioni pei punti (X| , o^ . . . a«i»f che può dirsi dipendano dalla funzione ^(x) 
che continua a comparire sotto i segni integrali dei secondi membri, si hanno altre 
condizioni per la funzione f{x) che è fuori dei segni integrali. 

Si supponga infatti che le quantità: 

A«)+ A«.) , /(«.) + A«i) f^o^-ò + m 

siano tutte dello stesso segno o nulle, e in valore assoluto non vadano mai crescendo o 
non vadano mai decrescendo, e si applichi il solito teorema di Àbel colP osservare che 
le somme successive dei coefficienti di queste quantità nel senso in cui sono scritte o 
nel senso opposto sono comprese fra i limiti inferiori e superiori X e A dell'integrale 

XX rb 

^{x) dx^ fra quelli X' e A' delPaltro / f{x) d x . 

Si vedrà subito allora che nel primo caso la somma dei primi n termini della 
(11) è compresa fra ^i^Mll) x e M^ A, e nel secondo fra t^^^^r^d^ >/ , 

^^^o ^'. quincii poiché gli integrali / ^(x)dx , / ^{x)dx^ come funzioni con- 

^ Ja Jx 

tinue di or fra a e 6, col passare di a; da a a 6 prendono qualunque valore compreso 

fra X e A fra X' e A', indicando con i un valore determinato di or fra a e 6 si 

vede chiaramente che la somma dei primi n termini del secondo membro della for- 

mola (11) nel primo caso potrà rappresentarsi con "L / ^{x)dx e nel secondo 

ff{x)dx:, talché, osservando al solito che la somma degli ultimi n 
termini del secondo membro della (11) può ancora rappresentarsi con 



0. 



2^« / ^iiiX)dxo con Oj^Q^S, D,, si conclude intanto che quando le somme: 



(15) /la)+/(«i) , f{^ò+f{^) 1 • • • 1 /l«--i)+/l«) 

siano dello stesso segno o nulle e in valore assoluto non vadano mai crescendo o non 
vadano mai decrescendo, si avrà respetti vamente V uno o Taltro dei sistemi di formo le 
seguenti : 



(16) 



y /(x) 'fix) d xJ^^^^^j^ix) d o^+i^y ] 2^ r)- A«.)- r(«-i^ \ fi'') d -r, 
^fm f{x)dx= M^d^jf(x) d X +0, 2 D. j jTl'-^) d X, 
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(17) 






e nel caso che ff{x) sia sempre finito; e sia 9^ il limite superiore dei saoi valori asso- 
luti o un numero maggiore, queste formolo si potranno anche scrivere: 

« 

(18) ff{x) y(x) d :v =2^±^ A(x) dx+% To2 8, D. , 

Ja Ja 

(19) \f{x) ?(x) à X =fea>±^ ^y(x) d-x + 0, 7o 2 «. D. • 

Si può poi osservare che la condizione che le somme (15) siano dello stesso 
segno e non vadano mai crescendo o non vadano mai decrescendo in valore assoluto, 
equivale alP altra che le due somme estreme siano dello stesso segno, e si abbiano 
i due sistemi di condizioni 

A«.) < /1(«3^ <.f(0^)<.- ■ •<. A«m,) < • . .^ 

o i due altri sistemi: 

f{^)>fM>f<oi,)> .... 

A^i ' > A^a^ > A^s^ > • • • • 

talché se per es. f\^x) ha fra a e 6 e in a e fr dei punti di massimo o di minimo, e 
in essi i valori della funzione sono positivi e non vanno decrescendo o non vanno 
crescendo, allora potremo prendere i punti di massimo o quelli di minimo come punti 
a , a^ , Of . . . . a„_| , b e applicare le formolo (16) e (17). 

13. Le formolo del paragrafo precedente conducono ad estendere le (3) e (4) 
al caso in cui f{x) divenga infinita fra a e t; ma per questo è necessario premettere 
il teorema seguente: 

Se ^{x) è una funzione che in un intervallo finito (a , p) è atta alla integrazione 
ma diviene infinita in un gruppo finito infinito di punti di fìsima specie, questi 
punti d'infinito di ^{x) si potranno racchiudere in un numero finito d'intervalli talmente 
piccoli che il valore assoluto della somma degli integrali estesi a questi intervalU^ e anche 
la somma dei loro valori assoluti sia inferiore a quel numero che piU ci piace a. 

E chiaro , infatti che ciò avviene sempre se i punti d' infinito a^ , o^ , . . di ^{x) 
sono in numero finito , perchè allora se per es. a <; a^ < o^ < . . . < p , ognuno dei 

contributi / , / 9 . • • relativi agli intorni di questi punti (w. l. §• 222) 

quando e^ , e^ , . . . s'^ , e'^ , . . . son numeri positivi sufficientemente piccoli è mi- 
nore in valore assoluto di quel numero che più ci piace 0. 
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Se poi i puuti d'infinito di ^[x) costituiscono nn gruppo G di ordiwe v>0, 
allora indicando con a^ , a, , . . a», i punti del v® gruppo derivato 6<^\ e supponendo 
per e«. OL<^a^<^ni^<C . . <am<CPi si potranno racchiudere questi punti entro m inter- 
valli («1— Sj ,a^-f6|'), («3 — Sj , Oj+eg), .-. talmente piccoli che ciascuno degli integrali 

/ ,1 , ... sia numericamente inferiore a , e quindi la somma 

dei loro valori assoluti sarà inferiore a —7-^ . 

v+1 

Allora negli intervalli rimasti non cadranno altro che un numero finito m' di 

punti a/ , o^' , « • . del gruppo derivato G^^"**^ di ordine v — 1 , e anche questi si potranno 

escludere con altri intervalli tali che ciascuno degli integrali estesi a questi nuovi 

intervalli sia numericamente inferiore a — 77— ttn 1 ® quindi la somma dei loro valori 

w(v4-l) 

assoluti sia inferiore a — r^. 

v+1 

Così continuando, si vede chiaramente che si verranno a formare un numero 
finito w+m' . . . + m^'^ d' intervalli t'^ , l'j , . . t", , . . che comprendano tutti i punti 
d' infinito di ^.r) e tali che la somma dei valori assoluti degli integrali estesi ad essi ' 
sia numericamente inferiore a quel numero che più ci piace a, come appunto abbiamo 
enunciato sopra. 

14. Ciò premesso, si osservi che se per le funzioni del §. 12. si suppone per es. 
che f{Jc) fra a e b abbia sempre lo stesso segno o sia nulla e non vada mai crescendo 
in valore assoluto^ il simbolo f^a-^-O) avrà un significato , e escludendo naturalmente il 
caso in cui f[x) fosse sempre zero, f^fl-^-O) non sarà zero, e inoltre quand' anche non 
fosse f{a) = /(a+0), potremo, senza alterare nulla, supporre f{a) = /(a+O). 

Oltre a ciò, i punti a , a^ , Og , . . . , an—j , b potranno supporsi prossimi 
fra loro quanto si vuole senza che le quantità: 

/ì;«)+/(«i) , A«.)+/i:«t).- • . , /(«-i)+/i'') 

cessino per questo di soddisfare alla condizione di mantenersi tutte dello stesso segno 
nulle e di non andare mai crescendo in valore assoluto; e in conseguenza la somma 
dei primi n termini del secondo membro della (11) sarà sempre compresa fra 

o ^ ® o -^' essendo X e A i valori minimo e massimo dell'integrale 



l 



X 

tp{x) d X per x compreso fra a e 6 . 
a 



Siccome poi si ammette , come è naturale , che il prodotto f[x) rp(^x) sia atto 
all'integrazione insieme a rf{v) fra a e 6, quand' anche <p(r) divenga infinita in un gruppo 
di punti finito infinito di prima specie, pel teorema del paragrafo precedente si potrà 
intendere di aver racchiusi questi punti d' infinito di 'f(x) in un numero finito di inter- 
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valli j| -, 1*2 , . . • t, , . . . talmente pìccoli che la somma dei valori assoluti degli 

integrali / f{x) (p{x)dx^ j rf{x) d x e^tesi a questi intervalli aia minore di quel numero 

che più ci piace. 

Allora evidentemente altrettanto accadrà della somma dei valori assoluti di quelli 
fra gli ultimi n integrali del secondo membro della (11) pei quali uno almeno dei 
limiti at , at+i viene a cadere negli intervalli t«, e basterà quindi occuparsi di quelli 
fra gli stessi integrali i cni limiti cadono negli intervalli rimanenti j| ,^2 ,. .J« ,. . 

Ma poiché in questi inteivalli jt la funzione ^x) è sempre numericamente infe- 
riore a un numero finito 9q , s^ intende subito che la somma degli stessi integrali in 
valore assoluto sarà inferiore a (p^XS, D«, ove D« sono le oscillazioni di f{x) negli 
intervalli (a« , a«+i); quindi, poiché f{x) è sempre finita e atta alla integrazione fra a e ò, 
quando i punti a , a^ , o^ , . . . dn-^i i b siano presi abbastanza vicini fra loro, le 
somme S d« D« e così anche la somma degli stessi integrali saranno numericamente 
inferiori a quel numero che più ci piace. 

2 r^ 

Segue da ciò evidentemente che la quantità - — — / f(^)^{x)dx^ o an- 

A«+0) + Aai Va 

1 r* 

che r altra j f{x) ^^{x) dx { poiché f{a{) può supporsi prossima quanto si vuole 



a /(»+0) ) s*^^ compresa fra X— a e A +(3, essendo o un numero piccolo a piacere , e 
perciò anche fra X e A, ove X e A sono come abbiamo detto i limiti inferiore e supe- 



ro? 

/ rp{x)dx; 



riore dell' integrale / ^{x) d x; dunque poiché a causa della continuità questo integrale 

col variare di a? fra a e 6, prende qualsiasi valore fra X e A, resta ora evidente che 
indicando con i un numero compreso fra a e 6 (a e 6 incl.) si avrà la formola: 



fb ri 

I A^) ?W d x=f{a-^0) I f{x) d X . 



In modo simile se f{x) non cangia mai segno da a a ò e non va mai decre- 
scendo in valore assoluto, si trova che 



/ K^) ?W dx=^ Ab—0)j ^x) d X , 



'i 

con a<S<6; dunque si può ora evidentemente concludere che: ^ Se le funzioni 
» f{^) 6 iP(-^) sono atte alla integrazione fra i numeri finiti a e 6 insieme al loro 
, prodotto f{x) ff{x\ e la funzione f[x) oltre esser sempre finita fra a e 6 non cangia 
, mai di segno, e nel passare di a? da a a 6 non va mai crescendo in valore assoluto 
9 si avrà la formola: 
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b ' ri 



(20) . / f{x) ff{x) d x=f{a+0) / ^{x) d X ; 



mentre se da a a 6 f{x) è sempre finita , non cangia mai segno, e non va ma i 
decrescendo in valore assolato, si avrà invece V altra : 



rb rb 

(21) / f{x) 9(a?) dx = f[b—0) / 9(ar) d x, 



„ essendo in ambedue i casi i un numero determinato compreso fra aeò (ae&incl.) ,. 
15. Questo teorema estende evidentemente quello del §. 212 del mio libro al 
caso in cui la funzione ^{x) {ra. a e b divenga infinita in un gruppo finito o infinito 
di punti di prima specie; e ora coi ragionamenti stessi del §. 213. dello stesso libro si 
trova che la formola (3)„ cioè: 

(22) / f[x) ^{x) dx = f[a-{0) l ^{x) dx + f{b—0) / ^{x) d x, 

che è relativa al caso in cui f[x) da a e 6 non va mai crescendo o non va mai decre- 
cendo, sussiste anche quando ^{x) non è sempre finita fra a e 6, essendo però atta 
all'integrazione insieme al prodotto f{/)^{x) nell'intervallo stesso (a , 6), come appunto 
fu trovato sotto altra forma dal sig. Du Bois-Reymond . 

Ripetendo poi i ragionamenti del §. 262. del mio libro si trova che le formole 
(20), (21) e (22) sussistono anche nel caso in cui l' intervallo (a , A) è di ampiezza 
infinita purché restino verificate tutte le altre condizioni che si sono poste nel caso 
di a e b finiti; talché vengono così estesi i casi di validità delle formole (3) o (4). 

16. Le formole generali dei paragrafi precedenti sono quelle che al §. Q. dicemmo 
trovare utile di esporre, per quanto non tutte verranno da noi applicate nei presenti 

/sen /i X 
dx , 
sen X 

ciamo col dimostrare il seguente: 

Teorema I. Se k=2 n-|-l, qualunque sia il numero intero e positivo n si ha: 



e mcomin- 




e quindi anche: 




7C 



Benhx , TT 

dx = - . 

Q sen X 2 

Osserviamo infatti che cambiando — ^ in x nella (10) del §. 6, si ha qualun- 



que sia n : 
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n 



Benhx 
sen X 



= 1 + 22 <508 2wx^ 



e di qui integrando fra e si trova subito la prima e quindi anche la seconda 

delle formole precedenti. 

17. Teorema II. Supponendo < a <C^^-o' ^ indicando ora con h un numero 

positivo che cresce alV infinito con una legge qualsiasi , e con ]l un numero che può 
prendersi sempre uguale a 4, ma che propriamente basta prendere uguale a 4t se né 

2:c 

a né b sono muUipli esatti di -/-, e ugnale a0oa2seaebo una sola di queste 

2it 

quantità é un multiplo esodio di -r , si avrà in valore assoluto: 

n 

(23) r^«i^^dx<J!i^4 ^-« - 



sen X h sen a h sen^ a ^ 



e quindi se a e b sono indipendenti da A, o anche se variano con h ma in modo che 
non superino mai ^ e a resti sempre discosto da 9ero più di una quantità determina" 
ta (*), si avrà anche: 

lim 



(24) ;ì= 



=00 J^ sen X 



Per dimostrare questo teorema, consideriamo un valore speciale di h fra quelli 
che esso può avere, e indichiamo con JP ~t- il primo multiplo di -j- non inferiore ad 

2ir 2n 

a, e con (p+3) -r- quello immediatamente inferiore o uguale a h. Saràj-v- ^& — a, 



h 



h 



e si avrà 



2|}7C 




(25) I "i^^^^ \ '^dx+t,^t,+ ...+t^,+ \ ^d., 



sen X ■ w . * . .... I ggjj j, 

a 




2(p+2)^ 



essendo: 



O Per ciò che si richiede a dimostrare la formola di Foarter, basterebbe sapporre che i limiti degli integrali 
che si considerano in questi teoremi e nei segaenti fossero fissi, soddisfacendo però alle condizioni che ria ria si 
pongono . Ma oto si può oon facili oonsiderasìoni supporli Tariabili con h senza che 1 teoremi steasi cessino di sas- 
sistere, noi ammetteremo che possano variare (dicendolo però sempre esplicitamente); e ciò allo scopo di non porre 
icatili limitazioni negli enunciati di teoremi che possono tornare utili anche per altre teorie. 
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t»= I senhx^ 1 | sena; _ 

i (^a?= I — 7-ax 

J2{p+sf sena, Al ^^^^ 

e dei due integrali del secondo membro uno o tutti e due mancheranno se una o tutte 
e due le quantità a e 6 saranno multipli esatti di — . 

Ora, ponendo per comodità di notazione 2(p4"^)7c=a, (22?+2s+l)jt=p, si ha: 

sen a? , 1 

a ar— - 

X h 





= 'v / sen a: > — -— ldx=z^ 

hj„ ) x x-\-t: ) h 

* ^ seny sen— ^ \ 




ic /a? TC \ 
senxseng^cosL+^j 



a: a?+^ 
sen-fsen-r 



dx ; 



quindi, siccome in questi integrali -r e -5— sono sempre inferiori a - perchè 6< ^ , 
le quantità U saranno sempre positive, e si avrà : 

2 — P ?? 

t.<^^f^^r,xdx <^, 
* h sen *a ^q^ «sen-a ' 

donde osservando che j— , KJ> — a, e che i due integrali che compariscono nel secondo 

memhro della (25) in valore assoluto sono entrambi inferiori a ^ , si otterrà su- 

^ Asena 

bito la formola (23) e quindi anche la (24). 

Si può osservare che la formola (24) continua a sussistere anche quando a 
tende a zero al crescere indefinito di A, purché però al tempo stesso la quantità 
Asen^a , o Aa^ cresca indefinitamente, o almeno tenda a zero anche ò, e Aa e il quo- 
ziente -r- crescano indefinitamente . 



18. Giova anche notare che dal processo di dimostrazione che abbiamo segui- 
to apparisce chiaramente che quando per un dato valore di A si fa crescere b a partire 

rb 

27C IT 1 senAa? 
da un multiplo di -r- senza fargli superare ^, Tintegrale / dx viene sempre ad 

aumentare, giacché le nuove quantità tg che così si vengono ad aggiungere sono posi- 
tive e r ultimo integrale è pure positivo. 

XX 1 
dx per X compreso fra e —, se 



22 
si osserverà che sen hx si annulla cangiando segno nei punti r i y i T'i • ■ • • ^ sì 

annulla pure per a^=0, mentre fra e t è positivo , si concluderà subito che V in- 

Jrx 

ì senA^, - A ^ 1. 1- A 23r 4« 

^ ax fra e ^ ha 1 suoi mimmi nei punti 0, -,- , r^- ^ . . . . , 
sen X 2 " h h 

IC l'IT iTT 

e ha i suoi massimi nei punti i»"T"»"T"i««««;® siccome per ciò che vedem- 
mo la differenza f« fra un valore minimo e il precedente è positiva, mentre si 
vedrebbe al modo stesso che la differenza fra un valore massimo e il precedente è 

negativa, si può anche evidentemente affermare che per a; fra e ^, qualunque sia il 



rx 

I senhx , 

* L ^^ 

^0 sen X ^ 



valore che si considera di A, i minimi dell' integrale /^ -^ — ^r ^^ ^^^ passare di x da 
a ^ vanno sempre crescendo, e i massimi vanno sempre decrescendo, e col crescere di x 
a partire da un multiplo di - o di —P integrale stesso va decrescendo o crescendo 
respetti vamente. Inoltre fra e questJ integrale non è mai negativo e il suo mas- 

l sen hx 

simo valore è / — - — dx, e in conseguenza non supera mai ic; giacc&è per la (1) 

^A sen X 

/»^ x»^ sen hx' 

« ìin I *sen*a: senhx' / h Ax' , . i. a ^ 

SI na I ax= ^ 1 ax =ir r.ovex e un numero compreso fra ve.; 

■ sen X sen x § sen x ^ h 




X 



sen 1/ 
e siccome per y fra e ir la funzione — - è decrescente, è evidente che la quantità 

che moltiplica il tc è inferiore all'unità. 

19. Questi risultati conducono a dimostrare anche il seguente: 

Teorema III. Se h è un numero positivo che cresce indefinitamente con una 

legge qualunque, e b è un numero diverso da zero e positivo che anche se varia 

con h non supera mai e non si accosta a zero più di una quantità determinata , 
si avrà : 



(26) lim / Btnhx _n 

senx 2 



rb 
Km I 1 
ì=ooJa 
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/ 8611 JìX 

Consideriamo infatti l'integrale / dx per uno qualunque dei valori speciali 

//\ sen X 

che h può avere. 

Evidentemente indicando con h' il primo numero dispari uguale o superiore a /?, 

e con a un numero diverso da zero ma inferiore a -^ ^ compreso fra e (, elie può 

anche prendersi piccolo a piacer nostro, si potrà scrivere: 



Jrb ^a rh 

senj; »^0 sen^ ^ a sena; 

essendo y ^^ numero positivo compreso fra e 2. 
Ora si ha: 

I senh x / sen (A'— 7)0? i senA'j-cosYJ? / cosA'arser 

•^0 sen X ^0 sen x Jq eenx ^ ~-/0 seno? 



arsen tv _ 
-dx, 



e poiché la nota formola /I5)=/(O)+8/^(08) con 0<|8<!1 ci dà cos yx^l— y-^ sen y,j.*, 
essendo Yì uq numero positivo inferiore a Yi e quindi compreso anch' esso fra e 2, 



sarà: 



f^fenhx^^^ p senfe'x P 




donde per la seconda delle (27), e per essere ( §. 16): 





ic re w 

2 r^ , r^ . 

sen h'x , | sen/^'x , w | sen A'x 



dx= I rfj?— I — :_^x=o — I dx , 

K sen x r sen x < ì sen or 



si deduce che : 



> J r2 a a 

I s^nhx . ic 1 senhx I sen h'x ^ / , ,, senYi^, / ,, seuY^ . 

/ — -—dX'^== I dx— I dx— Lyxsenhx ^ da?— Icoshx '—dx 

JQ senr 2 J^senx f sen x JO senx JQ senx 



7C 



Ma evidentemente, essendo Y ^ Ti inferiori a 2 , e essendo 2a inferiore a ^ , i 
rapporti — ^~ , sono inferiori a 2 in tutto il corso delPintegrazione, giacché, per 



seno? senx 



0<[x<a, dall'essere senYiX< sen2x, e sen2x=28enxcosx, si ha — <[2cosx<;2ec; 

senx 

quindi sarà in valore assoluto: 
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Jf 8©nY X [ i BGD YJ? 
' Y^ 88n A'x ^<ir < 4 / xdx, cioè < 2a*, / cos h'x — dx < 2a: 



fQ jQ senx* 

dunque poiché la (23) ci dà anche: 




sena? A' sena A'sen^a '^ A sena 2Asen^a' 

a 

senAJ^T ^ (tit 6 — a |i;r , :: 



^'^^ < i&^ + Tr^iz^ < -r^::^ + 



^ „i 



^ sena* A sen a "^ A sen'* a A sen a 2 A sen- a 

si conclude che in valore assoluto sarà: 

(28) / sen^x^^ _^ ^^ ^^ + 2|nr_ . 

•/O senx 2 Asena Asen'a 

ove |x è tutt^ al più eguale a 4; e questa, coir osservare che il numero a può prendersi 
piccolo a piacer nostro , e poi dopo di averlo scelto si può far crescere A quanto si 
vuole, ci mostra appunto che: 

6 



lim f 



sen hx , ir 
seno? 2 



qualunque sia il modo di crescere air infinito di A, e anche se b varia con A in modo 



. 7t 



però da non superare mai -^ , e da non accostarsi a zero più di un numero deter- 

minato V . 

20. Se poi h pur restando sempre diverso da zero e positivo si accosta indefini- 
tamente a zero al crescere indefinito di A, ma almeno da un certo valore li^ di A in 
poi il prodotto Aò^ si mantiene sempre maggiore di un numero dato arbitrariamente 

rh 

firrande co, allora si avrà ancora , / dx=-\ c^iacchè indicando con e un 

® A=oo / sen J7 2 ^ 

numero fisso ma piccolo a piacer nostro, e considerando i valori di A maggiori nello 
stesso tempo del numero Aq e di quel numero Aj pel quale As^ è sempre superiore a co, 
s'intende subito che nella fonnola (28) pei valori di A superiori a Aq e A| pei quali h 
sia inferiore o uguale a e potremo prendere a=6, e per quelli pei quali il 6 sia supe- 
riore a s potremo prendere a=s, e così si avrà sempre in valore assoluto: 

rh 

■dx-^ < 26* +26 + *= 1 



i 



sen x^^ 2 "" "^ i — i i (Dggn-s * 



e quindi sarà ancora '^°^ / ?55^^j.-__^ 

^=00 Jo sen ar 2 ' 



Del resto poi, quando b non si accosta a zero più di una quantità determinata, 
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indicando con 7 {h) una quantità che cresce indefinitamente con h ma di ordine infe- 
riore a quello di A, si potrà prendere a=T/ ^^, e lo stesso potrà farsi quando b 
tende a zero, purché vi tenda in modo che almeno da un certo valore di h in poi 
non si abbia mai b <C. y ^^^-^; talché in questi casi si avrà sempre in valore assoluto 
a partire da un certo valore di h: 

(29) / senAx 7C ^(fe) olAW 1 ^Qjitt O^tt 

^0 senx 2^*"^*^/*"+" V/.:;m"^'^(A] 



Va7(A) fW 



V.J*] 



essendo il valore del rapporto 'r~- 1 P®^ modo che a partire da un conveniente 

8eny?.(''I 

valore di h in poi potrà prendersi per quel numero che più ci piace superiore a 1. 
In particolare prendendo ^h) = /i*"®, con e numero positivo prossimo quanto 
si vuole a zero, si avrà la formola: 



rb 

(30) / senfer tc ^ ^ , J_ , ^\^ , ®^_^ 

JO sen.r " 2 "^ A^ "^ ,^ "^ '-i£ "f" À^-s 



che viene così a valere dopo che h sia maggiore di un certo numero, e quando b non 
si accosta a zero più di un numero determinato b\ o accostandosi a zero indefinita- 

mente finisce per restar sempre maggiore uguale a -y-; . 

Si può poi aggiungere che se h cresce indefinitamente per numeri dispari, allora 

b r2 ri ri 

osservando che ì senAx / sen/jj: _ | senA.^ ^ | sentir 



(/a?= I dx— I = o — I dir , e ap- 

senx f sena? f senx 2 / sen^ *^ 

Jo .yj Jb 

plicando il lemma secondo si trova che in valore assoluto, per 6 compreso fra e ' 
si ha la formola più semplice: 

sena? 






A sen 6 A sen^ò ' 



/ 

e se ò è un multiplo esatto di ^, la differenza L —dx — ^ è negativa, e si può 

A •^O senx ^2 o ' r 

prendere [1=2/ 

Scienze Cosmolog. T. XVII. i 
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m. stadio sugli integrali che sono atti a rappresentare 

analiticamente una funzione. 

21. Gli integrali che noi avremmo da considerare, ove volessimo occuparci sol- 
tanto degli sviluppi in serie di Pourier, sarebbero quelli del §.6., e come è facile a ve- 
dersi basterebbe limitarsi a considerare i seguenti: 

I ^/ \ sen hx . / ^ ^ «en hx. 

con 0<ia<ib<^ . 

Volendo però studiare anche altri sviluppi con un metodo uniforme, noi os?er- 

rb rb 

veremo che le proprietà date sopra per gli integrali i ^^° ^ ^ jj / ^^ jx 

•^0 sen X ' Ja sen x 

fa 

ci mostrano che gli integrali (1) rientrano nella forma più generale 1 f{x)tf(^x ^h)dx^ 

/ A'^)?(*^i h)dx, ove a e b sono numeri diversi da zero e dello stesso segno che almeno 

ordinariamente dovranno essere presi fra limiti d .^terminati , e 7( r , h) è una funzione 
che per qualsiasi valore finito di A è atta alP integrazione nelP intervallo nel quale si 
considera, e per x diverso da zero si mantiene finita anche al crescere indefinito di A, 
ma in vicinanza del punto x=0. a destra o a sinistra secondochè a è positivo o negativo, 
prende anche valori tanto più grandi quanto più è grande A, e oltre a ciò è tale che 
per gli indicati valori di a e ft si ha: 

rb 

lim / 
h-- 



(2) ^^"^ 



1^ / (p(j; , A) dx=0, j, ^ Jf (p(a? , h) dx=Q, 



essendo G una quantità determinata e finita indipendente da a, e diversa da zero (*); 

n I>i funzioni f(x , A), che soddisfano alle condidoni qui indicate ye ne sono on nomerò Infinito. Fra 

esse alcune delle pia semplici sono le secrnenti: f(x^h)=s k ò , f{x ,A)=: - — , 7(x.A)= , per la pri- 
ma delle qaall a e 6 deyono sopporsi positiri, per la seconda a e & possono essere qualunque purché però dello 
stesso segno, e per la terza a e 6 devono soddisfare alle oondiziuoi dei {§• ^'^t ^^ ^ ^^' SMnteode poi che 
essendo a e 6 per es. positivi , la funzione f(x , h) deve di necessità soddisfare alU condizione che in 
vicinanza di x==A a destra prenda anche valori che crescono indefinitamente con h , altrimenti avendosi 

lim r^ 

A=e» r 7('»^)^^'^=o'4u<^luD4"^ mìabo ubò purché positivi e diversi da zero, sarehbe impossibile che l'integrale 

fa r, fa 

I f{x , k)dx (che evidentemente può ridursi alla somma I f(x * K^-^- 1 ?(* « ^^^^t ^d 3 arbitrariamente 

Jo Jo J% 

piccolo ) avesse un limite Q diverto da zero per As«oo. 
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e noi quindi, anziché prendere a studiare gli integrali (1), studieremo gli integrali 

più generali / f{h)^{x ^h)dx^ 1 f{x) tf{x ^ h) dx ^ ove ff{x^h) è una funzione la quale da 

principio noi supporremo soltanto che sia finita e atta alP integrazione fra i limiti 
degli integrali e soddisfi alle condizioni (2), senza neppure richiedere, per ora, che aeb 
debbano essere dello stesso segno, e che G, oltre essere determinata e finita e indi- 
pendente da a, debba essere anche diversa da zero. 

Con ciò noi troveremo dei teoremi generali che nel caso speciale di ^x , h)= 

Beliti^ 

e il a eb numeri positivi che soddisfano alle condizioni dei §§. 17, 18 e 19 si ridurranno 

a quelli che servono per gli sviluppi delle funzioni in serie trigonometriche; e questi 

teoremi { alcuni dei quali furono già dati dal sig. Du Bois-Reymond (*) che primo ebbe 

r idea di fare studi così generali ), oltre a servire, come il sig. Du Bois-Reymond ha 

mostrato, a rappresentare analiticamente le funzioni per mezzo d'integrali definiti, ci 

condurranno anche a trovare , e con un metodo uniforme, infiniti sviluppi (in serie di 

funzioni speciali) per la rappresentazione analitica delle funzioni di una variabile reale 

date arbitrariamente in dati intervalli. 

22. Ciò premesso, incominciamo dal dimostrare che : se la funzione (p{x , h) per 

valori comunque grandi di h e per x compreso fra a eh si mantiene sempre inferiore in 

valore assoluto a un numero finito ^q, e, oltre essere atta all'integrazione fra aeb, per 

tutti i sistetni di valori di a e V compresi fra a e b {a e b incL ) soddisfa aUa con- 



dizione , _ / tf{x , h)dx=0, si avrà : 



1"^ ff{x)^x,h)dx=6, 
Ja 



(3) i=oo 

tutte le voUe che fra aeb f(^x) è sempre finita e atta alla integrazione. 

Supponiamo infatti che V intervallo ( a , i ) sia scomposto in p intervalli 
5j ,83,.. 8p coi punti a , 07^ , o;^ , . . Xp^^ , 6. Indicando con /i un numero com- 
preso fra il limite superiore e inferiore di f{x) fra x,^^ e a?, , con D, V oscillazione 
di fi^x) in questo intervallo , e con 0^ un numero compreso fra — 1 e 1, per la (2) 
del §. 9 si avrà : 



I h^) ?(^ , h)dx =fs <F(ar , h)dx -f- ^o^.^.D, , 

(4) fm T(^ 1 h)dx^ 2 f' M^ ' h)dx+9fp, ^8.D, , 

Ja i •^^•-4 1 



e quindi sarà: 



con 6 compreso fra — lei. 



(*) Bùnkard Joum. Voi 79. 
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Ora la somma ]SS»D|, quando per p si prenda un numero sufficientemente 

grande, è numericamente inferiore a quel numero che più ci piace - ; e dopo di avere 

fissato così il numero p , e per quanto grande esso sia , si può prendere poi h 
così grande che anche al suo accrescersi ulteriormente ( con lasciar fermo il p ) 

gli integrali che figurano nella somma V /"« / ?(^f ^) d^ siano numericamente inferiori 

a -r—, essendo X il limite superiore dei valori di f{x) fra a e b\ dunque evidentemente 

al crescere indefinito di h il secondo membro della formola precedente finirà per 
diveaire e restare poi sempre numericamente inferiore a 2(3, e questo permette 
appunto di dire che : 

lim / /(j)9(J?,A)rfJP = 0, 

con che il teorema è dimostrato. 

23. Si può osservare che la formola (4) serve anche a trovare un limite superiore 

dei valori assoluti di / f{x) (r(r , h) dx, poiché ci dà l'altra: 

Jn 



rh p r: 

, / Aj) ^{x , ìi)dx < X]^ vai. ass. / \ 



sen JiJC 

e di qui in particolare, nel caso di %{x ^ h) = , ponendo per a e 6 

sen .r ^ ^ 

(§§. 17, 18 e 19) le condizioni 0<a<6<~, e osservando che per la formola (28) del 

§. 17 si ha : 




X, 



''^^dx< ^ 1^^ + , \' <r-^+ *• 



sena? Aseno?,-! Asen*jr,_j "^ A sen a Asen*a' 



a?.-, 



si troverà la seguente: 



(5) vai. ass. J A^)-^^^dx < ^-£— + A__^ 4. — -^;8.D, , 



h sen a h sen^a sen a^ 

1 



nella quale p è il numero degli intervalli in cui bisognerà dividere l'intervallo (a , 6) 

per far sì che la somma ^ 8«D« sia di quel grado di piccolezza che più ci piace. 

1 
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24. Nellft formala (3)' non si ha alcuna limitaKÌone in f{it) e in ff{x , h) air in- 
fuori di quelle relative alla integrabilità di j^^), e di quelle generali cui devono 
sempre soddisfare le funzioni ^(2? , h) che abbiamo detto di prendere in considerazione 
in questi studii . 

A questa formola poi, quando per es. ft>0, si può aggiungere la seguente. 

(6) f^^^ [a^) ?(x , h)dc = A+O) 1^^^ I ¥(.r , h)dx , 

che a causa del teorema del §. 19 nel caso particolare di ^{x , ^)= -»eO<^6<]' 

sen X ù 

litri / flPn A T Ti 

si riduce all'altra , / f[x) — — -àx = ^ /l"["0) che è quella che serve agli svi- 

luppi in serie di Fourier; però per la validità della formola (6), oltre a richiedersi, 
come è ben naturale, che /(+0) abbia un significato, bisogna porre negli intorni del 
punto a destra alcune limitazioni per la funzione /1[r), a meno che non si pongano 
per ^{x , ìi) altre condizioni speciali oltre a quelle generali indicate sopra. 

Indicando infatti con e un numero fisso diverso da zero e positivo ma piccolo a 
piacer nostro, si ha: 

y K^) 9i^.h)dx = lj\ 1 \\ f{x) -f[+0) \ f{x , h)dx + f{+0)j 7(.T , h)dx = 

re rb rh 

= \m-f{+0)}^^.h)dx-\-f[^0)U{x,h)dx+ / \f[x)-f{+0)Yf{x,h)dx; 

lim r^ 

e siccome pel teorema precedente sarà «^ i f{x) f{x , h)dx=0 , si vede subito che, 

lim r® 

onde sussista la formola precedente, basterà che sia i^^ f { A^)"~/l+^) ì ?(-p, A)rfa:=0, 

quando e è piccolo a piacer nostro. 

Ora, se e è preso in modo che per ogni valore di a; fra e 6 (0 al 
più esci.) si abbia in valore assoluto f[x) — A+O) <C ^i ove a è un numero po- 
sitivo arbitrariamente piccolo, si vede subito che il valore assoluto dell' integrale 

/ {/(•^)— /H-^)|?(^r*)A^ è minore dell'altro o / f |(a? , A)(te, ove ^\{x^ A) è la funzione 

dei valori assoluti di f{x^h) fra e s; quindi si può enunciare col sig. Du Bois-Beymond il 
teorema che dice che: se la funzione ^{x^h) óltre a soddisfare alle sòlite condisfioni generali^ 

re 

soddisfa anche^ alV altra che V integrale 1 ^^{x^h)dx della funzione fi(-^, A) dei sìioi valori 

Jn 
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assoluti esteso a un intorno (0,6) a destra dd punto resti sempre inferiore a un numero 
finito anche al crescere indefinito di h, . bastia che la funzione f{x) resti finita e atta 
all' integrazione fra e b e che A+O) abbia un significato per poter dire che sia: 

rb rb 

lim / f{x) ^{h y x)dx = /];+0) lìm / <p(a? , h)dx . 
A=oo •/O ^0 

Si ba così un teorema che non pone limitazioni per la funzione f{x) neìV intomo 
del punto 0, ma esso le pone per la funzione ^{x , A); né alP infuori di questo si hanno 
altri teoremi che conservino tale generalità a f(^x). 

La condizione però che si ha per f{x , h) in questo teorema, per quanto lasci 

al teorema stesso una importanza e una utilità grandissime, fa sì che esso non torni 

utile altro che per certi sviluppi in serie della funzione f[r) fra i quali non si trova 

sen hx 

lo sviluppo di Fourier, perchè per quest'ultimo sviluppo dovrebbe essere f(-^,A)= \ 

sen X 

quindi, senza piti esigere che non debbano esservi limitazioni in fi^x) neirintorno a destra 

del punto 0, noi passeremo ora a studiare l'integrale I lf{x) — /1[+0)| f{^ih)dx per 

trovare dei casi in cui la formola (6) sussiste rigorosamente senza avere limita- 
zioni nella funzione ^{x , A), o almeno con limitazioni che non escludano V ipotesi 

y(.r , h) = , onde la formola stessa resti applicabile al caso degli sviluppi in 

sen X 

serie di Fourier e di altri sviluppi che noi vogliamo qui considerare. 

E osserviamo che quando in questi studi si sarà trovato un numero Oa mag- 

giore o uguale al valore assoluto di / \f{x) — /]^+0)|t(^»A)^'^i si avrà un limite superiore 

rb Y r* 

anche del valore assoluto della differenza | /(a?) ff{x , h)dx — /(+0) l^q-. / ?(^ , A)(ir , 

poiché evidentemente sarà: 
(7) vai. Bas.yf[xyf{x,h)dx^f{+0)f^^jrp{x,h^^^ 



— lim / ^x , A)dx)>4- vai. ass. / \f{x)—f{-\'0)\ff{x , h)dx; 



SPTI hx 

e così nel caso particolare di (p{x , A)= per la (28) del §. 19. e per la (5) del 

sen X 

§. 23. si avrà: 

(8) »1. "3-| X«')l^ - lrt+«)ì<«<+«+«)(2^+2.+if^ + 5^)+ 



4p9cXo , XqÒ 1 



+ -r?fr^+-r;Eir + 



h sen s h sen^ 6 sen s 



1 8. D. 
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essendo e il numero piccolo a piacer nostro che abbiamo preso sopra, ^i(-{~0) il valore 
assolato di /(+0), e X^ il limite superiore dei valori assoluti di f{x) — /^+0) pei valori 
di a; fra e 6 e pel quale può prendersi anche il numero uguale o maggiore 2X, e p 
infine essendo il numero degli intervalli 5« in cui bisogna dividere Tintervallo (s , 6) o 

P 
V intervallo totale (0 , b) per fare in modo che la somma corrispondente yS«D, venga 

minore di quel numero che più ci piace. 

n 

25. Ciò premesso, prendiamo dunque a studiare l'integrale f j/(*r) — /(-f 0) j y(j?,A)d.r 

jO 

ove f{x) fra e s è sempre finita e atta alP integrazione, /[-{-O) ha un significato, e 

^{x,h) soddisfa alle solite condizioni generali del §. 21; e con queste ipotesi troviamo dei 



casi 



lim n 

ì ^^ ^^^ h I t A^)"~A+0)}^(a?,A)rfa?=0, dando al tempo stesso caso per caso un 

valore pel numero indicato ora con 6» • 

Il primo di questi casi sarà quello che corrisponde alle funzioni f{x) che nel- 
r intorno (0 , e) del punto a destra soddisfano alla condizione che diremo di Dirichlet; 
quella cioè di avere un numero finito q di massimi e minimi fra O^e e, o meglio di potersi 
scomporre V intervallo (0 , e) in un numero finito q d' intervalli in ciascuno dei quali 
la funzione f{x) varii sempre in un senso o resti costante. 

In questo caso infatti indicando con p(.r) la funzione f{x) — A+0) , con 
(0 j Sj) , (si , gg) , (sj«4 1 s) i j . intervalli nei quali supponiamo scomporsi l' intervallo 
(0 , e) per la funzione f\x) e quindi anche per la p(x), e con t| , t^ , , . Tj dei numeri 
determinati compresi in questi intervalli respettivamente, basta applicare a ciascun in- 
tervallo (•, , 8g+j) la formola (3) del g. 9. per ottenere subito: 

/ I A^)-/(+0)}f(a?,A)rto=p(8i~0) / ?(x , *)d^+p(e,+0) / (Ix ,h)dx+p{B, -0) / 9^,*)^'^+ 

Jq •/•Ci */6i '/ta 



+ + p(e^i+0) 



I f{x , h)dx + f(s--O) I ^{x , h)dx , 



ove p (e^— 0) , p(e|+0) . . . hanno certamente un significato perchè p{x) fra e e ha 
un numero finito di oscillazioni ; quindi se supponiamo che per x compresa fra e s 
(0 al più esci.) si abbia sempre A-^)— A+0)<o , e oltre a ciò poniamo la condizione 

Jrx 
' f{x , h)dx per ogni valore di x compreso fra e e sia numericamente 




(L fi r 

Ja *^0 -^0 



iaferiore a un numero finito A, basterà osservare in generale cbe /=/—/_ > P*»" 
concludere subito che : 

. vai. as8. r* { K'=)-K-i 0) j fi'^ . AK-»^ < (4j-2)Ao , 
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ciò ohe ci permette intanto di dire che ^ la formala (8) sassiste sempre qaando fra 
^ e 6 la funzioue f{x) è atta alla integrazione , e nell' intorno (0 , e) del patito a 
, destra, essa Tu soltanto uà numero finito di oscillazioni, e la funzione 9(p, A) è tale 
„ che, oltre a soddisfare alle solite condizioni generali, soddisfa anche a quella che 

^ l'integrale / f{x,h)dj: pei raion dì a? fra e s e qualunque sia h si mantiene sem- 

„ pre numericamente inferiore a un numero finito A „ . 

sen/ix 
Si può poi aggiungere che in questo caso si ha 9a<C(42— 2)Aa; e se f(a:,/i)= — -, 

osservando che allora la condizione posta qui per ?(z?,A) è soddisfatta (§.,18), e può 
prendersi A=:r, si potrà senz'altro asserire che quando f{i') fra e s fa soltanto un numero 

finito q di oscillazioni, oltre ad aversi per 0<Cb^ ^ : 
si ha altresì per la (8) : 

(9) ^'^^•^\jW-^i'^-lA+0)\<iM-^^^ + 

h sen e h sen-s sen e—^ 

26. Se poi la funzione f{x) fra e e ha un numero Infinito di massimi e mini- 
mi, ma è sempre continua e viene a perdere tutti questi massimi e minimi colPaggiun- 
gervi una funzione di primo grado |i r-j-v , o più semplicemente ^r , allora la for- 
mola (6) continuerà ancora a sussistere sotto le stesse condizioni relativamente 
a tp{x , h); e siccome sarà : 

J '\ f{^)-A+0 ! dX=j]f{x)^VX-^f{+0) \ ^{X , h)dx + ]LJXf{X,h)dX, 

avremo 0* < 2 A((3+|xe) + 2A[xs < 4 A('3-|- jj^) , e nella forinola (9) basterà sostituire 
4:r((5-j'P'^) ^^ termine (4^^ — 2)1:3 . 

27. Supponendo ora che la funzione ?(-^,ft) sìa tale che il prodotto xf(.r,/?) 
anche al crescere indefinito di h si mantenga inferiore a un numero finito A,, ciò che 

QATI il J* 

non esclude l'ipotesi 'f (r , A)= - — -^, poiché basta allora supporre v>l, si osser- 

sen X 

vera che : 

/ 1 m -/i+o) ì <f{x , h)dx= rgi^^ ^^+o) ^,^^^^ ^ ^^^^^^ 

e si concluderà quindi che la formola (6) sussisterà sempre quando fra e e il pro- 



V 



dotto x.'f{x^h) col crescere indefinito di A non superi mai un numero finito A^, e col 
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tendere di a? a zero il rapporto — non cresca indefinitamente , o se cresce 

X 

indefinitamente resti atto air integrazione anche ridotto ai valori assoluti, come per es. 
accade quando non è di ordine superiore a quello di una delle funzioni: 

(10) -1 l— _J 

nella prima delle quali \i è positivo e minore d^uno, e nelle altre [i è semplicemente 
diverso da zero e positivo . 

In particolare dunque „ la formola (6) sussisterà se il prodotto Xf{x , h) per x 
;, fra e e non supera mai un numero finito A e, se considerando flx) come continua 

, nel punto ar=0 e uguale a /(+0), il suo rapporto incrementale destro ' — 

„ non cresce indefinitamente al tendere a zero di x^ o almeno se crescendo indefinita- 
ff mente resta atto airintegrazione anche ridotto ai suoi valori assoluti , . E supposto al 

solito in particolare che si abbia f{x^h)= — i e che -^ — non divenga infi- 

sen X X 

nito per ar = -|- di ordine superiore a quello di , ,a , — /yv m-lu » ■*^^' 

XlX£^X,,,yi Xy'Tr 

dx 



*— Jo ^ 



Iq xixpx...{fxy-^i' 

ovvero: 

almeno per e sufficientemente piccolo, e sostituendo nella (7) si avrà un limite supe- 

Ji sen Jix 7c 

] f{x) 'dx — = A+0) • 
A sen X ù 

28. Supposto che a| , o^ . . . Om^i siano i punti di massimo successivi delP in- 
rx 
tegrale 1 ^{x ^ÌC^dx per x compreso fra e £ (0 e s esci.), o siano i punti di minimo, 
.'0 

e questi valori massimi o ncdnimi dell* integrale siano tutti dello stesso segno , e non 
vadano mai crescendo o non vadano mai decrescendo in valore assoluto , e supposto 
sempre che fra e e si abbia in valore assoluto f{x) — /(+0)<Co, le formole del 



§. 10. applicate all'integrale / \f[x) — A+0) | ^(^ » *) ^^^ ci mostrano che l'integrale 
/ l A*) — ^(+0) I ^ 1 *) ^ ^^^ numericamente inferiore a 2akAr <i\ ^x , A) dx -f- 
2I>« / TiC^ » A) da?, o anche a 2oA -f-af / + / j(pi(a? , A)da;-f- 2 ^» / Ti (^ ' *)^-^' 



Sdente Cosmoìog. T. XYIL 
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indicando con f/r , h) la funzione dei valori asBoluti di ^(x , h), con D« V oscillazione 
di f{x) negli intervalli (a« , a«+|), e con A an numero finito di cui si suppone che sis^o 

sempre inferiori i valori assoluti delPintegrale / ^{x , h)dx pei valori di a; fra e e 

e per qualsiasi valore finito di h . 

Ma supponendo per es. che a|,a3,..,acM^ siano punti di massimo delP integrale 

rx 

I ^{x^h)dx^ e indicando in generale con a\ il punto di minimo fra a. ea^+i , si 0S8er?i 

che ^{x , h) da a« a a', pon sarà mai positiva e da a, a a»^j non sarà mai negativa , 
almeno i valori positivi che prendesse nel primo intervallo e i negativi che pren- 
desse nel secondo non avranno influenza sulP integrale, e quindi sarà: 

/ cpi(.r , A)tÌJ?== — / ^{x ^h)dx-\- I rp(x^h)lx. Si dedurrà da ciò che gli integrali 

/ ^\{xji)clx, I ^^{x ,h)dx saranno inferiori aÀoaSA, secondochè e e sono o nò 

Jfx ^ ra^4 

' f{x^h)dx] e gli altri integrali / rf^{x ^h) dx saranno 
•/«* 

tutti inferiori a 4 A; quindi poiché lo stesso accade se a^ , o^ , ..,aN.| sono punti di minimo 
deir integrale / <p{x , h) dx , é certo che V integrale 1 ìf{x) — f{+0)\^{x ,h)dx 

Jo Jo 

sarà sempre numericamente inferiore a 4 A j 2(3 -|- y D« | . 

1 
Segue di qui che -se i punti a^ ,a2,..,afi.| si avvicinano fra loro indefinitamente 
col crescere di h in modo che le loro distanze a«+f — a« finiscano per essere inferiori a 
quel numero che più ci piace, e se la funzione f{x) fra o s è sempre continua tranne 
tutt' al più per x= -|~0, e in ogni intervallo S fra e e inferiore a un certo numero ei 
e che non termini al punto zero le sue oscillazioni D^ sono deìV ordine ,di piccolezza 

dell'intervallo in modo che sia D.^cS, ove e è inferiore a un certo numero finito, 



l'integrale I \f{x) — f{-\-0)]dx sarà numericamente inferiore a 4A[2a-|-C6J; dunque si 
può ora asserire che , se per qualsiasi valore finito di A e per x compreso fra e s 

r . . . 

^ V integrale i ff{x , h)dx si mantiene numericamente inferiore a un certo numero finito 

Jo 

A, e i suoi massimi, o i suoi minimi a| , o^ , . . , an^i si vanno avvicinando tutti oltre 
ogni limite col crescere indefinito di h in modo che le differenze a,+| — a« finiscano 
per esser tutte minori di quel numero che più ci piace, soddisfacendo però sempre 



Si troverà : 



SS 

alla condizione che i valori corrispondenti delVintegrale siano tutti dello stesso segno, 
e non vadano mai crescendo o non vadano mai decrescendo in valore assoluto, la 
formola (6) sarà applicabile, e si avrà : 

9A<4A|2o + ^e}i 
tutte le volte che la funzione f[x) fra e e è sempre continua o ha tutt^al più una 
discontinuità ordinaria nel punto zero, e oltre a ciò è tale che in ogni intervallo § 
, inferiore a un certo numero Sj e che non termini al punto zero la corrispondente 
, oscillazione D sia almeno delP ordine di piccolezza delPintervallo, per modo cioè che 

n sia D <^c8, essendo e un numero sempre inferiore a un certo numero finito «. 

29. Se poi si aggiunge V ipotesi che il prodotto x ^{x , h) per qualsiasi valore 
di A e di a: resti sempre numericamente inferiore a un certo numero finito B, si pos- 
sono trovare per f{x) anche condizioni meno restrittive. 

S^ indichi infatti con D* la massima oscillazione di f{x) negli intervalli 
(3ta , ttir+j) e si osservi che allora si ha : 

2 D. / Y,(ar , A)dx < D» B / ?*-. 

2 D. / 9,(x , h)àx <— B Da log a^-f-B D* log e , 

talché, se si suppone che f{x) oltre osser continua fra e e sia tale che Da log a^ col 
crescere indefinito di h abbia per limite zero, se ne deduce subito che a partire da un 

certo valore di h in poi T integrale / (A^)"~/l+0)jy(a:,A)daP sarà numericamente infe- 

riore a quel numero che più ci piace; e si può quindi evidentemente asserire che 

XX 
^x , h)dx soddisfa alle condizioni poste nel paragrafo precedente , e 

j, se di più il prodotto x ^x , h) si mantiene sempre numericamente inferiore a un numero 

, finito B, e gli intervalli a«4.| — a« fra i massimi o fra i minimi successivi delP integrale 

rx 
» / 9(^fA)^*z; impiccoliscono oltre ogni limite, e per ogni valore di h sono delF ordine 

9 di piccolezza di a^ , per modo cioà che i rapporti -^ * siano sempre inferiori a un 

ff numero finito e discosti da zero più di un certo numero per qualsiasi valore di A, 
, allora 1^ formola (6) sarà applicabile e si avrà: 

0A<8Ao + BDAlogs — BDAlogaj, 

„ tutte le volte che la funzione /(a;) fra e e è sempre continua o ha tutt^ al più una 
, discontinuità ordinaria nel punto zero, e oltre a dò è tale che in ogni intervallo 8 inf e- 
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„ riore a un cerio numero C| che non termini al punto zero o al punto s il prodotto D^ log 3 

, deir oscillazione D^ della funzione moltiplicata per il logaritmo log 8 deirintervallo S 

9 corrispondente sia sempre minore di quel numero che più ci piace ,. 

In particolare dunque se ff{x , A) = , le condizioni poste per tf{x , h) 

sen oc 

saranno soddisfatte , e si potrà prendere A=ir , B=l-f s ; quindi si può dire che 

, si ayrà; 






'0 

V tutte le volte che fra e e la funzione f{x) è continua o ha tutt* al più nel punto 

9 zero una discontinuità ordinaria, e per ogni numero comunque piccolo 0| esiste un 

„ intervallo e^^e tale che in ogni intervallo S non superiore a s^ e che non termini 

, al punto zero si abbia in valore assoluto D^logS<^0|, essendo D^ Toscillazione di 

, f{x) neir intervallo S ; e in questo caso si potrà prendere : 

0*<8ff(3 + 2(l+6)o^, 
e sostituendo nella (8) questo valore di 0^, si avrà un limite superiore del valore 

f(x) dx jr /][+ 0). 

sen x Ji 

sen Ajp 

Questo risultato pel caso di ff(x , A)= è dovuto a Lipschitz ; è sì in 

sen X 

questo caso particolare, che in quello generale di ^x , h) qualunque, non può dirsi che 

esso rientri sempre in quello dato al §. 27, sia perchè esso non pone condizioni rispetto 

agli intervalli 8 che terminano al punto zero , sia perchè, bastando nel caso attuale 

che si abbia D^log8<Ia|, potrà anche darsi che questa condizione sia soddisfatta, 

f(x)—f(-\-0) 
e il rapporto -^-^-^^ -^ — - sia infinito d^ordine superiore a quello di una delle funzioni 



30. Seguendo il processo del pari^afo precedente , e senza nuove ipotesi in- 
torno alla funzione ^{x , A), è facile trovare altri casi di validità della formola (6) . 

Si consideri perciò al solito T integrale / \f{x)—f(-\'0)\fp(x^h)dxj e si imma- 
gini scomposta la funzione /(^)— /(+0) nel prodotto a{x)fi{x) delle due funzioni a(J?),P(r)t 



per modo che si abbia da considerare Tintegrale 1 a(x)^(x)f (x , h)dx . 

In qvmbo iategrale il prodotto o((«) ^x) tenderà a zero eon x, però noi lo sto- 
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dieremo dapprima indipendentemente da questa condizione , perchè così questo studio 
tornerà utile anche fra breve. 

Si supponga perciò che a^ ,«),.. a,,. | siano i punti di massimo o quelli di mi- 

ff{x^h)dx compresi fra e e (0 e e esci.) , e le distanze 
fig^y — ttg fra questi punti siano tali che i rapporti -^ • restino sempre inferiori 



«1 



a un certo numero finito p\ e inoltre siano soddisfatte per ^{x , A) le altre condizioni 
del paragrafo precedente. Per le formolo del §. 10. avremo: 

/ a{x)%^x) ^x , h)dx = 9 D A + / j a(a?) %x) ~ y^ j ,p(a? , h)dx + 

] ^{x)^x)^{x,h)dx-\-S^ ì \a{x)^{x) — dia.)^fi.)\f^x,h)dx, 

ove è un numero compreso fra — 1 e 1 , D è T oscillazione di a(af) p(a?) fra (^ e e, e Yq 
è il valore che ha a(a?)P(a:), o che gli si attribuisce, nel punto x=0. 

Ora, poiché il primo integrale è evidentemente inferiore a D / 7i(^,%)c2j7, mentre 

il secondo è inferiore a {i I fpi{x , h) da:^ ove |jl è il limite superiore dei valori assoluti 

di a{x) ^{x) frB, e e, si vede subito come al §. 28. che gV integrali stessi sono infe- 
riori aSAD, e8A|t respetti vamente. 

Rispetto poi airintegrale che figura sotto il segno ^ si può osservare che si ha: 
aix) p(x) - a(a,) p(pO = [ a{x) - a(a.) j ?{x) + «(a,) i P(:r ) - p(P0 j , 
e se P(x) fra a^ e e è finita e continua e X è il suo estremo oscillatorio , siccome si 

potrà anche scrivere (m. l. §. 198) P(^) — P (P») = (^— P«) ^« » ove X, è un numero 
compreso fra i limiti inferiori . e superiori di X nelP intervallo (a«, x) , si avrà anche: 

2 / l*WP(^)-a(a.)P(a,)l7(^»A)^^^2/ { «0^) -«(«.) | PW 9(^ ,A)d^+ 

Ora, se P(x) fra e e è sempre finita e il limite superiore dei suoi valori assoluti 
è p', e la funzione a{x) non è mai decrescente o non è mai crescente, V integrale 

ì a{x) '^a{a,) \ %xyf{x ^h)dx non supererà in valore assoluto quello della quantità 



JcHa 



P' I a(aw.i) — ^{^ò \ \ ?i(^ 1 ^)<^ '* quale col processo del §. 28 * si Vede che non supera 
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4 A p' j «(«,+,) — a(a,) ] ; dunque la somma di questi integrali non supererà , pure in 
valore assoluto, quello della quantità 4Ap'{a(6) — a(a,) j , e quindi , se e è suflB- 
cientemente pìccola, essa sarà piccola a piacer nostro . 

Passando ora agli integrali / a(a,)X,(x — a,)y(a?,A)i.r,coirammettere che fuori del 

punto zero X sia sempre finito, osserviamo che se a{x) è sempre positiva fra e e, e 
\^g è il limite superiore dei valori assoluti di X fra a« e a^+i^, gli stessi integrali 

sono numericamente inferiori a --^ — w^ — i e quindi la loro somma sarà in- 

feriore in valore assoluto a «-J *(••) ^^» ^» { "^ '* )("")♦ essendo B un numero po- 
sitivo di cui è sempre inferiore in valore assoluto il prodotto x f(x , h) . 

Ma *, per le ipotesi fatte sui numeri a^ , a^ , . . . òLh^ , i rapporti -^* ' 

sono tutti inferiori al numero finito p , quindi la stessa somma sarà inferiore a 
—^2 ^^^*^ ^^» «» ( -^ ) 1 e questo evidentemente ci mostra che se il prodotto a(a,) X®, a, 

non supererà mai un certo numero finito C, e la somma ^f -^ ) anche al cre- 
scere indefinito di h si manterrà inferiore a tm numero finito k [ come avviene 

86T1 JlX 

per es. nel caso di ^(a? , h) = , perchè allora si ha a, = (2 « — 1 ) «i ] i 

sen X 



la somma 



degli integrali / a(a«)X,(a — oLg) ff{x ^ h)dx sarà numericamente inferiore 



a 



^ ^ ' * • o a r-^-, 



XI) • 

Ma è chiaro che se vi saranno degli intervalli (a, ,a^|) nei quali X^ non diviene 

effettivamente uguale in valore assoluto a ìfig , indicando con X', un valore che sia fra 
i valori assoluti che vengono effettivamente presi da X neirintervallo indicato si avrà: 



e evidentemente si potrà supporre X'« talmente vicino a X^« che il secondo ter- 
mine del secondo membro sia sempre di quel grado di piccolezza che più ci piace 
indipendentemente da h; dunque poiché se 4« è il valore di x fra a, e cl,^^ pel quale 
X — + X'«, e se a{x) da a e è positiva e non è decrescente, si ha: 

a(a Ja, K, a(£«) ^ , e ft(a,) X'« a, ^a(£«) X'« £, , si può affermare che, sotto le varie ipotesi 



L 



39 
che abbiamo fatto basterà, che il prodotto a{x) x X col tendere a zero di x non superi 

mai in valore assoluto il numero C per poter dire che la somma degli integrali 
a(«t) ^» {^ — *«) ?(-i? 1 A) dx sarà sempre numericamente inferiore a — ^r^ , e in ra- 
lore assoluto si avrà: 

(10) jU'rmx) ^x ,h)dx^\4 D+3 jt + 4 p' [a(s)-a(+0)] | A + ?^^. 

Se poi a(j7) da a e, essendo ancora positiva, non sarà crescente, la quantità 
a(-|-0) non sarà certo uguale a zero a meno che non fosse sempre a(a;)=0, il che è 
da escludersi; e quindi se e è preso sufficientemente piccolo, a{x) fra e s, oltre essere 
positiva, sarà diversa da zero. Ma allora si avrà: 

*(a») ^'t «t <^ -tA *(S«) ^'s £t <C ~Tx a(S«) ^'» f* 1 e quindi quando sia soddisfatta la con- 
dizione precedente relativa al prodotto a(7')rrX si avranno ancora gli stessi risultati 
che sopra, salvo a sostituire nella formola precedente a a(6) — a(+0) il suo valore 

assoluto, e a C il prodotto C T, ; dunque, poiché evidentemente nel caso di a{x) 

a(s) ^ 

negativo basta considerare V integrale — / a(a;) ^{or) dx per ricadere subito nel caso 

precedente, riassumendo si potrà ora affermare che: « quando la funzione ^{pc ^h) sod- 
„ disfa a tutte le condizioni poste nel paragrafo precedente ed ò tale altresì che , 

rx 
„ se oCf , Og . . . a„_^ sono i punti di massimo successivi dell' integrale I ff{x , h) dx 

Jo 



, fra e e, o sono i punti di minimo, i rapporti -^ restino sempre infe- 

* riori a un certo numero finito p, e la somma ^[ — ) anche al crescere in- 
, definito di h si mantenga sempre inferiore a un numero pure finito k ; allora 

„ r integrale / a{x) p(a?) f (a? , h) dx, ove p(./;) fra e e è finito e atto all' integra- 
zione , e a[x) ò pure finito e non fa oscillazioni , avrà per limite zero al 
crescere indefinito di h o almeno non supererà mai in valore assoluto un numero 
finito tutte le volte che uno degli estremi oscillatori X di ^{x) fra e e ( esci. ) 

» è sempre finito e il prodotto a{x) x X non supera in valore assoluto un certo nu- 

r 

„ mero finito C; e in questo caso si avrà la formola (10) nella quale però, se (i{x) 
, non è crescente in valore assolato da a e , a C deve sostituirai C ,. , e b' in- 



1» 
II 
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« tende sempre che per a(6) — ^(4*0) debba prendersi il valore assoluto di questa 
„ differenza „ . 

Si può inoltre aggiungere cbe la condizione relativa alla convergenza della serie 

2j(— ^ j è sempre soddisfatta quando, come nel caso di y(ir ,fc)= , le differenze 

a»+| — olb sono dello stess^ ordine di piccolezza di a^ , per modo cioi che i rapporti 

-— ' , oltre a restar sempre inferiori a un numero finito p, non si accostano a zero 



«1 



più di un certo numero q\ perchè allora, ponendo -^=g'*, le differenze g^+i — }•= — 
non saranno mai inferiori a ;, e siccome si ha per i^\ : 

2 ffi)'=^+-L, + . . <_L_+_i_+ . . , 



OU4.1" — ou 



ovvero 



sarà: 



J^ \««/ itn — qt \qi quj qui — qu[ \qui qtnJ 

e in particolare si avrà 5( — J <C1+ ~i talché si vede anche che in questo caso nelle 

i \a./ ? 

formole precedenti a k può sostituirsi 1 -4- ~ o -~ . 

31. In particolare dunque si può dire che , se /(a;) =/][4-0) + a{j')^x\ e f(x) 

yy è atta alla integrazione fra e s come sempre abbiamo supposto, la formola (6) sarà 

, applicabile tutte le volte che la funzione f (a? , h) soddisfa alle condizioni del para- 

« grafo precedente e al tempo stesso a.{x) fra e s è finita e non fa oscillazioni, %x) è 

„ pur sempre finita e atta alla integrazione fra e e, e in ogni intervallo fra e s 

» che non termina al punto uno dei suoi estremi oscillatorii X è anch^ esso finito , 

P 
» e il prodotto a(a?) x X ha per limite zero per a:=-|-0; e in questo caso se fra e s 

« si ha f{x) — /(+0X 0, e a^x) x X^ <; o, , si potrà anche scrivere : 

P 

t/l^)-A+0)Ì9(x,;i)dx<4|2a+p'[a(s)-a(+0)]JA+i.o^o,, 

„ ove Po— 1 o = — YY" °®ì casi indicati sopra » . 

E quando a(j?) sia continua fra e e ma abbia un numero infinito di oscillazioni, 
allora se ^x , h) soddisfarà sempre alle condizioni precedenti e il prodotto a{x) x X 

avrà per limite zero per a; == -f- 0, la formola (6) continuerà ancora a sussistere , 
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purché anche il prodotto a:^ X abbia per limite zero per a; = -f , e «(a?) perda tutti 

i massimi e minimi coir aggiungervi una conveniente funzione di primo grado. 

£ degno di nota che sotto questa forma generale il teorema ora enunciato non 
richiede l'esistenza della derivata della funzione /(a:) fra e s, e neppure suppone la sua 
continuità fuori del punto 0, perchè a(a:) può essere anche discontinua. Se poi si sup- 
pone in particolare che a(a:) si riduca all'unità e che f{x) fra e e (o al più esci.) abbia 
una derivata determinata e finita , la condizione precedente relativa al prodotto 
a{x) X X si riduce all' altra che la funzione x f'{x) abbia per limite zero per a? = -|- 0; 

e anche così resta sempre estesa quella condizione data dal Du Bois-Reymond nel 
Voi. 79 del Giornale di Borchardt per la quale si richiede che la derivata f\x) sia atta 
alla integrazione anche ridotta ai valori assoluti . 

Aggiungiamo che nel paragrafo seguente ci occuperemo del caso in cui il prodotto 
xf\x)^ o l'altro più generale a{x) x\ non hanno per limite zero per a? +=0; ma 

r 

intanto è da osservare che se questi prodotti non superano mai un numero finito, il 
teorema del §. 30 non ci assicura che la formola (6) continui ad essere applicabile, ma ci 

A 

permette però ancora di dire che al crescere indefinito di h l'integrale / f{x)^{x^h)dx 

•/O 

non supererà mai un certo numero finito; e se a(r)p(a?)=a(a?) cos ^{x\ basterà che 

a{x)xtY{x) abbia per limite zero per a? = -|-0 onde altrettanto accada per A=oo del- 



J a{x 



V integrale / a{x) cos ^{x) f(x , h)dx; mentre se a(.r) x ^*{x) non tende a zero con a?, ma è 
sempre inferiore a un numero finito, l'integrale / a(a?)cos^(.r)f(x,A)da? potrà non avere 

Jo 

per limite zero ne una quantità determinata, ma oscillerà soltanto fra limiti finiti. In ciò 
sono compresi alcuni dei risultati ottenuti per altra via e soltanto pel caso speciale di 

tf(^x , h) = dal sig. Du Bois-Reymond nella sua memoria TJniersuchungen 

sen X 

iìber die Cdnvergmz tind Divergenz der Fourierschen Darstéllungs-formeln ( Abhandl. 

der k. hayer Jkad. der W. IL CI. XII. Bd. IL Abth. ) . 

sen n X 

Si deve poi notare che nel caso particolare di (p(a? , h) = , le condizioni 

sen X 

poste sopra per ^ ( a? , h) sono tutte soddisfatte , e potendo prendere A = 7t , 

3 
B= 1 +s , l?=2, ^=2 , k= , se a(a?) p(.r) tende a zero con x , e per ar fra e s 

si ha a(ar) P(a;)<lo, si potrà scrivere: 

Aw P(^) 'Sr?'^^ :^ * 1 2^+P'WO-«(+o)] ì 5t + 3(i+s) e, 

Jq sen X 

Scienze Gosmolog. T. XVli. 6 
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salvo ft sostituire a a(e) — o((--|-0) Ìl suo valore assoluto, e a C il 

oei casi indicati sopra . 

32. U teorema dimostrato ci assicura danque che quando a(; 
oscillazioni fra e e , e ^(j^) ha ud estremo oscillatorio X che fi 

esci.) è sempre finito, mentre a{x)'p(x) tende a zero con x, e <p 
condizioni dei due paragrafi precedenti, la formola: 






non può cessare dì sussistere altro che quando a.(x) x X non t< 

P 
A complemento ora di questo teorema ne darò un altro ci 
ìl caso in cui il prodotto ix{x) x X non ha per lìmite zero per x^ 

suir esistenza e sui valore dì questo limite . 

Sì supponga perciò che l'estremo oscillatorio X prenda anc 

mente grandi col tendere di x a zero, e, limitandoci ad un caso 
metta che per x diverso da zero esso sia il prodotto ^x)v{x) di dv 
r una delle quali v{x) è finita e continua per x diverso da zero , i 
mente senza oscillare al tendere a zero di x, e fuori del punto ze 
determinata o un estremo oscillatorio atto alla integrazione, me....^ ^^-j .. .»^ -.^^ 
il prodotto a(j)i».(j) ha per lìmite zero per a;=-i-0, o almeno non cresce indefinitamente; 
essendo al solito a{x) una funzione senza oscillazioni fra e e che (con s su flìciente mente 
pìccolo ) può anche supporsi sempre positiva , e ^{x) essendo (tempre numericamente 
inferiore a un numero finito ^' . Inoltre , poiché il prodotto ^{x) v(x) è finito e con- 
tinuo fra E, e s, ove e, è un numero qualunque fra e e (0 al pi& esci. ), ammet- 
tiamo che se X(j-) è una funzione fra e, e s la cui derivata è p(x) v{x) [ come ad ei. 



lejpo 



r integrale j ^{x) v(x)dx], il prodotto a.{x)y.(x) col tendere a zero di x aia sempre inferiore 

a un numero finito; e ammettiamo infine che il prodotto x v{x), anche sa non ha per 
limite r infinito per a; = -|- (ciò che potr& soltanto avvenire quando «(+0;) non è 
zero, se il prodotto a{x) xX^^ a{x) ^(x) x v{x) non deve tendere a zero con x), non vada 

mai decrescendo in valore assoluto col tendere a zero di x . 

Cosi essendo, scegliamo il numero e talmente piccolo che fra e e sia sempre 
a(x)^(x)<;;o, e indichiamo ancora con a,,aj,..,cct,..iXH_, i pnnti di massimo o di minimo 

r'x 
dell' integrale ( ^ (x , A) iJx fra e e (0 e e esci.) pei quali poniamo intanto tntte le con- 
JQ 

dizioni dei due 'paragrafi precedenti , supponendo anche in questo caso che f(x , h) 
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sia continaa fra e e ( al più esci. ) e che, mentre a^ tende a zero al crescere inde- 
finito di hy i rapporti -^ ^, oltre a mantenersi sempre inferiori a un numero finito 

p^ non si accostino a zero più di una certa quantità q. 

Considerando allora le quantità v(a|) , v(a^),. ., v(a^), . . , v(ati--f), per le ipotesi che 
abbiamo fatto si vede subito che esse andranno successivamente diminuendo in valore 
assoluto, e quindi per quel valore che si considera di A o di a^ , o saranno tutte numerica- 
mente inferiori a —, ove r è un numero positivo non superiore alPunità, o fra esse 

ve ne sarà una che è maggiore o uguale a — mentre le precedenti sono pur maggiori o 

uguali e le seguenti non lo sono, o esse saranno tutte maggiori o uguali ad — ; e noi sup- 

porremo perciò in generale che sia in valore assoluto v(a<) ^--, e v(a<+4) <[—,.... 



«i «1 



senza escludere che at possa anche essere lo zero o an-i, ec. 

Osserveremo poi che se T integrale / f{x^h)dx non supera mai A in valore 

Jo 

assoluto, per le formole del §. 30 si può scrivere (*): 
Jo 1 •/«, 



+ 



1 J0L$ 



con 0;^0^1; e coi ragionamenti stessi del medesimo §. si vedrà intanto che la prima 
somma del secondo membro è numericamente inferiore in valore assoluto a quello di 
4 À p' I a(e) — a((-hO) | , e quindi se 6 è abbastanza piccolo, essa sarà piccola a piacere. 
La seconda somma poi può porsi sotto la forma: 



1 ^at w 



e se ai sarà zero la prima somma mancherà insieme al secondo termine, mentre se ai 
sarà ttn^i mancherà questo termine Jnsieme alP ultima somma ; e se ai sarà ca^ man- 
cherà soltanto la prima somma, mentre se ai==aM^ mancherà soltanto P ultima. 

Ora per l'integrale a(a/) / ip(x) — p(ai)jy(a:,A)dx, quando occorre di considerarlo, 

•^ai 

(*) Secondo le formale del §.80. ioTecedel termine 10 6 A ^ si potrebbe scrÌTere 8 6 A'o-. Facciamo ora e in 
segaito questo cangiamento a cansa di an errore senza importanza ivi sfoggito e al g. 28, per il quale abbiamo asserito 

che rìotegrale f fii»th)dx è sempre inferiore a 3A, mentre pnò solo assicurarsi che esso è inferiore a 4A. 
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si osserrerà che se a"t è un punto fra a/ e a^^^ nel quale la differenza P(x) — p(<Xf) 
ha il massimo valore assoluto , V integrale stesso ò numericamente inferiore a 

a(a<)jp(a"i) — p(aOj / yi(^iA)^ ove yi(.»,A) è la funzione dei valori assoluti di 

^(x , h)\ e poiché al solito si hai ^{x ^h)d x <^ ^ k^ esso sarà numericamente 

inferiore al valore assoluto di 4 Aa[a/) [p(a '<) — i3(a<)], e quindi, osservando che 
questa quantità può porsi sotto la forma 4 A P a"/) [ a(a<) — «(« '<)]4"'*^ A [a(a"0 ^Wi) — 
a(a/) P(a/)) ], si vedrà senz'altro che lo stesso integrale è numericamente inferiore a 

4 A p' [ a(6) — a(+0) ] + 8 A o , ove di [ «(s) — a(+0) ] deve prendersi il valore asso- 
luto, e in conseguenza esso è arbitrariamente piccolo. 

Rispetto poi alla somma ]^ , quando occorra di considerarla, si osserverà che, 

se x^{x ^h) è sempre inferiore a B in valore assoluto, col processo stesso del §..30 

si trova che essa è numericamente inferiore all'altra . 2à a{a»)^^»a,( -^ ■* ] ( — ) 

ove \^9 è al solito il limite superiore dei valori assoluti di X fra »« .e a^^i ; e 



0^ - 0È 

se i rapporti -^ ^ sono sempre inferiori a un numero finito p, e |i.®, è il limite 

superiore dei valori assoluti di (1(0:) fra a, e a«4| , essa sarà anche inferiore a: 



2_?:"y a(«.)lt^a•v(o^-0• 



Ma avendo ammesso che in valore assoluto il prodotto x v(x) col tendere a zero di 
X non vada mai decrescendo, è chiaro che nella ultima somma il maggiore valore assoluto 

dei varii prodotti a» v(a.) sarà quello di a<*| v(a<+i) , e quindi non supererà tti*"^ — - 



«i 



1 . . ••:::? 

giacché v(a<+i) < — ^ ; dunque si vede intanto che la somma 



•—9 r^*^K 

m 

sarà numericamente inferiore a —^- ^* T afa,) ii®,( — ) . 

Ora, quando vi siano degli intervalli (a, , a,+|) nei quali (i^, non sia il massi- 
mo, ma sia semplicemente il limite superiore dei valori assoluti di (i(^), indicando 
con |i', uno di quei valori assoluti che vengono effettivamente presi da [1(2?) nello stesso 
intervallo ( a, , a,+i ) , si potrà supporre (*.', vicino quanto si vuole a jt^f , e si avrà : 



Ai 






+^^"^l<«-*w.,(S)'- 



e indipendentemente da A e da 6 la seconda somma del secondo membro potrà ren- 
dersi piccola a piacere prendendo |t', abbastanza vicino a (jl^«. 

Ora se a{x) tende a zero con a?, e x'g è il valore di x pel quale |t(a?)=±{i',, 
si ha evidentemente a(a,)|i',<a(37'a)(i<',; quindi, se y ^ un numero di cui è sempre 
inferiore in valore assoluto il prodotto a(ar)(i(x), si avrà sempre a(a,)|Ji',<[Y. 

afa ì 
Se poi a(ar) non tende a zero con or, si avrà a(a,)|i.', = ~-^. a(^',)|i.'„ e quindi 

a{x t) 

afeì 

sarà a(a,) (i'f < a T » essendo a il rapporto o il rapporto inverso; dunque in ogni 

caso si avrà in valore assoluto: 
«—a '**' 



j* «(«.){&) - PCo.) ] ?(.: ,h)d.< 5?^ ^« I (^J. 



essendo a=l se a(-f 0)= 0, e uguale al maggiore dei due rapporti . , ^. , Tv ■ se 

a(-|-U; a(6) 

a(+0) non è zero; quindi, poiché per le nostre ipotesi sui rapporti -^ ai ha (§. 30) 

fi — 2 y \ A 

5 (-^)<] — L— e — =14— ^^^ ^<1+Pi si vede ora chiaramente che la somma 



y a (a,) / [p(ir) — P(a,) ] y(a: , A) d a? sarà numericamente inferiore 
M •/a. 



4"^ 

^ Bpg(l-f:p)aYtt| 



e quindi, dipendentemente da e, quando a{x)^{x) tende a zero con x sarà anch'essa 
minore di quel numero che più ci piace; e lo stesso accadrà anche quando (f.{cc)^{x) 
non tende a zero con x ma non cresce indefinitamente^ purché allora non sia r==\. 



Resta dunque ora a considerarsi la somma Ya(a,) / [p(a:) — P(^»)]9(^i^)^^t 

1 •/a, 

nel caso che essa vi sia, e per questo osserveremo che essa si compone delle due: 
2a(ai) / ^x)f{x^h)dx — T «(«#)?(«•) / ^^ih)dx; e poiché (a causa delle ipotesi che 

tf{x ^h)dx nei suoi punti di massimo 
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i / 9(.T , h)dx 



successivi, in quelli di minimo) gli integrali / ^{x^h)dx sono tutti dello stesso se- 

gno o nulli, è evidente che il secondo termine sarà numericamente inferiore al valore 

' f{x^h)dx^ ovvero a 2oÀ, e basterà quindi occuparsi del primo. 

Per questo poniamo x tp{x , h) = ^jp , h) . Questa funzione ^x , h) sarà sempre 
inferiore a B in valore assoluto^ e sarà zero nei punti «f i a, « - • . , run i ; quindi 
poiché si ha: 



Jjlz) f{x , *) dx =rm v(x) ^^d X , 



applicando una integrazione per parti col prendere ^. ^ come fattore finito, e col- 

l'osservare che per l'integrale indefinito / P(x)v(j)djtr può prendersi x(x) ^r— ■ , 

ove H è il limite per rr=-|-0 di a{x) y(fx) se si sa che questo limite esiste, o altrimenti 
è un numero finito che potrebbe essere qualunque ma che allora noi lo prenderemo 
senz' altro uguale a zero, si troverà subito: 



d 
dx 



_ X)f{a^ 



ovvero: 



a(a.)J p(a?) ?(a? ,h)dx = — a(a.)J [x(^) — ^] 
a(a.) J P(^)9r^ .h)dx^-J l a(a.) x(aj) - H ] t^x , A) ci(^^J efe - 






«^»[ «(«.) x(x) - H ] d ^(x , *) ^_^ 



X v( J?) dJ? 



Ma si osservi che se per x^=0 e h finito 7(x,A) si mantiene finito, con una 
integrazione per parti si ha: 

j'^x ,h)dx J^^x , h) log xT-pòg X ^^^^^ d X , 



ovvero : 



ove f -j^ ) indica un numero compreso fra i limiti inferiore e superiore di -A— ^— ^ per x 
fra e a„ Si vedrà subito da ciò che in forza delle nostre ipotesi a meno che 
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j^ I <f{x^h)dx non sia zero, la derivata ^^ ' col tendere a zero di a? deve prendere 
/i — 00 Jq dx 

anche valori tanto più grandi quanto più a^ è piccolo , talché se 8^ indica con if\ il 

limite superiore dei valori assoluti di , ^ fra a- e e, questo numero ^^ dovrà 

crescere indefinitamente all'impiccolire indefinito di a^. 

Sostituendo ora nel valore precedente di a(a«) f ^(x)^{x , A)(2x, e indicando con 

x\ il valore di x fra At e a^^-i pel quale la funzione continua a(a«) x(^) — H prende il 
suo massimo valore assoluto fra «« e a^^-i , si vede chiaro che lo stesso integrale 

ot(o^«) / P(^) tPC-^ y ^) ^^ ^*'^ numericamente inferiore a : 

a(a.) y(a;'.) - H ! [Bf \—r Ir^ + ^\ -^^^^^^,1 

ove dì a(ae) x(^'«) — ^ bisogna prendere il valore assoluto ; quindi se per i valori 
1, 2, . . , i — 1 di B queste quantità a(a») x(^'*) — ^ ^^ mantengono inferiori at, la somma 

V a(a«) f P(x)7(J7 , A) dar , quando à da considerarsi^ sarà numericamente inferiore a : 



ovvero a: 



^ (^) - ^)) +*'»"'* 



giacche v(aO > _ , e -^ ^ < 1 . 

Si supponga ora dapprima che a(.r) ^x) per a: = + abbia un limite deter- 
minato, e questo limite sia il numero H. Allora, se e è talmente piccolo che per x 
fra e e si abbia sempre in .valore assoluto a(a?)x(^) — H <Coìj essendo o^ un numero 
piccolo a piacere , si vede subito che nel caso in cui a(x) per ar = + ha per limite 

afa ^ 
zero, quando H=0 si avrà a(aO x(^'0 — H=— ;-r-a(x',),x(a?',) <a4 , e quando H è 

diverso da zero , per es. positivo , per essere allora anche x(^) positivo , sarà 
a(a,) X(a?',) — H ^ a(a:',) X(a?',) — H <[0| , talché in questi casi t sarà inferiore a Oj . 
Invece se (x{x) non ha per limite zero per a? = -|- , avendosi : 

«(«.) X(^'.) - H = a(x'.) x(x'.) - H + «(X'.) x(ar'.) \ "^"'^ ~ f "'''^ 
si vede chiaro che t sarà inferiore a Oi+CH+^i)-^-^ — , , ove di H+ai,'e a(6)— a(-f 0) 
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bisogna prendere i valori assoluti, e a è a(6) o a(+0) secondochè a(.r) da sa non 
va decrescendo o non va crescendo; dunque anche in questo caso t sarà piccolo a piacer 

nostro, e in conseguenza se il prodotto ai''4>'0, o a^*" ■ , ' non supera un certo numero 
finito, anche la somma V a(a,) I ^x)^[x ^h)dx sarà piccola in valore assoluto quanto 



si vuole, poiché essa sarà inferiore a (-Sj -f- Ìq) (B <Jj+^i*^ ^'o )» ^^® ^*o ^ ^®^^ o è il valore 
assoluto di (H+^i) --^ — » f secondochè a(+0) è zero o nò, e Oj è la differenza 

tv 

numerica fra — i— e il limite di — -. — r per a? = -}- 0, e quindi è arbitrariamente pic- 

S V^£ j X *^yXj 

cola dipendentemente da s. 

Lo stesso risultato si ha se il prodotto a(.r) y(j™), pur mantenendosi sempre inferio- 
re a un numero finito e fra e e^ non ha un limite determinato per ^=4-0, o si è incerti 

purché allora il prodotto olì" ^q\ o a/ ^ , ' — - abbia per limite zero per ar = + 0, 

giacché in tal caso, preso H=0, si troverà che il valore assoluto di t sarà inferiore 
ad ao, ove a ha il significato stabilito sopra; e in conseguenza la somma 

i-i /*««+! 

V a(a#) i ^x)^{x^h)dx sarà numericamente inferiore ad a e (B^-\-^'oOL^^). 
1 Ja, 

Riassumendo dunque si può ora evidentemente concludere che: „ se la funzione 
„ f (a? , h) è continua fra e e, e soddisfa ancora alle condizioni dei due paragrafi pre- 
, cedenti, inclusa quella che mentre aj tende a zero col crescere indefinito di h, i 

rapporti -^ oltre a restare sempre inferiori a un numero finito p non si 



' " a 



1 
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n 
n 



accostino mai a zero più di un certo numero ;, e di più è tale che per x fra aj e e 
la derivata di x tf{x , A) moltiplicata per a/ con r fC,l resti sempre numericamente 
inferiore a un numero finito C; allora la formola (6) sussisterà anche quando 
avendosi /I^) = /(+0) + ot(.r) p(.r), il prodotto a(.T)p(.r) per a? = -[-0 ha per limite 
zero, aL{x) non fa infinite oscillazioni fra e s, e P(.r) è sempre numericamente 
inferiore a un numero finito p', ma non è soddisfatta la condizione lim a(.r) xX — 

„ del paragrafo precedente o si é incerti su questo, purché però allora siano soddisfatte 
„ le condizioni seguenti: 1.® che X^ si decomponga nel prodotto ^{x) \{x) di due funzio- 

j, m^{x\y{x) la prima delle quali [i(.r) è tale che se r<Cl il prodotto a(a?)(jL(a;) non cresce 
indefinitamente al tendere di a? a zero, e se r==l ha per limite zero; e la seconda 
v(j7) é finita e continua fra e e, cresce indefinitamente al tendere a zero di x senza 

„ oscillare, e ha una derivata o un estremo oscillatorio atto alP integrazione fra s^ e e, 

„ essendo Sj un numero qualunque compreso fra e e (0 al più esci.); 2.^ che il prodot- 
„ to x>/^x) col tendere a zero di x non decresca mai in valore assoluto (*), e se 

n È chiaro che qnaudo x >(?) col tendere a zero di x non decresce in Talore assoluto , altrettanto accade 
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X(^) ò una funzione la cui derivata fira «i e e è ^x) v(x) [ come ad es. V integrale 






)dx'] il prodotto a(x))((jc) per jr= + abbia un limite determinato e fini- 



, to H; con questo però che se la condizione relativa al prodotto a(^)x(^) non sarà 
^ soddisfatta o si sarà incerti, pur sapendosi che questo prodotto per a? fra e s resta 
y, sempre inferiore a un numero finito e, la formola (6) continuerà ancora a sussistere 
« purché allora il prodotto di a/ per la derivata di xrp{x^h) quando a? è fra a| e & 
« tenda a zero insieme ad a^ ,. 

33. In questi casi poi se Ho sarà il limite di — r-— per a? = + , e s sarà 

" X y(a?) "^ ' ' 

scelto in modo che fra e s si abbia sempre in valore assoluto a(^)p(^)<!^ 

a{x)^{x) < Y, — TT — H0<Oj, essendo o,e o^ numeri positivi arbitrariamente piccoli, 

e 7 un numero finito che se r=l dovrà pure essere arbitrariamente piccolo, si avrà 
in valore assoluto: 

fi f[^) -/(+0) >(x, A)riar<4A { 5 o+2 p' [ a(e) - a(+0)] j +^^^P-)l^+ t(Ba, + C), 

ove di a(s)— a(+0) bisogna prendere il valore assoluto; a è uguale ad uno se a(+0)=0, 

ed è invece uiruale al più grande dei due numeri , , i^ , ■ ; , quando a(40ì non 

a(+0) a(e) ni/ 

è zero; t può prendersi uguale ad a e se il prodotto a{x) -/(^x) è sempre numericamente 
inferiore a e e non ha un limite determinato per x = -|- 0, o si è incerti , e allora C 
deve potersi rendere arbitrariamente piccolo; mentre se a(x) x{x) ha un limite determi- 
nato H per re = + Oi e fra e s si ha a{x) -^{x) — H <! Oi essendo o^ arbitrariamente 
piccolo, si può prendere t = 0| + Aq, ove k^ è zero se a(-|-0)=0, e se a(-f-O) non è 

zero k^ è il valore assoluto di (II+0|) r-'— , essendo a il più piccolo dei due 

numeri a(4-0)i oc(s). 

E si può al solito aggiungere che se a{x) fra e e farà infinite oscillazioni, 
ma le verrà a perdere tutte colP aggiungervi una funzione di primo grado, la for- 
mola (6) continuerà ancora ad essere applicabile tutte le volte che siano soddisfatte 
le condizioni precedenti, e dei prodotti x (i(ar), x -^{x) , il primo abbia per limite zero 
se r=l e un limite finito se r<Cl, e P altro abbia un limite determinato e finito, o 
almeno siano soddisfatte per esso le condizioni che si avevano sopra pel prodotto a{x) x(^)* 

34. £ degno di nota che i due ultimi teoremi qui dimostrati danno un campo 
immenso di validità della formola (6), e può dirsi che si completino a vicenda, 
perocché quando per una certa funzione f{x)=f{'\'0)'\-a{x)^x) non sia applicabile il 

del BQO produtto per Ia funzione crescente - , ossia di v(x); talché allora la condizione che v(») cresca ali* infinito 
senza oscillare col tendere a zero di x Tiene soddisfatta da so, e si pnò fare a meno di porla esplicitamente . 
Scienze Cosmolog. T. XVIL 7 
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primo teorema per la ragione che il prodotto a(.r).rX non ha per limite zero per x=-{'0, 

o si è incerti, sarà subito il caso di esaminare se sia applicabile il secondo; né le condi- 
zioni che si hanno per ^(x , h) sono molto restrittive, e d'altronde esse sono tutte soddi- 
sfatte quando ^(a?, A) = , perchè allora, con «4 = ^i a#=(2» — 1) r» si ha jj=^ = 2, 

sen X n n 

e, essendo xrf{x ^n) = senhx^ il prodotto o.^—^ — \ -^~ per x compreso 

sen X d X 



fra Oee non supera ir(2-|-s)^, e può prendersi quindi C=ic(2-f6)*» con A=ir,B==l-j-e. 

E mentre p. es. se ot(.T) tenderà a zero con re senza oscillare, la formola (6) sarà 

applicabile senza eccezione veruna in forza del primo teorema quiindo x X «on cresce 

indefinitamente, nel caso invece in cui col tendere a zero di x questo prodotto 
X X prenda anche valori indefinitamente grandi il primo teorema potrà presen- 
tare delle eccezioni che ci facciano restare nel dubbio; ma allora si 'potrà passare 
ad applicare il secondo teorema, e bene spesso le indicate eccezioni verranno a sparire 
nel fare questa applicazione. 

35. Così in particolare quando tf{x , K) soddisfa alle condizioni che respettiva- 
mente abbiamo poste nei varii casi, supponendo che sia : 

A^) = A+O) + a(r) F[<Ka;)] , 
ove a(x) tende a zero con x senza oscillare, ^x) cresce indefinitamente , e F [^^C^)] 
fa infinite oscillazioni , se avverrà che la funzione V{z) anche al crescere indefinito 
di z resti inferiore a un numero finito insieme alla sua derivata F'(^), per il primo 
teorema si potrà dir subito che se il prodotto x^\x) col tendere a zero di x non 
supera mai un certo numero finito la formola (6) è applicabile alla funzione f{x) . 

E se il prodotto x^\x) crescerà indefinitamente, il primo teorema potrà 
non bastar più ; ma allora applicando il secondo teorema , coir osservare che posto 
p(a7) = F [(^.x)] si ha P(^) = F'[<|)(.r)]t|^'(.r) , e si può prendere quindi 
ji(a?) = F' [t^rr)], \{x) = ^\x) , si vedrà subito che se F'(^) è sempre finita , e ^'\x) 
è atta alla integrazione fra e^ e s (0<e4 <Cjc\ la formola (6) à ancora applicabile 
tutte le volte che il prodotto x ^\x) nel suo crescere air infinito mentre x tende 

rx 
a zero non fa oscillazioni, e T altro a(x) | ¥\}\^x)\^\x)dx ha un limite determinato 

e finito, o almeno non supera mai in valore assoluto un numero finito e. 
Più particolarmente dunque, supponendo che sia : 

f{x) = /(+0) + a(a?) cos t[<a?) , o Y{z) = cos sf , 
si trova ora che se a(ar) tende a zero con x senza oscillare, la formola (6) sarà appli- 
cabile a questa funzione f{x) quando il prodotto x^\x) non prende mai valori supe- 
riori a un numero finito , e anche quando cresce indefinitamente al tendere a zero di 
07, purché allora esso non faccia oscillazioni , e la funzione ^"{x) sia atta alP integra- 
zione fra e^ e 6 (0<<6|<[e), giacché in questo caso la condizione relativa al prodotto 



/x 
F 



n{x) I F [^a?)] ^'{x) dx è evidentemente soddisfatta. 
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E, come gpà dicemmo, rispetto a ff{x , h) non si hanno altro che le limitazioni 
|H>8te sopra; talché ritroviamo così come caso particolarissimo un teorema che il sig. 
Da Bois-Beymond dette pel primo nella memoria citata al §. 31 sotto la ipotesi par- 

ticolare di ®(a: , fc) = e di a{x) finita e continua ec 

sen X 

36. Nei paragrafi precedenti abbiamo supposto che se f{x) — /(+0)=a(a?)p(x), 

r estremo oscillatorio X di P(^), pure potendo crescere indefinitamente col tendere a 

zero di ^, sia però sempre finito per x diverso da zero. 

Volendo ora dare un teorema che s' applichi anche al caso in «cui X^ diviene 

infinito fuori del punto zero in punti vicini quanto si vuole a zero , e quindi anche 

fra e 6 , mentre a(a?) resta ancora una funzione sempre finita e priva di oscillazioni 

fra e e, ^x) oltre essere sempre finito, è anche continuo per tutto tranne tutt^ al più 

per x=Oj e a{x)^x) tende a zero con x^ noi osserveremo che quando si ammetta 

che X sia atto alP integrazione fra s^ e s , essendo 0<jii<j , invece della sonmia 
p 

"V I a(at) X«(x— at) ^x , h) dx considerata al §. 30 si potrà anche considerare V altra 



ih 



(a,) [ ^x) — P(a«) ] (f{x ^h)dx ^ e applicare a ciascuno dei suoi termini una inte- 



gi'azione per parti (m. 1. §. 265). 
Si troverà così : 



V / a{a.Mx)-^a,)']tf{x,h)dx=2 / a{a.)\dx / tf{x,h)dx, 
e se si suppone che a{x) sia sempre positiva fra e e, e tenda a zero con a?, siccome 
rìntegrale / ^{x ,h)dx, essendo uguale al / — j \tf{x,h)dx, non supera 2 A in 
valore assoluto, e a(at) <, cil{x) per tutti i valori di x fra a, e a.+|, si vede chiaro che 

la somma che noi consideriamo sarà numericamente inferiore a 2 A / a{x) X^ dx 

•/ai P 

ove X® è la funzione dei valori assoluti di X^ , e quindi essa saiA minore di quel 

P P 

numero che più ci piace tutte le volte che a(a?) X resti atta alla integrazione fra e 6 

anche ridotta ai valori assoluti. 

Lo stesso evidentemente accade se a(a?) non tende a zero con a?, perchè allora 

o[(e) a(+0) , . 
se a è al solito il più grande dei due numeri -^rrQy, i ""afeT' ^^^ ^^^' 

ma sarà numericamente inferiore a 2 Aa / a(a?)X® dar; e nel caso di a(x) nega- 
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tivo fra e 6 non si avrà che un cangiamento di segno nella somma medesima ; 
dunque tenendo conto delle sole condizioni ohe ora basta di porre per f (^, A) si può 
evidentemente asserire che » se la funzione 7(x,A) per x compreso fra Oes è tale che 



rx 

Jo 



, V integrale / f (rr , h) dx qualunque sia h è sempre numericamente inferiore a un nu- 



„ mero finito À, e i suoi massimi successivi ( o i suoi minimi ) sono sempre dello 
jf stesso segno, e non vanno mai crescendo o non vanno mai decrescendo in valore 
„ assoluto, la formola (6) sarà applicabile alla funzione f{x) tutte le volte che, essendo 
^ /(a?)=/(-|-0)-fa(^) P(^)i la funzione a{x) fra e s non tk infinite oscillazioni e la 
„ funzione ^(x) e sempre finito, e ha una derivata o un estremo oscillatorio X^ che mol- 

9 tiplicato per a{x) resta atto alla integrazione anche ridotto ai suoi valori assoluti ,. 
In questo caso poi per quanto si vide ai §§. 28 e seg. si ha in valore assoluto: 

j] Aa?)- A+0) ] T(^ , h)dx<2 1 5(3+2p'[a(e)- a(+0)]+a Ax) X^^ dx \ A 

ove a è al solito uguale a uno o al maggiore dei due rapporti , se- 

condochè a(-|-0) è zero o nò, e di a(6) — (a+0) si deve prendere il valore assoluto. 

Questo teorema pone per tp{x , h) meno restrizioni di quelle che si avevano nei 
due precedenti, e nel caso particolare in cui a(x)=l e ^x) ha una derivata fra e e 
si riduce a quello del sig. Du-Bois Reymond che abbiamo ricordato al §. 31. Esso poi 
evidentemente potrà essere applicabile quando non lo siano quelli dei paragrafi pre- 
cedenti, come potrà accadere anche P inversa; e in particolare potrà applicarsi 
al caso appunto che noi volevamo considerare, quello cioè in cui X fra e e diviene 

infinita in nn grappo infinito di punti di prima specie di cui è un punto limite. 

37. Un altra condizione di validità della formola (6) si trova subito nel modo 
seguente . 

Si consideri ancora l'integrale / a{x)^{x)rf{x^h)dx^ supponendo che ^{x^h) sod- 

disfi alle condizioni dei §§. 30 o 31 , che il prodotto a{x) p(x) abbia per limite 
zero per x=-}~ 0, che cf.{x) sia sempre finita e non faccia oscillazioni fra e e, e che la 
funzione ^x) sia atta alla integrazione essa pure fra Oes, essendo al tempo stesso finita 

1 r^ 

o almeno tale che il prodotto - / p{x) dx sia sempre inferiore a un numero finito. 

^ Jo 

Con questa ipotesi ponendo : 

*x 

P{x) dx = x^{x)^ 


Cosi p. GB. non potrebbe essero p(«)= j-(v/*^Ben-)* mentre potrebbe arersl invece fi(«)= ^ (x aen -). 



J(\ 
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^x\ quando le sia attribuito un valore finito qualsiasi anche nel punto :k&=0, sarà 
una funzione di x sempre finita fra e e , e fuori del punto zero sarà anche conti*- 
nua ; quindi, poiché in ogni intervallo ( 61 , s ) , essendo < e, < s , i due fattori 



1 P 

-, / ^(x)dx 



hanno per estremi oscillatorii ^ e g(a?) funzioni che difiPerìscono da 

rQ X 

queste per funzioni d^ integrale nullo , potremo prendere per estremo oscillatorio X 

T 

di Y(a?) per x diverso da zero la somma ^^-j- 2 / P(^) dx ^ e questa somma sarà 

X X Jq 

atta alla integrazione fra e^ e s ( m. 1. §§. 265 e 269 ) . 
Ora, avendosi : 

si vede subito che , per le nostre ipotesi , il prodotto x X sarà atto alP integrazione 

T 

non solo fra e| e t, ma anche fra e s, come lo sono pure ^{z) e *([x); quindi si 
può scrivere: 

X8 nx 

a{x)^x)tf{x , h)dx^ / a{x) \ Y(x) + a?X \ff{x,h)dx^ 
Jo "^ 



Ja(x) 7(a?) '^{x ^b)dx -{- 1 a{x) X x ^x , h) dx, 
Jo '^ 



^0 

e se poniamo la condizione che il prodotto a{x) X resti atto ali* integrazione fra e 6 

anche ridotto alla funzione [a(ar) X ] dei suoi valori assoluti , pel secondo integrale 
si avrà : 



Xa{x) X X ©(a? ^h)dx<^B 1 [oi(x) X ] dx . 
T Jo 'f 



Oss^viamo ora che siccome ai{x) fra e s non fa oscillazioni, e 01(0;) ^x) tende & 

zero con x, la (x{x) stessa dovrà pure tendere a zero, o dovrà tendervi ^x) e quindi anche 

t{x). Si vedrà da ciò che i prodotti ai^x) 7(0?), a(ar) x X =a(x) p(x) —a{x) y {x) per a?=-}-0 

Y 

avianno pure per limite zero, e in conseguenza al primo integrale del secondo membro della 
precedente può applicarsi la formola del §. 31 ; quindi sostituendo coli' osservare che 
se fra e s si ha a(.) ?(.)< e , «(x) x X^< o. , sarà a(x)T(x)<c-Ho si troverà 

subito in valore assoluto: 

Ja{x)^x) ^{x,h)dx<2 1 5a+5 a,+2TT«(6)-«(+0)] | A.+Po^^<ìì+'^ J W^) >^^^ <«^ 1 

ove di a(e) — a(+0) s' intende preso il valore assoluto , J>o 1 ^ 1 P ® ^ hanno i signi- 
ficati dati loro nel §. 31, e y' è il limite superiore dei valori di y(^) fra e e; talché 
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evidentemente si paò ora asserire che ^se^x^h) soddisfa alle condizioni dei g§. 30 o 31^ 
» ® A^) — A+0) = a(a:)P(x), ove a(x) non fa oscillazioni fra e e, e ^x) è atta alla 



0.) = 1 U{x] 



, integrazione e è tale che il prodotto "({x) = - / p(j?) dx sia sempre numericamente 

xJq 

r, inferiore a nn numero finito, allora se avverrà che la funzione a{x) X , ove X è uno degli 

1 

, estremi oscillatorii - [p(x) — ^(x)] di y(^)i resti atta alla integrazione fra e e anche 

* X 

j, ridotta ai suoi valori assoluti , si potrà dire che la formola (6) è applicabile alla 
, funzione f{x\ e in valore assoluto si ha colle notazioni precedenti : 

J [/l^)-/l+0)>(ar, A)(to<2{5a+5a,+ 2Tla(6)-a(+0 A+p,^^o, + 

+ B / [a(T)X ] dx. 

Se a(ar) = 1, e y(^) ammette una derivata fra e e , questo teorema si riduce 
a quello trovato dal Du-Bois Beymond per altra via; e se ol{x) fra e e fosse continua 
e facesse un numero infinito di oscillazioni , ma però venisse a perderle tutte coir ag- 
giungervi una funzione di primo grado , il teorema continuerebbe ancora a sussistere 

purché allora anche x^ o x^{x) avesse per limite zero per a?=+0, exX o P(a?) re- 

T T 

stasse atta alla integrazione fra e s anche ridotta ai suoi valori assoluti . 

38. Del resto, col processo stesso da noi seguito può dimostrarsi anche un teo- 
rema molto più generale. 

SMndichino con fi ,?2 ,73,. • • , ^n-i i ?n^ funzioni di x finite e continue fra 
e 6, e ammettiamo senz^ altro che fra e e ( al più esci. ) esse abbiano le loro 
derivate determinate finite e continue almeno sino a quelle degli ordini 2.** , 3.** , 4.** . . 
n , (n-f-1) respettivamente , e né esse né le loro derivate o i prodotti di queste quan- 
tità e di potenze di x facciano fra e e infinite oscillazioni'. Inoltre ammettiamo che 
se tutte o alcune di queste funzioni ?i , 92 1 • • ?n tendono a zero con x , i respettivi 
^oro ordini d^ infinitesimo rapporto a x oltre essere pienamente determinati , siano i 
numeri positivi o nulli fitf ,i»% ,.., mn tali che le quantità mf,m|4-'Mj 1 ^i-f-^-h^si-* 
♦^i+*^i+ . . . -{-Wn^ 1 wti-j-fW9+ .. -{-mn^-\-mn uou superiuo ì numeri 1, 2, 3 ,..., n — 1, n 
respettivamente; e infine, considerando il solito prodotto ol{x)^x\ ammettiamo ancora 
che esso sia atto alP integrazione fra e e, che abbia per limite zero per a* = -|- , 
che a({x) non faccia infinite oscillazioni, e che ^(a?) sia essa pure atta air integrazione 

1 P 
fra e 6, e quand'anche non sia sempre finita, il prodotto - / ^x)dx abbia sempre 

un valore numericamente inferiore a un numero finito. 
Con queste ipotesi, se poniamo : 

y(x) = - / / / — I ^x)dx, 

f*Jo 9»-iJo ?»-« Jo fi Jo 
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si vede subito che 7(.x*), quando le sia attribuito un valore finito qualsiasi anche per 
^=0, fra e 6 sarà una funzione sempre finita che per x diversa da zero sarà anche 

n—m^—tn^ — •••• — ^n 
continua e avrà la forma ^o x ove r esponente di x non è negativo, e 

1 P 
Po è un numero sempre finito perchè tale è T integrale - / ^x)dx\ e poiché o a{x) 

tende a zero con a:, o vi tende ^x\ e in quest^ ultimo caso accade lo stesso delP in- 

1 P 
tegrale - / %x)dx^ si vede subito che il prodotto dix)^^ avrà per limite zero per ar=-|-0. 

Oltre a ciò per w>l ^{x) avrà una derivata determinata y' fra e e (0 al più esci.) 
che sarà anche finita e continua, mentre per n=l, se non una derivata esisterà però 
un estremo oscillatorio y' di ^{x\ e (fatta in quest^ ultimo caso astrazion : da funzioni 

d'integrale nullo) per determinare 7' si avrà sempre la equazione: 

1 prfx r^ rdx CI ,^ 

?»T+<p»T = - — / zr- 1 ■ • • / zr \ ^^)^^ ■ 

nella quale il secondo membro avrà al sohto la forma P| x , ove 

V esponente di x non è negativo , e ^4 è finito e tale che il prodotto a.{x) ^^ abbia 
per limite zero per ir=0; per modo che, osservando ora che y'«, non facendo oscil- 
lazioni fra e 6, sarà infinitesimo deir ordine mn — 1 ('*'), e potrà anche essere zero 

assolutamente, si vede subito che il prodotto x *{ avrà la forma i^ x ^\ 

ove C| è un numero finito tale che a{x) i^ ha per limite zero per x = '\-Q. 

Similmente, se n]>2, 7(07) avrà una derivata seconda 7" fra e s (0 al più esci.) 
che sarà ancora finita e continua, mentre se n=2 se non una derivata seconda di y(x) 
esisterà un estremo oscillatorio y" di y'(^)» ^ si avrà V equazione: 






che determinerà questa derivata estremo oscillatorio y' (astrazion fatta in que- 
sta ultimo caso da funzioni d^ integrale nullo ) ; e in questa equazione il secondo 

n— 2— Wi- iwj— .... — Wf»-., 
membro avrà al solito la forma %x , ove ^ è un nu- 



mero finito tale che il prodotto a(a?)Pj ha per limite zero per x=-\-Q\ mentre 
per ar=-f il coefficiente di y" sarà infinitesimo dell'ordine iWm + Ww-ì» ® quelli di 
y' e Y saranno degli ordini m»4-*w»»-i — l,Wii + w«_| — 2 o di ordini superiori e 
potranno anche essere zero assolutamente; talché il prodotto x"^ y ' a^^^ ancora la for- 

O Per semplicità di liogaagfio noi parliamo qui sempre dMnliait etimi; alcani però di questi inilniteiimi 
jVMSono essere d'ordine negativo e quindi oorrispondere a infiniti. 
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mft £^0? 1"""*^ ••*• "^ Q^Q €j è al solito un numero finito tale che il prodotto 
a{x) Sj abbia per limite zero per x =^ + . 

Così continuando, si vede chiaramente che ^(a?) fuori del punto a?a=0 arra le 
prime n— 1 derivate T iT" i • • iT^*"*^ ^^i*® ® continue, e potrà avere anche la deri- 
vata n* Y^"), tutt' al più questa si ridurrà ad un estremo oscillatorio di Y^**^*\ e se t<in 
avremo per determinare ^^^ una equazione della forma: 

mentre per t==n ne avremo un* altra simile: 

ove però if^**^ può darsi che sia soltanto un estremo oscillatorio di y^""*^ ( all' infuori 
di funzioni d' integrale nullo ); e mentre nella prima di queste il secondo membro ha 

Il — I^Ifli^Wj — III... — HI /» •. 1 1 1 / \ft 1 

la forma p<a?. »— < ove ^t è un numero finito tale che a(x)p^ ha per 

limite zero per x =-|- 0, per la seconda può dirsi soltanto che a(a:) p(x) ha per limite 
zero per x=0. 

Nella prima poi il coefficiente di X<') {s=0, 1,2,..., t—l ) per a? = + è infi- 
nitesimo di ordine uguale o superiore a m«+fiiw— j + . . .-^mn^ui — 1-\-8, e può anche 
essere zero assolutamente ; nella seconda il coefficiente di y^*> ( «=0, 1, 2, ... , n — 1 ) è 
infinitesimo di ordine uguale o superiore a wii+wii+. .+w,i — w-f-«, o può anch'esso essere 
zero assolutamente; e infine i coefficienti di 7^'> e y^**) nella prima e nella seconda sono 
infinitesimi degli ordini m„4-w,^-i+ . . . +ifi,»-<+, , mi4-wij+ .. + *''»•» talché procedendo 
successivamente, come nei casi precedenti, si vede chiaramente che per t<Cn e anche 

• !•#/*» li» * H — III| — lllj— ...— HI 

per t=n i prodotti ar ^w avranno la forma iiX * ove c< e un numero fi- 

nito tale che il prodotto a(x) ^ ha per limite zero per a? = -j- 0. 

Ma valendosi della formola precedente che esprime ^{x) per 7 , 7' , 7" , . . . 'f<**) , 
si trova che: 

/ a(^)?(^)?<^*t*)*P=5 / a(%#T^'M^,A)rfa:+ / ot(a:)7,<pa .. .<p„T<">9(ar,A)dJr, 

intendendo qui che 7^ indichi 7 (.7), e ammettendo , come già dicemmo , che 7^''> in- 
vece della derivata m* di 7(7) che può non esistere , possa anche rappresentare 
l' estremo oscillatorio di 7<''— *) all' infuori di funzioni d' integrale nullo ; dunque , 
poiché per quanto abbiamo visto sugli ordini d'infinitesimo di p„ e x*^^^\ i pro- 
dotti a(a;)p«7(') tendono a zero con x, e inoltre la derivata X« (o estremo oscilla- 
torio) di p, 7^»> è p'#7^'^-fp,7^***\ e questa è tale che il prodotto a(x)xX, ha per 
limite zero per x = -^0, basta ora applicare il teorema del §.31. per concludere 



subito che la somma V del secondo membro della formola precedente ha per limite 
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zero per A=oo quando, come supponiamo, ^{x^h) à una funzione che soddisfa alle 
solite condizioni poste nello stesso paragrafo 31. 

Segue da ci6 che quando il prodotto a(.T) -pj 92 . . . (pn y^**) che figura nell'ultimo 
integrale soddisfi a una delle condizioni dei paragrafi precedenti , per es. a quella che 
diviso per x resti atto alla integrazione anche ridotto ai suoi valori assoluti, V iute- 



fl{x] 



graie / a(x) p(.r) rp{x , h)dx avrà per limite zero per h=co ; dunque si può ora eviden- 
te 

temente concludere in generale che: , se ^[x , h) soddisfa alle condizioni del §. 31. e 

» f(p^) — /H~0)=a(x)p(.i?) ove fra e 6, a(r) è finita e non fa oscillazioni, P(^) è atta 

^ air integrazione e, anche se diviene infinita per .r = -|-0, è tale che il prodotto 



ìl«' 



)dx sìa sempre numericamente inferiore a un numero finito, allora per la 


„ validità della formola (6) basterà che, se fi 1 ?a , . ., y» sono n funzioni che soddi- 

„ sfano alle condizioni poste in principio di questo paragrafo , il rapporto 

„ — — Tiri" • ' — Qyg ^(n) j jjj derivata n* l'estremo oscillatorio della derivata 

X 

1 r^ dx C^ dr C^dx c^ 
, (n-ir dell'integrale t(x)=-^ / -^ / ^—...\ —/ p(a?)(ir, resti atto all'in- 



tegrazione fra Oe e anche ridotto ai valori assoluti, soddisfi a una delle condizioni 

dei paragrafi precedenti «. 

Particolarizzando il numero n e le funzioni 7i ^ 7^ 1 • • 9 fu si ottengono altret- 
tanti teoremi speciali; e così per es. supponendo n=l e ^{=«2?, si ritrova quello del 
§. precedente ; e supponendo invece 91=72 = . .. =9fi=ar , o ^1=92=... =y,»-.i = 1, 
?n = x*^ , la condizione ora trovata viene relativa all' integrale n^P^^ 

1 r^dx Cdx C^dx C^ 1 C^ C^ C^ C^ 

y(x)= / — / — ... / — / ^x)dx^ all'altro T(a^)=— I dx j dx ... 1 dx I ^{x)dx^ 

^^0 ^Jo ^ ^0 ^ Jo ' ^ Jo Jo ^0 Jo 

e caso per caso si troverà con tutta facilità anche un limite superiore pel valore asso- 
luto dell' integrale / { f{x) — /][+ } f{co ^h)dx. 

Né deve tralasciarsi di osservare che nel caso particolare dì 71 = 72 = 



= . . . = (pn-^ = 1, 7H=^t o Y ( 



I rx rx rx nx 

a?) =»--;. / da? 1 da?. . . \ dx 1 Sfa?) da?, dal calcolo 

^0 Jo h Jq 



differenziale e dalle proprietà degli estrani oscillatorìi si ha subito: 

Jrx rx rx 

f p(af)da? 1 do? / %x)dx 



±n(»i+l)(n+2)...(2w-l) 



rx rx rx 

I dx f dx. .. j ^x)dx 

Jo Jo Jo 



a?«* 
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e quindi: 



Jrx rx px 

^x)dx I dx I p(jp) dx 



afa?) 9i «a . . • ^,1 Y^") a(^)jo/ x -^ , , , ,v' 



— ...±w(n+l) ...(2n— If- 
ove n| , ^2 , . . . sono i soliti coefficienti binomiali . 



/*x rx rx > 

f dx I dx.. . \ ^{x)dxl 

Jo Jo Jo e 



x' 



i rx rx 

Per n=2 e Y(ar) = - 1 àx I ^{x)dx si ha dunque in particolare: 

rx rx rx ^ 

I ^x)dx / dx / ^{x)dxl 
«W^T = ^\^iA - * ^ + ^5 \ 

39. Ammettendo che la funzione '^x , A) soddisfi a tutte le condizioni del §. 32. 
(che sono le più restrittive fra quelle che via via abbiamo posto) continuiamo a con- 

siderare l'integrale f a(x)^x)^x,A)cix, supponendo però ora per semplicità che tfx) 

e P(x) tendano ambedue a zero per x = -|- ^ , e ciascuna di esse soddisfi a una 

almeno delle condizioni di validità della formola limi a(x)s(x, A)({x = 0, 

lim / p(a;)f(a;,A)<ix = trovate nei paragrafi precedenti. 

Allora se fra e s sarà in valore assoluto a(x) p(a;) <^ a , avremo come nei 
§§. 30 e 32 : 



/ «(a;) ì¥) 1<^ , A) dx=\ò 8 A + 2 / { a(ar) — a(a,) I ?(«) ^a? , K)dx 



+ 



+ 






con compreso fra e 1; e se a(a?) e p(ar) non faranno oscillazioni fra e e, appli- 
cando a ciascuna delle due somme del secondo membro il processo stesso con cui 
SI studiò nel §. 30. la prima delle somme stesse, si vedrà che per s abbastanza 
piccolo il loro aggregato è piccolo a piacere. 

Se poi n{x) fra e e non fa oscillazioni, e P(j?) invece di soddisfare a questa 
condizione soddisfa alle aHre D < e 8 , o lim D log 8=0 dei §§. 28. e 29, allora stu- 
diando la prima somma col processo ora indicato e la seconda con quelli dei §§. 28 



59 
e 29 si vedrà che ciascuna di queste somme è piccola a piacer nostro dipendentemente 
da e; e lo stesso accadrà se af^x) e p(a') soddisfano ambedue alla condizione D <^ e 8, o 
lim D log 8=0. 

Se poi a{x) soddisfa alla condizione di non fare oscillazioni fra e s o alPaltra 
lim D log 8=0, e la funzione P(.r) è tale che, avendosi p(a:) == p(a?) ©(a?) con p{x) privo 
di oscillazioni fra e e e sempre finito, il prodotto ^x) x X abbia per limite zero 

per x=4-0, allora applicando i processi precedenti alla prima somma, e spezzando la 
seconda somma in due ^Itre come si fece al §. 30. per la somma che allora conside- 

••—2 /**•+! 

rammo V 1 [cl{x)^x) — a(a,)p(a,)] 9(a:,A) rfj?, e poi ripetendo i ragionamenti del 



••—2 /**•+! 

1 -^a. 



§. 30. stesso si vedrà ancora che l'integrale 1 a{x)^{x)<f(x , h) d-r , dipendentemente 

da 6, e dopo che h sarà divenuto abbastanza grande, sarà minore di quel numero che 
più ci piace; e lo «stesso pure accadrà se, essendo ol{x)=Pq{x)ìùq{x\ e P(^) == p(^) Kjp), 
con Pq{x) e f (i) finite e prive di oscillazioni fra e s, i prodotti Pq{x) x X , p{x) x X 

iÙQ 0) 

avranno per limite zero per ar=-|-0, essendo al solito X e X estremi oscillatorii dei 

0> (I)q 

rapporti incrementali di (ù{x) e (0(,(x). 

E se aL{x) soddisfacendo ad una qualsiasi delle tre condizioni ora indicate, e 
essendo ^x) = p{x) ©(a?) con p(a;) finito e privo di oscillazioni fra e e e ©(a?) sempre 
finito, il prodotto f(x) x X non avrà per limite zero per ar=-f 0, ma X sì scomporrà 

in due fattori \l{x) , y(x) il primo dei quali {i(a*) è tale che p(a;) |i(a?) ha per limite zero per 
a^=-|-0, e il secondo, oltre a crescere indefinitamente senza oscillare quando x tende a zero, 
ha un estremo oscillatorio atto allSntegrazione fra S| e e con <C ^i <!! Sf ^ gode della 
proprietà che xv[x) col tendere a zero di x non va decrescendo, mentre il prodotto 

/x 
©(a?) \{x)dx per x^^-^-O ha un limite determinato e finito, allora applicando i relativi 

processi precedenti alla prima somma collo spezzarla ove occorra in due parti, e spez- 
zando pure in due parti la seconda somma, e poi ripetendo i ragionamenti del §. 32. 
( con quelle leggerissime modificazioni che sono dovute alla circostanza che alla quantità 
ivi indicata con a(a,) nella seconda somma è sostituita V altra a(a,) (>(a«) ec. ) si troverà 

re 

ancora che P integrale / a{x)^x)f{x^h)dx dipendentemente da e sarà minore di quel 

^0 

numero che più ci piace dopo che h sarà divenuto abbastanza grande. Lo stesso poi 
accadrà se essendo anche a{x) della forma a{x) = Pq{x) ìùq{x\ con Pq{x) priva di oscil- 
lazioni, e ©(^(a^) sempre finito, saranno soddisfatte per p^ix) e (ùji^x) le condizioni 
poste ora per p{x) e ©(a?) ; e collo spezzare ove occorra le stesse somme, e col 
ripetere i ragionamenti del §. 36. si vedrà che lo stesso pure accade se le funzioni 
qui indicate con p(x) e a>(ar) o le altre po(ar) e ^Aq^x) invece che alle condizioni che ora 
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si aveTano soddisfano all'altra che le quantit?4 X o X siano atte alla iniecrrazione fra 

^ co «0 ^ 

6| e 8 (0<Cej<C[e) e i prodotti f(jJ)X , o (>o(^)^ restino atti all'integrazione fra e s 

(Ù (Ù0 

anche ridotti ai loro yalori assoluti. 

Similmente si osservi che se aL{x) soddisfarà ad una qualsiasi delle varie condi- 
zioni ora ricordate, e essendo ancora p(a7)=p(^) a>(x), con (:(x) finito e privo di oscil- 

1 r^ 

lazioni fra e e, T integrale — i iù{x)dx sarà finito fra e e e l'altro 

Y(x) = — / / • • • / — / <^) dx , 

ove 7f ififi^n soddisfano alle condizioni poste in principio del paragrafo precedente, 
sarà tale che la sua derivata n^ o T estremo oscillatorio y^**) della sua derivata (n~iy 

moltiplicato per - — ^^- " * ^^ resti atto alla integrazione anch^ ridotto ai suoi 

valori assoluti, allora la formola del paragrafo precedente: 

rs *-i re fé 

/ a{x)^x)fp{x,h)dx = \ / a{x)i.{x)?,^C)f{x,h)dx-\- I a(wr) p(j-)y,(pj ...<p„f»')<p(jr, A)rfx, 

«•-1 
coir applicare agli integrali del secondo membro che compariscono sotto il segno V 

u 
i risultati ora ottenuti, ci mostra che P integrale / ai{x)^x)^x^h)dx, dipendentemente 

da a, sarà minore di qu^^l numero che più ci piace dopo che h sarà divenuto abbastanza 

grande; e lo stesso accadrà se, avendosi anche a(^0=^Po('^)^o(^) ^^° PoC*^) ^ ^^ii^) analo- 
ghe alle p(x) e ìù{x) precedenti, queste funzioni Pq{x) e 0)^(0:) soddisfaranno alle stesse 
condizioni delle p{x) e o>(r), perchè allora ogni termine della somma del secondo 
membro della formola precedente potrà trasformarsi colla equazione: 



fa{x) p(ar)P, f») ^{x , h)dx = V / p,{x) Q., ^^^'\{x) P. fO ff{x , h)dx 



+ 



Jo 

ove ^1 , ^j ,.. , 4^fii'-i , Q«', To^' ^ sono le funzioni analoghe alle ?i 1 ?2 ,..,?« , P#, T^*^ relative 
ora alla funzione a{x); e in questa equazione gli integrali che compariscono nella 

«— ^ 
somma ^ hanno per limite zero per /h=oo per la ragione che le funzioni che vi 
1 

figurano a moltiplicare il tp{x^h) soddisfano alla terza delle condizioni indicate poc'anzi, 

e l'ultimo intesale ha pure per limite zero per A«==od, perchè il prodotto p{x)Ps'(^'^ 
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per ar=+0 ha per limite zero, e l'altro ■> Yi yì • • • T" T« — j^g^^ ^^^^ g^^^t^ intera- 

X 

zione anche ridotto ai suoi valori assoluti. 

Un ugual risultato si ha se ai^x) soddisfa alla condizione del §. 27, quella cioè 

che il quoziente — sia atto alP integrazione anche ridotto ai suoi Talori assoluti; e 

anzi allora non vi è neppure bisogno di porre per ^{x) altra condizione alP infuori di 
quella di essere sempre finita; dunque riassumendo ora, col? osservare che se f[x) e 
V{x) sono due funzioni tali che si abbia; 

m = A+O) + oi{x) , F(x) = F(+0) + p(x) , 
ce a{x) e P(J?) per a? = -}-0 hanno per limite zero, sarà: 

f{x) F(x) == /(+0) F(+0) + F(+0) a(x) + f{+0) %x) + a(x) ^x) , 

si può ora evidentemente concludere che » se la funzione f{x) fra e £ 'è finita e atta 
„ alla integrazione e f{-\-0) ha un significato, ad essa sarà applicabile la formola (6) 
„ tutte le volte che soddisfi ad una delle condizioni seguenti: 
9 I. di non fare oscillazioni fra e e; 

^ II. che il rapporto incrementale destro -^ — di f{x) pel punto oc=0 

9 resti atto alla integrazione negli intorni a destra del punto zero anche ridotto ai 
31 suoi valori assoluti; 

„ III. che per e abbastanza piccolo in ogni intervallo 8 fra e e che non 
a termini al punto zero sia D^ < e 8 , o sia D^log 8 <[ o, essendo D 1' oscillazione in 

, questo intervallo, ó un numero finito, e o un numero positivo piccolo a piacere; 

» IV. che essendo f{x) — f{-\-0) = a{x) = p(x) (ù(x) , con p(x) privo di oscilla- 

» zioni fra e 6 e (ù{x) continua fra e s (0 al più esci.) e sempre finita, sia 

, \im rj(x)x'k =^0, essendo X T estremo oscillatorio di o); 
' *^ -^ 0) co 

, V. che essendo ancora f{x) — A+O) = a(x) = p{x) (ù{x) , con fj{x) e <i>(j:) 

, dotate delle proprietà ora indicate, ma senza che il prodotto p{x)x'k abbia per 

9 limite zero per a;=4~0« ^^ ^^^^ ^^® ^' ^^ scompone in due fattori |x(x), y(ar) il primo 

, dei quali ^x) è tale che p{x)^{x) ha per limite zero per a:=-(-0, e il secondo v(a:), 

, oltre a crescere indefinitamente senza oscillare quando x tende a zero, ha un 

« estremo oscillatorio atto alP integrazione fra 8| e s essendo <[ c^ <[ e i 

„ gode della proprietà che arv(a7) col tendere a zero di x non va decrescendo, 

9 e se yjix) è una funzione che per x diverso da zero fra e s ha per derivata 

„ p(x) v{x), il prodotto at{x) i{x) per a? = + ^ ha un limite determinato e finito ; 

„ talché se a{x) non tende a zero con x il prodotto ^^)y(^) dovrà essere atto alla 

„ integrazione fra e e; 

, VI. che essendo ancora /(a:) —/l[4-0)=p(a:)(tì(a;), con f(r) privo di oscillazioni 

9 fra e e, e ìù{x) continuo, almeno fuori del punto zero, e sempre inferiore a un numero 
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finito, X sia atto alP integrazione fra Si e s con <C S| <^ e, e la funzione dx) X 

sia atta air integrazione fra e s anche ridotta ai valori assoluti ; 

„ VII. che finalmente essendo sempre f{x) — f{-\-0) = p(x) (o{x) , con (i(a?) privo 
di oscillazioni fra e e, e o>(a7) qualunque purché atto alla integrazione, e ^nfsv-fn 
soddisfacendo alle condizioni poste in principio del paragrafo precedente, V integrale 



1 P 
. - / (ù{x)dx 



fra e s sia sempre numericamente inferiore a un numero finito, e Paltro 


^ Y(J7) = — / — -- / • • • / — / **(^) ^^ *®'* ^^^ ^^ ^^ *"*^ derivata «" o 1' estre- 

„ mo oscillatorio y^**) della sua derivata (n— 1)* moltiplicato per *- i—^-^- 1- 

„ resti atto alla integrazione anche ridotto ai sucd valori assoluti. 

« E se al tempo stesso la funzione F(x) fra e e è finita e atta alla integra- 
„ zione e F(-[-0) ha un significato, e soddisfa anch^ essa ad una di queste condizioni , 
^ la formola (6), oltre essere applicabile a ciascuna delle funzioni f{x) e F(a?) separata- 
„ mente, si applicherà anche al loro prodotto /(ar)F(x) „. 

Per abbreviare, le condizioni suindicate saranno da noi qualificate coi nomi di 
condizione I, II, III, IV, V, VI e VII respettivamente; e come già notammo al §. 38. 
si può osservare che alla condizione VII potrebbe sostituirsi T altra che il prodotto 
[i(jc) 7 1 fa ... fu T^"^ soddisfacesse invece a una delle condizioni I, III, IV, V o VI. Na- 
turalmente poi la condizione VII per Parbitrarietà che resta nelle funzioni fu 7^ i • . t ?« 
e nel numero intero n, che può essere anche grande quando si vuole, dà luogo a molte 
condizioni speciali delle quali ora può tornare utile T una ora V altra come si disse 
al §. 38. 

Per ciascuna poi delle sette condizioni sopra enunciate f^x , A) dovrà sempre sod- 
disfare a quelle speciali che via via respettivamente le abbiamo imposte, e potremo 
sempre prendere per ^{x , A) una funzione che soddisfi alle condizioni del §. 32, e in 

particolare anche f (x , K) = . 

sen X 

40. Merita inoltre di essere notato che tolti ì casi in cui f{x) soddisfa alla con- 
dizione I e VI o a quella parte della condizione III che è espressa dalla formola 
D^<lc8, in tutti gli altri casi che ora abbiamo indicato, fra le varie condizioni 

cui deve soddisfare f(x,A) vi è sempre quella che il prodotto x^x,A) resti numerica- 
mente inferiore a un numero finito B pei valori di ar fra e e e per qualunque valore 
di A ; e quando in dati studi occorresse di toglier questa restrizione rispetto a f^x , A) 
allora bisogna modificare alquanto le condizioni enunciate sopra rispetto a f{x\ 

Così per es., quando, invece di a;f(r,A), resti finito e inferiore a B 

soltanto il prodotto .2:^(0?, A) con v^l, allora, osservando che la somma 



»-2 /*^»+« C^Ax 

2 D, / (p(x , A) dx considerata al §. 29. è inferiore a D* B / ^ , 
1 -^a* •4, ^ 



ovvero a 
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— ^ — ( "~_^ e ^'^ ) ®' ^®^® ^^^ *''* condizione III. nella parte che espressa dalla 

1— V 
diseguaglianza D log 8 <C o bisogna sostituire V altra D 5 < a . 

Similmente, riprendendo gli integrali / a(a,)X, (x — a,)y(j7,A) da? considerati al 

§. 30 , si vede che nel caso attuale la loro somma è numericamente inferiore a 
~9 2 *(*•) ^**^ °^' V ~ ) '* ^ quindi si trova al modo stesso che in questo caso alla 

condizione IV. lim p{x)xX =0, bisogna sostituire l'altra lim p(ar)a? ~* X =0; e in 

modo simile si potrebbero trasformare la condizione V e la VII. 

Può darsi poi ( e ciò accade per es. per gli sviluppi in funzioni sferiche) che 
f{x , A), oltre a portare un fattore che cresce indefinitamente alPimpiccolire di .r, come 

nel caso di 9(^,A)= , ne abbia uno che cresce indefinitamente con h o con—; e qui mi 

sen X OLà • 

piace di accennare qualche cosa relativamente al caso in cui f{x , A) è della forma 
~ — ^-~ — ^, ove 7i(aj) diviene infinito con — in modo che il prodotto «i fiCa^) re- 
sti finito, e 7^(07 , h) è sempre inferiore a un numero finito B, e del resto sono sod- 
disfatte tutte le altre condizioni poste sopra per (p{x , A). 

In questo caso la somma TD* / ?t(^i^) dx considerata al §• 29. è inferiore 

DAcp,(a|)B{ ^ ) o aD*9/a,)B(log8 — logs) secondochè v è diverso 

1 — V 

k 
da uno o uguale ad uno; e quindi, ammesso che sia ?i(ai)=— 7; ove k^ è inferiore a un 

numero finito k^ « alla condizione III nella parte D^ log S <^ dovranno evidentemente 

„ sostituirsi le altre 1^ <Co quando v < 1; , ^^^ <C o quando v > 1; e ^ ° <j3 
, quando v=l , . 



Riprendendo poi gli integrali / a(a«)Xt(a; — a«)f (a; , A) dx del §. 30, si vedrà 

JoLf 



ora 



che la loro somma e numericamente inferiore a ^r~ \ ^— jp — ovvero 

\ 

l-_/X «.V 

^_^ fi, Q ■ 

BpAp y a(tt,) X^t «i «f ( «•+! — a» ) , «3 se |i ^ 1 essa sarà anche inferiore a 
2 1 a/ 

?Z*o •5^*a(a,)X^a, (a,+4— a,), ovvero a 1— ^ essendo M il massimo valore 

2 ^ 2 
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assoluto di a(a,) X^ a, ; talchò ripetendo i ragionamenti del §. 30 si vedrà cbe in 

Te 
questo caso di ^(a,) = -4: con (i ^ 1, ec. „ alla condizione IV può sostituirsi l'altra che 

1 ;/ — V 

» il prodotto p(a?)X X resti numericamente inferiore a un certo numero finito, 

y, senza avere ora per 9(j?,A) alcuna condizione rapporto alla serie 2{"] "* — ^" 

modo simile si trasformeranno le condizioni V e VII. 

41. Fin ora abbiamo ammesso cbe la funzione f{x) da noi considerata negli 

integrali / /(a:) ^(o:, A) dx fosse sempre finita nell'intervallo di integrazione. Quan- 
do però ^{x , h) per valori convenienti di a e i per es. positivi , soddisfa alle solite 
condizioni : 

e per h finito è sempre finita nell'intervallo nel quale si considera, è facile vedere 
che le formole: 

(12) :im / f{x) 70? , A) rfrr = , lira ff{x) rp{x ,h)dx = G/ì[+0), 

Ja Jo 

continuano a susssistere anche quando f{x)f pur soddisfacendo a tutte le altre condi- 
zioni che abbiamo posto respettivamente per 1' una e per 1' altra delle formole stesse , 
cessa di soddisfare a quella di mantenersi sempre finita, e diviene invece infinita in un 
gruppo finito infinito di punti di prima specie, purché però essa resti atta alla inte- 
grazione anche riducendola alla funzione fi{x) dei suoi valori assoluti, e purché nel 
caso della seconda formola i punti d'infinito (*) siano diversi dal punto a?=0. 
Osserviamo infatti dapprima che, sotto queste ipotesi, gli integrali 

rb rb 

I f{x)ff(x^h)dx^ I f^x)tf{x ^h)dx avranno un significato per ogni valore finito di h\ 
Ja JO 

e siccome supponiamo che f{x) non sia infinita per x=Oj se si pone: 

/ A^) ?(^ 1 h)dx =n J^j Jf[xyf{x ,h)dx, 

si potrà sempre intendere di avere preso per a un numero diverso da zero e compreso 

fra e ò tale che fra ed a non cadano punti d'infinito di f{x\ e allora l'integrale 

'a 

f{x) ^{x , h) dx sarà precisamente come quelli considerati nei paragrafi precedenti ; 



X 



n A scasso di eqniroci rìoordÌAino che nel mso dei gruppi inflniti di prloa specie fl^nrano come ponti dln- 
inito aoebe I pimti-liiiiti del grampo (m. 1. |. 218 ). 
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talché per dimostrare che nei casi suindicati continuano a sussistere le formole (12) 

basterà limitarsi a studiare gli integrali della forma / f{^)f{^ìh)dx^ ove 0<ji<Cjb. 

rh 

Considerando dunque P integrale / f{x)ff{x ^h)dx^ supponiamo che se /(x) diyie- 

ne infinita in un gruppo di punti di ordine v^O&aae&(aeò incl.), essendo 
<[ a <. & , essa resti atta alla integrazione anche riducendola alla funzione f^{x) dei 
suoi valori assoluti; e valendosi del teorema del §. 13. immaginiamo racchiusi i punti 
dMnfinito di f{x) e f,^{x) in un numero finito d^intervalli ^'i , «2, • •, ^/i* • tali che la somma 

degli integrali / f\{x)dx^ j f^{x)dx^... estesi a questi intervalli sia minore di quel 

numero che più ci piace a. 

Allora se ^q ^ ^ limite superiore dei valori assoluti di ^x , A) per x compreso 

fra ae6(aeft incl. ) e qualunque sia A, ognuno degli integrali / f{x)ff{x ,h)dx è 

•/il 






numericamente inferiore a 9^ / f^{x) dx ( m. 1. §. 225 ), e quindi la loro somma sarà 

inferiore in valore assoluto a ^q^ / f^{x)dx o b^^qO. Tolti poi gli intervalli t/, negli 

intervalli restanti (che saranno in numero finito) la funzione f{x) è sempre finita, e 

pel teorema del §.22. gli integrali / f{x) <p(x , h)dx estesi a questi ultimi intervalli col 

crescere indefinito di h potranno rendersi minori di quel numero che più ci piace; 
quindi evidentemente può dirsi così dimostrato quanto volevamo • 

Aggiungiamo che nel caso particolare di f(a?, h) = — , per questa dimo- 

strazione e per la formola (5) del §• 28. si può dire che se <; a < 6 ^ - , si avrà 
in valore assoluto: 

eiwendo X il limite superiore dei valori assoluti di f{x) negli intervalli Si « ^ . . . che 
restano in (a , h) dopo di aver tolti gli intervalli t^ , « p il numero degli intervalli in 
cui bisogna scomporre gli stessi intervalli Sj 1 ^ . • • quando si vuole che la somma 

corrispondente \ S«D« sia minore di quel numero che più ci piace 0. 

T 

Scienze Cosmolog, 7. XVll 






' 66 

Inoltre aggiungiamo che se i punti d'infinito di f{x) fra a o & sono in numero finito, 
e la funzione ^[pc^h) anche col crescere indefinito di A fa sempre soltanto un numero di oscil- 
lazioni fra a e & non superiore a un numero finito ( il che però non si verifica quando 

zix , A) = '— \ allora non è necessario porre la condizione che f{x) resti atta alla 

^^ ' '^ senx / 

integrazione anche ridotta ai suoi valori assoluti; perchè se il numero delle oscillazioni 

di ^(x , A) fra a e & non è mai superiore a p^ applicando il teorema del §. 207 del 

mio libro a ciascuno degli integrali definiti singolari relativi ai punti d' infinito, e poi 

passando alla considerazione dei contributi corrispondenti / ,1 ... si vede 

che ciascuno di questi integrali può rendersi minore di 4 p ^ <3 , quando si prendano 
6j , e^ , . . . e'i , e'j , . . . in modo che gli integrali definiti singolari 

/ f{x) dx , I f{x) dx , . . . ove 0<[8| <Sj , 0<C8 i <^£/ , . . . siano numericamente infe- 
ra,— e, -^«i+S'i 

riori a o . 

42. Dobbiamo pure avvertire che la proprietà dimostrata nel paragrafo prece- 

flPiì h X 

dente pel caso particolarissimo di ^(a:,/i)= , e di un numero finito di punti d'in- 

sen X 

finito di f[x) fra a e 6 fu data da Dirichlet; né il suo lavoro portava che egli dovesse 

occuparsi del caso di un numero infinito di punti d'infinito, poiché egli considerava 

soltanto le funzioni che in un intervallo dato fanno un numero finito di oscillazioni, e 

in queste evidentemente il numero dei punti d' infinito non può essere che finito • 

Nel caso di Dirichlet poi non vi era bisogno di porre la condizione che f{x) restasse 

atta alla integrazione anche riducendola ai suoi valori^ assoluti, poiché, come- è noto, 

questa condizione porta una restrizione soltanto rispetto ai valori che la funzione 

prende negli intorni dei punti d' infinito ( ra. 1. §. 225 ) ed è sempre verificata nel 

caso di Dirichlet, perché la funzione f[x), avendo un numero finito di oscillazioni, 

negli intorni di quei punti finisce per avere sempre lo stesso segno, o tutt' al più il 

cangiamento di segno avviene passando dall' intorno a destra a quello a sinistra. 

Pel caso poi delle funzioni tf{ji , h) generali la proprietà dimostrata nella prima 

parte del paragrafo precedente fu data la prima volta dal Du Bois-Reymond per un 

numero finito di punti d' infinito di f{x\ e accennata da lui anche pel caso di nu 

numero infinito di punti d'infinito di f{x). 

IT. Applicazione dei risultati precedenti agli svilappi 

in serie di Fourier . 

43. [ risultati generali che abbiamo ottenuto conducono a molte serie e a molti 
integrali atti a rappresentare analiticamente funzioni di una variabile reale date arbi- 
trariamente in certi intervalli, come mostreremo diffusamente nel capitolo seguente. 
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Ora troviamo utile di incominciare coli' applicare i risultati medesimi al caso partico- 

lare di <f{x , h) = , mostrando così intanto come essi conducano a trovare i casi 

sen X 

più notevoli nei quali la serie di Fourier: 

1 ^ 

(1) 2"^o + ^{aHC08nx-{'bnQennx), 

ove: 

1 r^ 1 P 

(2) an = - I f{x) cosnxdx ^ bn==-- f f{x) sennxd x^ 

può servire a darci il valore della funzione f{x) o il valore medio ^ \J^ \ 

Ricordiamo perciò che, come già trovammo, la sonuna An dei primi n-|-l ter- 
mini di questa serie pel valore a di a; è: 

2n-hl , . 
1 r^ sen— 2^(a?— a) 

'^— « sen 7: (a?— a) 

e quindi ponendo x — a ■= 2 y, e 2 n+1 == A, si ha; 

z — a 



'^ J ^4.a seny Vq ^^^ 



o anche cambiando y in — y nel primo integrale: 

4 1 I ^ ft xSenAy , , 1 / ^ , « .senAy , 

e nel caso particolare in cui sia a=3r a == — ir, uno dei due integrali che qui 
compariscono verrà a mancare e P altro si ridurrà fra e ir. 

Ora ammettendo per es. che at sia nullo positivo, ma inferiore a ic, e 

indicando con ir] un numero piccolissimo inferiore a — ^ , si potrà scrivere evidente- 

mente : 

o anche: 
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X 



2 

e quindi per trovare il limite di Ah per n=oo o per h=co , basterà esaminare i varìi 
integrali che compariscano nel secondo membro di questa formola. 

Ma ammesso, come è naturale, che la funzione f{x) sia atta alla integrazione 
fra — K e 7c, e ammesso inoltre che se diviene infinita in un gruppo finito o infinito 
di punti di prima specie in questo intervallo es^a resti atta alla integrazione anche 
ridncendola ai suoi valori assoluti, basta applicare la seconda delle formole (12) del 
capitolo precedente per concludere subito che il secondo e terzo degli integrali che 
qui compariscono hanno per limite zero per A=oo . 

Il quarto integrale poi mancherà evidentemente se a=0; e se a>0 col cam- 
biarvi y in ir — y, e coir osservare che h è un numero ^dispari si ridurrà all' altro 

sen Ji V 
f{aL — 2TC + 2y) -dtf che per A=oo ha pure per limite zero; quindi tutto si 



X 



/ ^ sen H u 
riduce ora a esaminare l'integrale I | /(a+2 y) -f- (« — 2y) j -dy nel quale figu- 
ro *^ 

rano soltanto i valori di f{x) nei punti di un intorno piccolissimo (a — 2 yj , «+2 yj) 
del punto a che si considera; talché, osservando ora che nn ugual risultato si trova 
quando a è negativo o nullo e differisce da — tc, noi possiamo affermare intanto che 
quando f{x) è atta alla integrazione fra — n e ic, e se diviene infinita in un gruppo 
finito o infinito di punti di prima specie in questo intervallo resta atta alla integra- 
zione anche riducendola ai valori assoluti, la somma della serie (1) pel valore a di a: 
compreso fra — tc e te ( gli estremi ora al più esci. ) dipende soltanto dal modo di 
comportarsi di f{x) in un intorno comunque piccolo a destra e a sinistra del punto a, 
ed è il limite per A=oo dell' integrale: 




quando questo limite esiste. 

Se poi a=3r, allora avendosi: 



l rV«+2 y) + A«-2 y)\ ^d y , 
Tcjrv ^ » seny 



2 



1 /^/ « ^senAy , / T , T'^X^ « .senAy . 

Vo 8e°J^ \Jo Jtc Ì seny ^' 
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ovvero cambiando y in x — y nel secondo integrale, ec. 

si vede che la somma della serie sarà il limite per h=co delP i)\tegrale 



'jy 



,.«-2y)+A-«+2y)|^^dy. 



e lo stesso accadrà anche per a= — r, talché pei punti estremi ±7r la somma della 
serie viene a dipendere soltanto dal modo di comportarsi della fanzione f{x) negli 
intomi di ambedue questi punti nello stesso tempo, e anche se vuoisi nelP intorno di 
quello soltanto che si considera di questi punti, quando s^intenda che la funzione f{x) 
sia continuata in alcuni intorni a sinistra di — ir e a destra di tt con una funzione 
che riprende gli stessi valori della funzione data f{x) in punti distanti da x di multi- 
pli di 2fr, per modo cioè che la funzione stessa risulti periodica e col perìodo 2 ir. 

In ogni caso adunque la convergenza, divergenza o indeterminazione della serie 
di Fourier pel valore a di a? viene a dipendere dal modo di comportarsi dell' integrale 

1 / • sen Jì ti 

I !/l^"f 2 y) + /l* — 2y)| — — -^y^ ove Tf] è un numero fisso ma piccolo ad aibi- 

trio, quando s' intenda, onde comprendere i punti estremi a= ±ir, che la funzione sia 
continuata in piccoli intorni anche al disopra di ir e al disotto di — tt con una funzione 
periodica con quella data e avente per periodo 2 ir; e propriamente se questo integrale 
ha un limite determinato e finito per A=x la serie di Fourier pel valore a ài x è 
convergente e ha per somma questo limite; mentre se lo stesso integrale è indeter- 
minato o à infinito la serie stessa è pure indeterminata o è infinita. — E poiché 

' f{x) dXy è caso par- 

Q sen X 

rh 

ticolare di quello / f{x)^{x ^h)dx che noi abbiamo studiato nei paragrafi precedenti, 

Jo 

basterà ricordare i risultati ottenuti per quest' ultimo integrale onde avere subito dei 
casi in cui la serie di Fourier considerata per an valore qualunque a ài x fra — it e tc 
( — 7C e 7c incl. ) è convergente e di essa si conosce la sonuna . 

44. E difatti, intendendo sempre nei teoremi che ora enuncieremo che la nostra 
funzione f{x) sia atta alla integrazione fra — n e ?c, e se é infinita si mantenga atta 
alla integrazione anche riducendola ai suoi valori assoluti; e intendendo inoli»*e ( onde 
comprendere nei nostri enunciati il caso in cui a sia uguale a ±ic) che qnrata funzione 
f{x) sia continuata in piccoli intorni anche al disopra di t; e al disotto di — t: con 
una funzione periodica con quella data e avente per periodo 2 ;r, basterà applicare 
alcuni dei più semplici fra i risultati generali ottenuti nel capitolo precedente agli 
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integrali — / f{a—2y) -dy,- I f{a.-{-2 y) -dy considerati separatamente, o 

alValtro j. / j /(a — 2 y) -j- /(a+2 y) ! d y , per giungere subito ad enunciare *i 

teoremi seguenti : 

I. „ Se in un piccolo intorno (a — tj , a+7]) del punto a la funzione f{x) è 

9 sempre finita e non fa un numero infinito di oscillazioni, la serie di Fourier (1) per 

^ /la+0 , + Aa— 0) , , , ^ 

„ a?=a è convergente e ha per somma - — ' — ^i -^ 1 p^r modo che se nel punto 

„ a f{x) è continua la somma della serie stessa sarà precisamente il valore f{x) della 

** funzione. S^intende che in questo caso /(a+0) e /(a — hanno certamente un signi- 

„ ficato ,1 . 

E „ se, qualunque sia il modo di comportarsi di f{x) negli intomi del punto oc, 

la funziono F{t) = f{oL-{'t) -f • /la — P^r t compreso fra e tj è finita e non fa un 

numero infinito di oscillazioni, allora la serie di Fourier per x=a sarà ancora con- 

,1 . Hm /l ot+0 + f{oL-t) . ,. 

„ vergente, e la sua somma sarà ,___.a ' ~-^ , e qumdi sarà ancora 

^ f^ ' ^]''^ ^ tutte le volte che /(a-|-0) e f(jx — 0^ hanno un valore determinato 

„ e finito „. 

, Lo stesso poi accadrà se f[x) sarà continua nei punti di intorni a destra o 
a sinistra di a, e farà un numero infinito di oscillazioni in uno o in tutti e due 
questi intorni (infiniti massimi e minimi ), purché però i massimi e minimi vengano 

, a sparire in f[x) o in F{t) coli' aggiungervi una conveniente funzione di primo 

f, grado, ec. , . 

II. 9 Se nel punto a la funzione ¥(x) è finita e ha tutt' al più una disconti- 
nuità di prima specie, ma considerando separatamente gli intorni a destra e quelli a 
sinistra di a e intendendo ogni volta ristabilita la continuità nel punto a, si trova 

che in questo punto i rapporti incrementali destri ^ e così quelli sinistri 

t 

— j^ sono sempre inferiori a un numero finito, o almeno se crescendo 

indefinitamente restano atti alla integrazione rispetto a t anche ridotti ai loro valori 
assoluti , allora la serie di Fourier per x^^a sarà covergente e avrà per somma 

Più generalmente , se per /=0 la funzione F(<) = /(a+0 + /l* — s*rà con- 

9 tinua o avrà tutt'al più una discontinuità di prima specie, per modo che il limite di 

n /(a-fO+A* — P®^ ^=0 sia determinato e finito, la serie di Fourier per a?=a 

. . lim Aa+0 + /(a— ' . -i ^ • 

„ sarà convergente e avrà per somma ^_-_o"^ — ' quando il rapporto m- 
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, cremenlale destro di /^«^ Q + /^«-Q, cioè ^"+^^- ^^ ^ ^'+^] + ^'"^^^ + ^'"^^ 

9 sia sempre inferiore a un numero finito, o almeno resti atto alP integrazione anche 
, ridotto ai suoi valori assoluti ,. 

E così in particolare „ se f{x) sarà finita e continua nel punto a, la serie di 
, Fourier per x=a sarà convergente e avrà per somma f{x) quando il rapporto 

« - — ^ -~ — ^^^ non cresce indefinitamente col diminuire indefinitamente 

« di ^, o almeno resta atto alla integrazione anche ridotto ai valori assolati „, 

Né può lasciarsi di osservare che questo rapporto non è altro che la differenza 

dei rapporti incrementali destri e sinistri-^ — ^^^ — - — , ~ — - — di f{x) nel punto 

a per valori uguali di t; e in conseguenza del teorema ora enunciato si può anche dire in 
particolare che « se gli estremi oscillatorii dei rapporti incrementali destri e sinistri di f{x) 
„ presi nel punto a, o almeno quelli destri di /l[a+0 +/l« — presi nel pnnto <=0, 
, saranno finiti, allora la serie di Fourier corrispondente per x=a sarà convergente, e 

lira A«+0-f/I«-0 
, avrà per somma ^__q"^ • — k . 

IH. „ Se la funzione f{x) in un intorno (a — T7,a+Tj) del punto a è sempre 
, finita , ed è continua per tutto , tranne tutt' al più nel punto a ove può avere 
, una discontinuità ordinaria, e se indicando con a un numero positivo arbitrariamente 
„ piccolo e con D^ le oscillazioni che essa fa in ogni intervallo S preso in questo 

, intomo cui non appartenga il punto a si ha I);.log 3<r. <3, la serie di Fourier per 

^ x=a sarà convergente e avrà per somma — ' -. 

„ Un ugual risultato si ha pel caso in cui queste condizioni anziché per la 
funzione f[x) sono soddisfatte, per la funzione F(Q = /(a-|-0 + A* — ^^ ^^ intorno 
(0 , Tj) a destra del punto ^=0 . 

• IV. , Se la funzione f[x) in un intorno (a — -q , a-|-7]) del punto a è sempre 

, finita ed è continua per tutto tranne tutt^ al più nel punto a stesso ove può avere 
« una discontinuità ordinaria, e se il prodotto di x — a per le sue derivate o per gli 
, estremi oscillatorii dei suoi rapporti incrementali considerati nei punti dello stesso 
, intorno fuori di a ha per limite zero per x=a, la serie di Foilrier per x=a sarà 

ff convergente e avrà per somma - — ' ^-^ » . 

„ Ugual risultato si ha pel caso più generale in cui questa condizione é sod- 
, disfatta per la solita funzione F(f) = /(a+0 + /(^+0 nellMntorno a destra del 
, punto /=0, e così in particolare si può dire che , se nei punti diversi da a dell'in- 
, tomo (a— Tf] , a-j-iQ) di a la funzione f{x) ha una derivata determinata e finita, e 
„ l'altra /(a+0 + A*"~0 P^r ^=0 ha un limite determinato anch'esso e finito, 
, basterà che il prodotto ^[jTCa-f — TC*""^) J abbia per limite zero per U=^0 per 



t.. 
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, potere assicurare che la serie di Foorier è convergente per x=fx e ha per somma 

lim /(a+O + f^^—i) 
" e=0 2 **' 

Invece poi di queste condizioni basterebbe anche che fossero soddisScitte le 
altre che , essendo /(a4-0 = /T«+0)4-p(0»(0i e /(«— = /l«— 0) + pi(0<«>.(0» o 

, F(0 = lim[/i;a+0 + Aa— 0] + f2(0«>2(0, le funzioni p(0 e p^(0, o l'altra p^CO nel- 

, l'intorno del punto ^=0 a destra non facessero oscillazioni, e le funzioni a>(^) e tt>i(Ot 

ff o l'altra iA^{t) fossero sempre fi.iite e tali che ì prodotti {,{f)t\ i e P|(/)^X 

co w* 

- o r altro ùji)t\ avessero per limite zero per /=+0, essendo X ,X eX 

estremi oscillatorii relativi a od , o)^ , q)^ « . 

y. Similmente , se f{x) avrà ana derivata^ determinata e finita fuori del punto 
» a, e fia-^t) -\- f{a — t) per ^=0 avrà nn limite pure determinato e finito L, ma il 
, limite di </"(a-j-Oe tf\a — o quello di t[f\a'\'t)—f\a — t)] non sarà lo zero, allora 
„ perchè la serio di Fourier sia ancora convergente per a:=a e abbia per somma L 
» basterà che fra e tj (tj^O) ciascuna delle funzioni /"(a-fO © f(^ — ^ la loro 
, differenza /*(a-|-0 — f(^ — si scomponga nel prodotto ^{t) v(0 di due funzioni 
^ r una delle quali (t(f ) tende a zero con i e V altra \{t) cresce indefinitamente 
y senza oscillare, e ha una derivata o tm estremo oscillatorio atto alla integrazione 
, fra Tjj e Y] (O^rj, <C:r^, mentre t v(:/) al tendere a zero di i non va decresoendo, e i 
. due prodotti [Aa+0 — /la+0)] v(0 , [A«— — Aa-O)] v(0 o l'unico 
» [/(^"hO H" A* — — I^ ] ^(0 sono atti all' integrazione fra e t] » . 

E anche qui più in generale può dirsi che , se, essendo ancora come nei 
, casi precedenti /i;a+/) = /(a+0) + p(Oa)(0 i e Aa— 0= A»— 0) + Pi(0«>t(0 o 

^ F(0= ^__o { Ao^ + +/t*"^0 1 + p2(0<«>i(0, iioJ^ saremo nel caso IV, ma 
9 però per es. per la p^{t ) ìùJ^) , o>j(f) sarà tale che X si scomporrà nel prodotto 

„ (i(Ov(0 <lì due funzioni che soddisfano alla condizione Y. del §. 39, allora la serie 
, di Fourier corrispondente per oc=n, sarà ancora convergente e avrà per sonmui 

lim /(g+O + Aa— 
» ^=0 2 

VI. , Se poi la funzione f{x) nell' intorno (a— yj , a+ij) del punto a avrà un 
f, estremo oscillatorio che quand'anche divenga infinito in punti fuori di a ma vicini 
, quanto si vuole ad a, è atto all' integrazione anche ridotto ai suoi valori assoluti 
„ tanto negli intorni a destra che in quelli a sinistra, allora per CG==a la serie di 

/i:«+0) + Aa-O) 



Fourier sarà ancora convergente e avrà per somma 



2 



, E al solito se /(«+0 = /la+0) + p(OKO. /i:a-0 = Aa-0) + p,(0<«)i(0, 
basterà che X e X siano atti all'integrazione fra t]| e y] (0<C^i<C'y]), e le funzioni 

p(0^ ,pi(0^ lo siano fra e 7] anche riducendole ai loro valori assoluti; o se si 
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, avrà F(0 = lim — "T --\- pg (0 f^i{t)^ basterà che X sia atta alla integra- 

V zione fìra v)! e t], e pgCO^ sì& &tta alPìntegrazione fra e y] anche ridotta ai valori 

9 assoluti .. 

VII. „ Similmente se, essendo f 1 1 %»..»?»«, e ^^ , (|^2 ,.-» ^'n funzioni che soddisfano 
„ alle condizioni del §. 38. i due integrali : 

ir4L/"'j5L,..p'r[rt,_o-«,-o,]* 

„ sono tali che le loro derivate n* o w'*, o gli estrerai oscillatorii delle loro derivate 

, (n —1)* o (n' — 1)* moltiplicati respettivamente per ^^ ' " t'» ^ Y< Y2 * * •?» y^g^. 

, no atti all' integrazione anche ridotti ai valori assoluti , la serie di Fourier sarà 

, ancora convergente per x=a e avrà per somma ^ — ^ ,. 

E al solito anche questa condizione potrebbe invece enunciarsi per la funzio- 
ne Y{t) trasformarsi col supporre /"(a-f = /l*+0) + p(0 KO» f{^ — = fi^ — 0) + 
+ pi(Ott>i(0» ce., come anche si potrebbe via via supporre che la funzione /ì(a:) a destra 
di a verificasse una delle condizioni qui enunciate, e a sinistra ne verificasse un 
altra , ec. 

Queste condizioni, -anche considerate soltanto a destra o soltanto a sinistra del 
punto a, saranno dette condizioni I, II, ... , VII respettivamente. 

45. Questi risultati che noi abbiamo dati soltanto pel punto x=a. si applicano 
naturalmente all' intiero intervallo ( — r, ;c) in cui è data la funzione f[x) , quando in 
ogni punto di questo intervallo siano soddisfatte una o più delle condizioni che nel 
paragrafo precedente abbiamo date come sufficienti pel punto a stesso. 

Così peres. in forza della condizione I. si può dire che„ la serie di Fourier (1), 
n ove i coefficienti an e 6„ hanno i valori (2), rappresenta la funzione data f{x) in 
« ogni punto X fra — ir e tt, dandoci però per suo valore nei punti a di discontinuità il 

, valor medio -^^ — ■ — ' ^e nei punti estremi ±;t il valo)e medio ^^ ■ — - ^ , 

« tutte le volte che questa funzione f{x) fra — n e ir è sempre finita e fa soltanto 
9 un numero finito di oscillazioni „, per modo che in questo caso (che è quello consi- 
derato da Dlricììlet ) se f{s) è anche sempre continua, la somma della serie è f{x) in 
ogni punto X intemo all' intervallo ( — xc , tu), e nei punti estremi ± ic è il valore medio 

— : — ^ fra i valori estremi . 

Lo stesso accade pei punti x fra — tc e t: pei quali f{x) è finita e soddisfa ad 
una qualsiasi delle altre condizioni II, III . . . del paragrafo precedente, supposto al 

Scienzi Cosmolog. T. XVll i« 
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solito che se f{x) diviene infinita fra — « e tc in un grappo finito o infinito di punti 
di prima specie essa resti atta alla integrazione anche ridotta ai suoi valori assoluti; 
ma fuori di questi casi, a meno che circostanze speciali non ci permettano di dire che 
lo sviluppo di Fourier continua ancora a valere, non si potrà assicurar nulla; e anzi, 
come già notammo al §. 7, si conoscono effettivamente anche delle funzioni che seb- 
bene sempre finite e continue fra — tc e ir, almeno in dati punti non sono sviluppabili 
in serie di Fourier. 

Però s' intende bene che lo sviluppo di Fourier viene applicabile a classi este- 
sissime di funzioni fra le quali figurano tutte quelle che, almeno nello stato attuale 
della scienza, occorre di considerare nelle applicazioni delP analisi allo studio dei feno- 
meni naturali; e oltre a ciò è degno di nota che^ quando f\iJO) è sempre finita e continua 
in una certa porzione (a , ò) deirintervallo ( — te , ;:), appoggiandosi sulla condizione II 
del paragrafo precedente, e facendo astrazione dal caso singolarissimo in cui gli estremi 
oscillatorii dei rapporti incrementali della funzione /(x) fossero sempre +00 o — 00 in 
ogni punto della stessa porzione (a , h) almeno da una parte, si può affermare che in 
questa porzione vi saranno sempre dei punti nei quali la serie di Fourier è conver- 
gente e ha per somma la funzione stessa /][x); poiché potrà esservi incertezza pei punti 
nei quali uno almeno di questi estremi oscillatorii ( destri sinistri ) è infinito , ma 
negli altri punti la serie stessa sarà sempre convergente e avrà per somma f{x). 

46. Ciò premesso, noi possiamo dunque affermare che se f{x) è una funzione 
che fra — it e tc è atta alla integrazione ed è sempre finita, o se diviene infinita in 
un gruppo finito infinito di punti di prima specie, resta atta alla integrazione anche 
rìducendola ai suoi valori assoluti, la formola di Fourier : 

1 °° 

(3) f{x) = 2" *o + 2 ^ ^" cos n z + Jn sen n X ) , 



ove 



(4) 



1 rir 1 r« 

an^' ^ I f(x) cos ar d X , ft„ t=i — . I f[x) nennxdx ^ 



sussisterà per tutti i punti x fra — tc e n ( — ic e tc inclus.) pei quali sono soddisfatte 
le condizioni dei paragrafi precedenti, salvo però a intendere sempre che in quelli fra 
questi punti x pei quali f{x) è discon inua, pel valore di f{x) che figura al primo 

membro deve prendersi T » ^ ^^ limite per ^=0 di ' "^ T * 

e pei punti estremi ± ic ( quando questi punti siano fra quelli da considerarsi ) , il 

primo membro deve intendersi che sia -^ ^ — o* ^ q- ^ . 

Ed è degno di nota che « quando siano soddisfatte le condizioni d^ integrabilità 
j^ di /(.r) che ora abbiamo indicate, la validità della formola (3) per ogni punto spe- 
« ciale X fra — % e n ( ± ic incl. ), non dipenderà affatto dal modo di comportarsi di 
s f[x) nei singoli punti fuori di x, ma soltanto dal modo di comportarsi di /(x) negli 
„ intomi di quel punto x ,. 
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47. Aggiungeremo che, a causa della forma *dei coefficienti a„ e 6„, si vede 
subito che quando la funzione data f{x) per valori eguali e di segno contrario di x 
ha lo stesso valore, la serie di Fourier si riduce a una serie di coseni, cioè si ha: 

(5) f{x) = J ao + «1 cos a: + «j cos 2 x + . . + Oh cos w a: + . . . , 
ove : 

2 P^ 

(6) an = - I f{x)co3nx dx ^ 

e questa formola vale per tutti i valori di x fra — t: e tt ( — n e n incl. ) pei quali 
sono soddisfatte le solite condizioni dei paragrafi precedenti, e colle avvertenze fatte 
sopra rispetto ai punti di discontinuità, e ai punti estremi ± ir, negli ultimi dei quali 
( quando ad essi la formola è applicabile ) si ha per somma della serie il valore 
/l^-O) /"(-ic+O). 

Se poi la funzione data f[x) per valori eguali e di segno contrario di x prende 
valori uguali e di segno contrario, la serie di Fourier si riduce a una serie di seni, 
e si ha: 

(7) f[x) = 6j sen a: + ftg sen 2 a? + . . . -f- 6„ sen n a: -f- • • • 1 
con: 



=— / A« 



(8) bn=— I f{x) sen nxdx ^ 

per tutti i valori di x che soddisfano alle solite condizioni fra — n e tc ( —n e xc incl.)i 
e colle polite avvertenze rispetto ai punti di discontinuità e ai punti estremi, negli 
ultimi dei quali come nel punto J7=0 la somma della serie viene sempre uguale 
allo zero . 

48. Si consideri ora una funzione fra e ic che sia atta alla integrazione e 
sia sempre finita o se diviene infinita in un gruppo di punti di prima* specie resti atta 
alla integrazione anche ridotta ai suoi valori assoluti, e si immagini continuata anche 
fra e — tt con una funzione qualunque dotata delle stesse proprietà, e con una funzione 
che pel valore negativo — x sia uguale, o uguale e di segno contrario al valore della 
funzione data nel punto x, per modo da formare una funzione fra — ic e ir per la 
quale si abbia /(— ar) =/l[a?) , o f{ — ar) = — f{x). Allora si avranno tre funzioni fra 
— ir e ir che nelV intervallo da a ir saranno uguali per tutto, e differiranno V una 
dalP altra soltanto fra — }r e 0; e queste funzioni considerate pei valori di a: fra e ir 
(0 e — ir esclus.) soddisfaranno o nò contemporaneamente alle condizioni che si richie- 
dono per essere sviluppabili colle formole (3), (5) e (7), perchè queste condizioni si 
riferiscono soltanto ai valori della funzione negl} intorni dei punti corrispondenti . Ne 
segue che pei valori di a; fra e ir ( gli estremi e ir esclusi ) pei quali la funzione 
data soddisfa a una delle condizioni del §. 44, essa avrà ad un tempo le tre espressioni 
analitiche distinte (3), (5) e (7); quindi evidentemente può dirsi che una stessa fun- 
zione pei valori di a? fra e ir ( e ir al più esci. ) pei quali è sviluppabile in serie 
di Fourier può rappresentarsi ad un tempo per una serie di seni soltanto, o per una 
serie di coseni soltanto, o per una serie di seni e coseni; e evidentemente queste varie 
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spressioni della stessa funzione per tutti o per alcuni valori di x fra e ?r ( e t: 
esci. ), potranno anche servire a stabilire delle relazioni generali per gli stessi valori 
di X nelle quali figurerà una funzione data arbitrariamente fra e ir, o fra e — -r, 

40. Aggiungiamo che se la funzione f(x) invece di essere data fra — tu e :r, è 
data fra due numeri qualunque a e 6 fra i quali è sempre finita o diviene infinita in 
un gruppo qualunque di punti di prima specie, ma in modo allora che essa resti atta 
alla integrazione anche riducendola ai valori assoluti , la serie di Fourier ci conduce 
subito a una espressione analitica che vale per tutti quei valori di x fra a^e h pei 
quali sono soddisfatte le condizioni dei casi precedenti, e colle solite avverteaze rispetto 
a quelli fra questi punti che sono di discontinuità e rispetto ai punti estremi a e 6. 

Osserviamo infatti che se si cangia la variabile x nella variabile y con una 
equazione della forma: 

ove a e 3 sono costanti, basterà prendere a = ~. , 3 = ^ — \ ~ P^r far sì che la 

b — a a — 

funzione f{x\ considerata come una funzione <f (y) = f — — - j di y, possa riguardarsi 

come data per tutti i valori di y da — tc a tc; e allora questa funzione f (y), pei valori 
di y o à\ x che soddisfano alle solite condizioni, e colle solite avvertenze rispetto 
ai punti di discontinuità e ai punti estremi, si svilupperà secondo la formola: 

1 ^ 

?(y) = 2 ^0 +■ ^ ( ^ cos n y + Òh sen w y ) , 



con : 

an = - I ?(y) cos ny dy, bn =— I ?(y) sen n y dy; 



= - I f(y) cos ny dy, bn =- / ?(2 



talché introducendo nuovamente la variabile x colla formola di trasformazione prece- 
dente, si troverà subito per x compreso fra a e 6: 

' W — -«0 -h 2. V*» ^^ b _« + "" *®° b—a ) ' 

con: 

2 ri/ N »»Jt(2x— 6-a) , , 2 fi , n-R{2x —h—a) 
a„ = - I f(a5)co3 — ^-jT— '-ix, hn=r—-- f A^>en — . , 



ovvero : 

(9) 

o anche infine : 






/1AN «^ l^i 2nirxr*L 2«}:a, , 



4- sen -7 1 na) aen -r a a 
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colle solite condizioni rispetto ai valori di x pei quali si vuole esser certi che questa 
forinola sussiste, e colle solite avvertenze rispetto ai punti di discontinuità e ai punti 
estremi a e b^ 

50. Supponendo ora in particolare nelle (9) e (10) a=0, si ottengono le for* 
mole seguenti: 

f(^)=lj Aa)^a+^2 / A«)co8 ^l ^^^ 

(11) \ f[x)=-^ J Aa)<ia+ j2r^®~6~" / /l«)co8 — g — da + 

2n7:x r^ . 2n,7:a . 
-f- sen — r — / f[a) sen — j— a a 

che valgono pel caso che la funzione f{v) sia data arbitrariamente fra e ò; e sup- 
ponendo invece nelle (9) e (10) stesse a= — 6, si ottengono le altre: 

(12) < /"(aj) = —J f[a)d^+j^2\ ^^« -ft- J /^°^) cos -^ i a 



b 



+ sen— ^ / f\ai) sen — v- a a > , 



che valgono pel caso delle funzioni date arbitrariamente fra — b e b . 

Supponendo inoltre in quest'ultima formola f{ — «)=/"(«), o f[ — a) = — /(a), 
si ottengono anche le seguenti: 

(13) K^)^l ff{a)da + l-y^coe*'-^ff{a)coa'^da, 
• fc/O 1 •'O 

(14) f{x) = -2 sen -y- J f[a) sen -^ d a , 

e queste danno come le (11) e pei soliti valori di x la espressione analitica di una funzione 
f{x) data arbitrariamente fra Oe 6, colla differenza però che mentre le (11) per x=0 
e x=b (quando siano applicabili anche a questi valori di a?), danno per valore di f{x) 

il limite per ^=0 di ffil^^H^, la (13) per a:=0 dà per valore di f{x) il limite 

lim ^^^+g^~^L lim/ì:0=lim ^-t), e per x=b dà \ìn P~^^'^^~^'^^'^ =lua fib-t)= 
= lim /(— 6+0» mentre la (14) per a^=0 e oc=b dà per valore di f{x) lo zero . 
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51. Neir ipotesi danqae che la funzione data f[x) fra e 6 sia la stessa in 
tutte le formole (11), (12), (13) e (14), e anche nelle (9) e (10) quando a<0 e il 6 
di queste ultime è superiore o uguale a quello delle altre, si hanno così varie espres- 
sioni analitiche di questa funzione per tutti quei valori di a; fra e & ( gli estremi 
e b però ordinariamente esci.) pei quali sono soddisfatte le solite condizioni dei 
paragrafi precedenti; e questa particolarità che già si presentò per le serie (7) e (8) 
nel caso dell* intervallo (0 , ir), permette anche di stabilire delle relazioni generali per 
qualunque funzione f{x) quando x sia compreso fra e 6 , e siano soddisfatte le 
solite condizioni. 

È però da notare che fuori dell' intervallo (0 , b) nella parte che resta dell' in- 
teifvallo originariamente considerato (a , ò), o ( — b , 6), le varie serie (che pure fra e 6 
pei soliti valori di x hanno tutte la stessa somma e servono a rappresentare la stessa 
funzione) vengono ordinariamente ad avere somme differentissime; né potrebbe essere 
altrimenti, poiché, come vedremo in seguito, ove questo non fosse, le serie considerate 
anziché essere distinte sarebbero perfettamente le stesse. 

52. Diamo ora alcune applicazioni dei risultati che abbiamo ottenuti. 

1.^ Si voglia una funzione che sia uguale ad A fra e ic, e sia uguale a 
—A fra e — ic, e per a:=0 sia uguale ad A o ad un'altro valore qualunque. 

In questo caso la funzione essendo data fra — n e :c, la serie corrispondente 
sarà un caso particolare della vera serie di Fourier (1). Essa conterrà [però soltanto 

i seni, per modo che si ridurrà alla forma Vònsennar, 0Yebn= - — / sennx dx ; 

e quindi sarà la seguente : 

4Ag sen(2n+l).g 

talché osservando che per x compreso fra e ff la somma di questa serie é A, e 
per ^ fra e — ic é — A, si avranno le formole seguenti : 

7c S, sen (2 n+1) J? . . ,^ . , 

1"= X s — , 1, per a? fra e ff ( e « esci. ) , 

4 7^ 2n+l *^ 

(15) l L 

^ «,sen(2n+l)x ^ ^ 

— T"=^ A 1 t per a; fra e — ir ( e — r esci.); 

IT 1C 

e quindi facendo a? = — e a: == -j nella prima di queste formole si avranno le altre: 

2v/2"" "'"3 5 7^9^11 13 15 
2.' Vogliasi una funzione che fra e - sia uguale ad x,e fra „ « 6 sia 
uguale a — x. 
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In questo caso potremo applicare ana qualunque delle serie (11), (13) e (14). 
Per applicare la (11) si osserva clie in questo caso si ha : 

b 
' na) cos — i — a a= I a cos — -, — a a. — / a cos — r — o a = 



: 1 a COS —7 — ^ ^'^ I \°^^2j^^^ ò » a = { l+(— 1) j / a cos — — da= 



ba 



2fnt a 



= ll + (-l"*')l 2^^^"^ 



6« 



2nita' 
cos 7- 



6 
2 

Q 4 n* it* Lq"" * b 

_ b* 

~ (2 m+ 1)* «* 



Jo 



= per n pari , 



per » dispari =2tn-\--' . 



Similraeute si ha : 

'b 
/•(a) da 



I /^(a) da = — -r- , \ f{<x) sen — j — da = per w pari , 
^0 * ^0 " 



6« 



(2 »i-f l)s 



per n dispari = 2m-(-l » 



e quindi infine si ha 



(.16) A'^) = -i 



2J0OCO8 



2(2m+l) KX 



(2w4-l)' 



00 



+ 2J2 

7C 



sen 



2(2m+l)jra; 



2fw+l 



per una prima espressione della attuale funzione f{x). 

In simil modo si troverebbe col mezzo delle (13) e (14) per la stessa fun- 
zione f{ x) : 



(17) 



2(2 m + 1)5: a 



COS 



(2m+l)7ta; 



m 



2m+l 

(2m+l)ica7 



2w+l ^ 



2(2w+l)7ca; _ , - .^ (2 iw+l)7ca: 
9 LOG sen -^^ ^-^ — 4 ft 00 (— 1 )•» sen-^^ 't-^ — o ;ì oo sen 

e osservando che la formola (16) deve dare — \^ pel valore di f{x) per a?==0, si ot- 
tiene la seguente : 



(19) 



n 



8 f (2 «+1) 



3 



= ^ + 3r "^52" "^78 + • • ' » 
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che sì sarebbe ottenuta anche dalla (17) osservando che per x=^ e x=sb essa deve 
dare respettìvamente e ò per valori di /a), e avendo riguardo alla prima della 
formola (15). 

La stessa formola si trova anche coli* osservare che per x=-^ tutte le formo- 

le precedenti devono dare per valore di f{x) , 

Confrontando poi le stesse formole fra loro si trova che per x compreso fra 
e ò ( e ò esci. ) si hanno varie relazioni fra le quali è da notarsi la seguente : 



00 

2 





sen 



2(2tn+l) Tzx 



00 



cos 



(2W + 1)7CX 



u 



m 



2m+l 
che per fr=7c si riduce ali* altra più semplice: 



2m+l 



00 



00 



y sen 2[2m-\A)x y / ^^ cos (2 m +1) x 

^ 27H^1 -J 2m+l 

3.^ Vogliasi ora ina funzione che sia uguale ad or fra e i. * 
Le serie da applicarsi in questo caso saranno ancora le (11), (13) e (14). 
Per applicare la (11), si osserva che ora si ha: 

^b rb 



rb rb 5» 

/ f{a)da=J ada^-^ , 




b 



ft N 2nir(x~a)^ P 2nic(x—x) . 

I f{a) cos T d a «=^ / a cos -r rf a = — 

•^ */0 . L 



ba 



sen 



62 / 2w7r(.r— a)^6 
+ 4^i^<"^* 6 Jo 



b^ 



2m: X 



2n n {x—a\ 
h 



-t- 



0- 



= — ^ — sen 
2n7c 



e si trova così che la serie corrispondente è : 



2 'K ^ 



sen 



2 ni: X 



n 



In modo analogo, colla (13) e (14) ai trovano le serie : 

(2n-f-l)7CX /_lNn+l 



2 -2 2 



1t' 



(2n+l)« 



2 A 00 (~1)' 

^2 



sen 



nnx 



7C 



n 



e quindi si conclude che pei valori di x fra e 6 si hanno le formole seguenti : 



b b % 



sen 



2n7ca? 



n 



(20) 



X 






(2w+l):ra: 



w' 



2h^ 



(2«+l)« 
ntx 



sen 



n 
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la prima delle quali però non vale per a:^=0 ed x==b^ mentre la neconda vale anche 
per questi valori di x^ e la terza Tale anche fra e — b e per a^=0, ma non 
per a? = ± 6 . 

Supponendo b=Tc nelle formole precedenti si ottengono le altre: 

(21) '^-x = y 8en2nx n _ 4^ cos{2n+l)x j ^^, ..^.sennr 
^^^^ 2 -i » ' 2 it-i C?^+l)« ' 2 Y « 

la prima delle quali vale per x compreso f ra e ?c ( e ic esci. ), la seconda vale per 
gli stessi valori di a;, inclusi però anche i valori e x, e la terza vale per x 
compreso fra — n e ir, ma esclusi i valori ±7c. 

Le formole (20) e (21) conducono anch* esse ai valori di -j e ^ che trovammo 

sopra. Applicando poi alla seconda della (20) la interazione definita fra ed a; per 
^^b (il che può farsi sia perche la serie compresa nel secondo membro è evidente- 
mente convergente in ugual grado fra e 6, sia perchè, come diremo in seguito, alle 
serie di Fourier è sempre applicabile la integprazione definita ) , si ottiene bi fonnola 
seguente: 

(2n4-l)ica? 
^_b 4 6^^ ^° 6 

(22) 2 ~a^ K^ -J (2n+l)? 

che vale pei valori di x fra e 6 (0 e b iacl.), e qpiesta con una nuova integrazione 
definita darebbe altre formole notevoli. 

Facendo in questa or e=^ ^ si ottiene V altra : 



^ ^ (-1)" 1 1 I ^ 



S2~f{2n+lf~ 8« • 53 7» • • " 

4.^ Vogliasi ora una funzione che sia uguale a zero per tutti i valori di x 
fra — b e b, tranne per quelli compresi fra x' — ^ e ^H~P, pei quali sia uguale ad una 
costante A. 

Le serie da applicarsi in questo caso sono le (12), e poiché si ha ora: 

rb /-o^'+p 

/ /(a)da = A / da=»2Ap, 

1 f[a) cos n 9C {x — a) a a = / A cos — ~ ^aa= \ sen -=- (x — a) > = 

•/— 6 Jx'—p ^ nic ( 6 )x'—^ 

Ab nwp nic, ,. 
= 2 — sen -x-^ cos -^(x— x ) , 
nn b b ' 

si trova che la serie che rappresenta Fattuale funzione è la seguente: 

Scknzi Caswìolog. T, XVIL ii 
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ftfffi nic. ,. 

T + Tf ~S 

Questa serie però per x= x' — ^ e x=x'-\-^ dà per valore della funzione -5 . 

■ 

5.® Vogliasi infine una funzione f{x) che fra e ^ "* uguale ad i? e fra 

- e ic sia ugpiale a ic — x . 

Applicando la (14) col farvi 6=:t si trova subito cogli stessi processi che: 

^ 4 i sen .T* sen 3 x sen 5x sen 7ar 

/(.r) = -j-p 3^ •" '5* 7i~ + - • • 

e questa formola vale per tutti i valori di x fra e ir ( e :r iucl. ). 

Y. Altre forme analitiche delle funzioni di nna rariabile reale 
date arbitrariamente in un certo interrano. 

53. Indicati i casi principali in cui una funzione f{x) data arbitrariamente fra 
— n e IT o fra a e & è esprimibile analiticamente per serie di Fourier, noi dovremmo 
passare ad esporre le proprietà principali di queste serie. Siccome però vi sono anche 
espressioni analitiche più generali per le funzioni date arbitrariamente fra a e b che 
qui pure vogliamo far conoscere, e anche queste espressioni analitiche hanno molte 
delle proprietà che dovremmo dimostrare per la serie di Fourier, noi troviamo utile 
di dare prima queste nuove espressioni analitiche delle funzioni che qui conside- 
riamo; tanto piil che esse si ottengono con un metodo del tutto simile a quello che 
ci ha condotto alla serie di Fourier, valendosi cioè dei risultati generali ottenuti nel 
Capitolo ni. 

Riprendiamo perciò la solita funzione f(^,A'; ma per conservare la massima 
generalità, introduciamo anche una nuova variabile a, considerando cioè la funzione 
^{x , a , hn) ove le hn sono numeri positivi che crescono indefinitamente insieme al numero 
intero e positivo n, e per la quale si ammetterà anche che , se a' e B' sono 'numeri 
qualunque diversi da zero, e dello stesso segno, p compresi fra certi limiti^che dipen- 
deranno ordinariamente da a, la funzione stessa (p{x , a , / «) per x compreso fra a , b' 
{a e b' incl.) e per qualunque valore di n si mantenga sempre numericamente inferiore 

rb' 

a un numero finito ( variabile con a e &'), e gli integrali / fp{x , a , Am) dx abbiano per 

rs rO 

limite zero per n=oo; mentre invece gli integrali r 7( J? , a , Am)(Ix , / 9(07, a, An) per 

^0 */— t 
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E comunque pìccolo e positivo al crescere indefinito di n tendono ambedue verso una 
stessa quantità finita e diversa da zero indipendente da e e da a. 

S^ indichi ora con f{x) una funzione data arbitrariamente fra a e 6 (a<C^)i che è 
atta alla integrazione in questo intervallo insieme ai prodotti f{x) ^{x — a , a , An ) ove 
a 'è un numero qualunque fra a e 6 ( a e 6 incl.), e che se diviene infinita resta atta 
alla integrazione anche ridotta ai suoi valori assoluti ; e per la funzione di cui ci 
serviamo <f{x , a , Ah) si ammetta inoltre che per ogni valore di a i numeri indicati 
sopra con a e b' possano prendersi in un modo qualunque fra a — a e e fra e 
6 — a ( esci, e gli estremi pure al più esci, per a=^a e a=6 ), ciò che nel caso 
speciale di tf{x , a , Am) indipendente da a porta che i numeri a e b' possano 
prendersi in un modo qualunque fra — {b — a) e e fra e b — a ( esci, e a e 6 
pure al più esci. ). 

Allora considerando la serie: 



i rb 1 °^ r* 

2Q / /l^) ?(^— a » a I Ao) *^ + 2G 2 / ^(^) i f (a;— a,a , hn) — ^x—a , a ,ft«-.j) j dx, 

./flf i *y Or 

per un valore qualsiasi di a fra a e 6, si vedrà subito che la somma dei suoi primi 

i rb 

n + 1 termini è ^ / f{x)^[x — ol ja^hn)dx; e questa somma^per a diverso da a e & 

•/oc 



^jf[a-\-t) ^t,a,K)dt-^J Aa+0 f(t,a,K)dh + 



col porre x — a=4 può scriversi : 

*— e rb—a 

2G 

+ 2^ j[/(«+<) ?(^ , « , M d e + ^Jf{a-\-t) 9(^ a , A,) di ; 

mentre se a è uguale ad a o a 6 uno dei due primi integrali e uno dei due ultimi 

Terranno a mancare; e quando (come accade nel caso della serie di Fourier in cui 

nenhnX - (2n+l)\ ,. . . , /l > 

xf{x , a , Ah) = , con An = «"^ — - ] per a=a o a=o i punti 6 — a, o — (6 — a) 

X ai 

sen 2 / 

figurino come il punto zero per la funzione corrispondente (f{x , a , An) o (p{x , 6 , A«i ), 
allora anche quello dei due primi integrali che rimane si spezzerà in due V uno dei 
quali sarà della forma degli ultimi e V altro sarà della forma dei primi . 

Ricordando dunque i risultati generali del Gap. 3.®, e supponendo che fra — e 
e 6, ove 8 è un numero piccolissimo che può anche dipendere dal valore che si 
considera per a, la funzione ^{x , ot , An) soddisfi almeno ad alcune delle condizioni cui 
doveva soddisfare fra e s la funzione indicata con f{x^h) nei teoremi del §. 39; 
e inoltre se per a=a o a=i i punti ±(6 — a) non possono prendersi come punti 
a' e b\ essi figurino allora come il punto zero per la funzione corrispondente 
fi^ì^iK) o 7(^1 if Ah), noi vediamo senz'altro che per tutti i punti a intemi 
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air intervallo {a , h) nei quali f{x) è finita e continua o ha t«tt* al pia nna discon- 
tinuità ordinaria, e nei cui intomi a destra e a sinistra soddisfa a una AA\& coofi- 
zioni del §. 39, la serie: 



rb l "^ P 



sarà convergente e avrà per somma /(a) o T ^ *•* questo punto f{x) è 

continua, o ha una discontinuità ordinaria; e se il punto a è uno degli estremi a eb 
deir intervallo e in esso sono verificate le condizioni testé indicate, la serie (1) sarà 

ancora convergente e avrà per somma uno dei valori -^f{a-\'0)^ o /^* — ^)» ^ 

— ' T dipendentemente dalle particolarità che presenteranno le funzioni 

f(x, 0,^11), ff{x ^b^hn) nei punti b — a o — (6 — o) come sopra dicemmo; talché, fatta 
eccezione pei punti d^ infinito e delle discontinuità di seconda specie che f{x) avesse 
fra a e 6 e di quelli nei cui intomi non fosse soddisfatta nessuna delle con- 
dizioni del §. 39. e colle indicate avvertenze pei punti delle discontinui^ ordina- 
rie e pei punti estremi a e A, la serie (1) ci darà nna espressione analitica in 
serie convergente per la funzione f{x) che abbiamo preso a considerare nelP inter- 
vallo ( a , ft ) . 

E possiamo aggiungere che se col mutare x in — x la funzione ^x , a , An) 

1 r^ 

non muta , allora si potranno riunire i due integrali ^j= 1 f^a-^t) fp{t ^a^hn)d t ^ 

^ / /(«+ T(^ a 1 *") d t riducendoli all'unico ^ / | A«+0 + /(«— } T(^ « . *«) di; 

e quindi in tal caso invece di richiedere che sì a destra che a sinistra dei punti 
intemi a che si considerano sia soddisfatta per la funzione f[x) una almeno delle con- 
dizioni del §. 39, basterà che una di queste condizioni medesime risulti soddisfatta per 
la funzione di t F(/)=/][a-f*0+A^ — ^*^'l' intorno a destra del punto ^=0. 

54. S' intende, come già abbiamo detto, che in tutti questi casi la funzione 
f (j* yOL^hu) considerata per ogni valore speciale di a , oltre che alle solite condizioni 
generali, deve soddisfare negli intorni del punto x=0 alle condizioni che per essa 
via via abbiamo poste nel Gap. Ili; talché in particolare se si saprà soltanto che pel 
valore speciale di a che si considera la funzione f{x , a , A^) è tale che V integrale 
'.r 

f(x,a,An)(2x pei valori di x fra — z e & (e arb. piccolo) è sempre numericamente 


inferiore a un numero finito, sì potrà soltanto affermare che per quel valore di x la fun- 
zione f{x) è sviluppabile secondo la serie (1) tutte le volte che in intorni sufficientemente 
piccoli a destra e a sinistra di a essa non fa oscillazioni, o essendo continua ammette 



Jo 
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UDa derivata che resta atta alla integrazione anche ridotta ai suoi valori assoluti {*); 
mentre se ^{x^a^hu) soddisfarà alle condizioni che si avevano per ff{x^h) nel §. 32, 
allora per V applicahilità della serie (1) alla funzione f(x per x=a^ hasterà che nei 
soliti intomi di a sia soddisfatta una qualunque delle condizioni del §. 39. 

Se poi la funzione ^{x^a^hn) sarà tale che i suoi integrali i ^{x ^a ^hn)dx, 

Jo 

considerati per ogni valore speciale di a separatamente , al crescere indefinito di n si 
mantengano inferiori a un numero finito anche quando a ^{x^a^hn) sì sostituiscono i suoi 
valori assoluti, allora non sarà necessario porre per f[x) le condizioni ora indicate del §. 39, 
ma in forza del teorema del §. 24. e delle- osservazioni del §. 41 . hasterà sapere che f{x) 
è atta alla integrazione fra a o 6, e nel caso che divenga infinita si mantiene atta alla 
integrazione anche ridotta ai suoi valori assoluti, per poter senz* altro affermare che in 
tutti ì punti a fra a e 6 nei quali f{x) è finita e continua e ha soltanto discontinuità 
ordinarie, essa potrà rappresentarsi con una serie convergente della forma (1), colle 
solite avvertenze pei punti di discontinuità e pei punti estremi; per modo che in 
particolare „ con queste ultime funzioni (f{x , a , Am), una funzione f{x) che fra a e ò 
, sia sempre finita e oontinua potrà rappresentarsi analiticamente colla serie (1) in 
, ogni punto a fra a e 6, fatta tutt* al più eccezione pei punti estremi a e b pei 

, quali la somma della serie sarà J f{a) , \ f[b) o - ^ — n . E se coltre la fun- 
zione 'tf{x , a , kn) per ogni valore di x che si consideri fra a — a e b — a anche al 
crescere indefinito di n farà soltanto un numero finito di oscilla/ioni, allora ricor- 
dando quanto si disse in fine del §. 41, si vede subito che nel caso di un numero 
finito di punti d' infinito di f{x) ( quando essi vi siano ) non sarà neppure necessario 
di porre la condizione che la funzione f{x) resti atta a^la integrazione negli intorni 

* 

di questi punti anche ridacendola ai suoi valori assoluti . 

55. In particolare dunque prendendo una volta f{x t « i ft») = ., . , * a a i e 

1 -j- A I, y„ X 

*^~ Am qpn X , H ^ X 

un altra f{x ^a^K) = hn^n e ^ per x positivo, e y(a? , a , Aw) = *•• ?« e " ^* 

per X negativo, con Aq = , e fpn funzione soltanto di a sempre positiva, finita e 

discosta da zero jpiù di un certo numero per^ tutti i valori di a? fra ae&(ae& 

incl.), si osserverà che la funzione ^{x^a^K) verrà a soddisfare alle condizioni ora 

indicate, giacché per p positivo si ha: 



(*) Al f . 86. arendo volato couserTare inaffgiore generalità in /{x}, abbiamo poito maggiori restrizioni per 
?ix,h). Però ooU'applicare riniegrazione per parti ali* integrale I [/(ar) — ^(4-0)] f(x ,k)dx si Tede subito clie 

Jo 

• quando /(x) ha una derivata che retata atta alla integrarioiie fra e i anche ridotta ai moÌ valori assolati, allora 



e perchè sussista la formola (6) del Gap. 111. basta che per x fra e f 1* Integrale / f{x , Ajdas resti sempre 

* 

• numericamente inferiore a un nomerò Anito ■ . 
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'0 



lim [^ h» «n dx Wxa C A« «m (2x r j. x .o 



A,=oo 



2* 



lim / ? — Ah 9m ^ j,,..^ lina / , At« ^h a? ,^ 



1 



__ _ — Ah ?^H a? 



= l,ec; 



e quindi , per quanto testé dicemmo si potrà affermare che una funzione f{x) atta 
alla integrazione fra a e 6 può rappresentarsi colla serie: 

* 1 fc .1 », .r Ci. — /.^^ 



-2 j *« T- - *-i 7- W A*) |Tf À«;_ 7. -, (x-a)^yyr+ A w.(*-a)« j '^ ' 



o coir altra: 






— Am-ì ?i^-i e \àx '\- 



rh l — A«f«(sr— a) — AnfiiCa:— a)\ -, 

+ / A^)l**?" « — *«-iT*-i e |<i« 

colle solite avvertenze pei punti di discontinuità ordinarie, e con esclusione di quelli 
delle discontinuità di seconda specie e degli infiniti della funzione, per gli ultimi dei 
quali ( punti d* infinito ) quando siano in numero infinito conviene anche ammettere 
che, eccettuatine tutt^ al più un numero finito, negli intomi degli altri la funzione /(a;) 
resti atta alla integrazione anche ridotta ai suoi valori assoluJ;i; e coli* avvertenza in- 
fine che nei punti estremi a e 6 le serie precedenti danno per valore della funzione 

o A^'i'O) ^ 9 /l^'f 0) tutte le volte che queste quantità sono determinate e finite. 
Osservando poi che se X: è positivo, si ha per formolo note: 



^,=j^.e k cosXxdX, e =-J^ 



Gos \xdX 



l+k^x\ Jq '^ """ ' i: Jq à:« + X« ' 

ove anche x nella seconda è positivo, si vede subito che le serie precedenti possono 
anche ridursi alle altre: 

—X —X 

.00 



- ^ I f{^)dx I coB\{x—a)\e —e ìdx, 
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•00 



00 /«A /"OO 

1 2 / ^«)d« / X«co8X(a:-«) L— -^ 



U+>^ A««?«» + X«^''^- 



^ ^ i t« # 1.9 9 \ I ir \ j I X* cos X {x — a) d X 

e in queste hn e ^n devono soddisfare soltanto alle condizioni poste sopra ; talché può 

k a 
prendersi per es. A» = \/n , ^•• = e con k costante, e così si può ridurre per es. la 

seconda serie alP altra: 

2fcaoo rb f«^ ^% \ r ^^^ 

e \ f{x)dx I X* C08 X jx—a) d X 



Kn~ 



l)e +X« ne +X« 



e „ questa, come le precedenti ed altre che potrebbero trovarsi al modo stesso, servono 
« a- rappresentare analiticamente qualsiasi funzione continua in ogni punto x fra 
9 a e 6 fatta soltanto eccezione pei punti estremi quando in essi il valore della 
, funzione non sia lo zero; e servono pure, come abbiamo detto, e colle avvertenze 
« fatte sopra, per qualsiasi funzione aita all'integrazione fra a e 6 „; e col particolariz- 
zare f{x)^ specialmente dopo invertite le integrazioni^ come appunto è quasi sempre 
possìbile di fare, conducono a molte formole notevoli. 

Merita poi di esser notato che questi risultati ci danno il modo di ottenere 
infinite espressioni analitiche di funzioni date arbitrariamente fra certi limiti, e ci per- 
mettono di dire in particolare che ^ le funzioni sempre finite e continue in un inter- 
„ vallo finito hanno sempre infinite espressioni analitiche che valgono per qualunque 
« punto dello stesso intervallo, quando si eccettuino tutt^ al più gli estremi ». 

56. Ora venendo a casi particolari rispetto alla funzione tf{x , a , A») ammettiamo 

che (come nel caso di ^(ar , a , A^) = ^^ con A» = — ^ — , che corrisponde alla 

sen — 

serie di Fourier ) si abbia: 

(2) <p(a?— a, a, A„)— <p(ar— a, a, AH,i)=HH,i(a)K«„(j')4-HH,a(a)K„,j(a?) + .. +!!«„,.(«) K„,„{a?) 

ove m è un numero fisso, e le Hn,t(s) sono funzioni della sola a, mentre le Km, «(.)*) 
sono funzioni della sola x, e dipendono le une e le altre dagli indici n e s. 
Allora la serie (1) corrispondente prenderà la forma: 

ove Pmi , Pn,9 • . • Pii,iii sono coefficienti costanti determinati dalla formola: 

Pn,.= I f{x)l{^,.{x)dx, 



8B 

ir* 

talché « astrazion fatta dal termiae htì / /l^) 7(^— « t «t ^o ) i2 ^ i quando aia data 

9 una funzione f(a; — a^a^hn) dotata delle solite proprietà generali e di quelle 
, del §. 24, o dei §§. aeguesti, e per la quale si abbia la formola (2), avremo una 
« espressione analitica di f{x) in serie di funzioni H«,«(a) come la (3) che varrà nei 
, soliti casi , . 

57. Ora è da osservare che quando invece della funzione ^x , a , &m) siano date 
a priori le funzioni H|i,f(a), non sempre sarà possibile (almeno con questo processo) 
sviluppare nei soliti casi una funzione data arbitrariamente /*(.£)• secondo una serie 
di funzioni HM,t(a) come la (3); però evideutemeute , per quanto abbiamo detto 
al §. 53, onde si abbia questo sviluppo bisognerà che si possano determinare le 
funzioni ^{x — (x,a,A|,) e Km,«(^) per tutt^ i valori ài x e di a fra a e 6 in modo 
che la somma: 



(4) 



(p(x-a,a,fco)+ 1 rH.„(a)K.„(^)+H.„(a)K.„(x) + .. + H„4a)K„«(i:)] 



rappresenti una funzione f (x — a , a , ^) dotata delle solite proprietà generali dei §§. 21 
e 53 pei valori di a; e di a fra a e 6, e per la quale riescano soddisfatte le condizioni 
che si richiedono per V applicazione del teorema del §. 24 o di uno di quelli 

del §. 39. 

Ponendo in questa somma x — a?=t, essa diverrà: 



(5) T(/,a,Ao)+ 2 H.,,(a)K.,i(a+0+H.,,(a)K.,,(a-0+..+Hr,.(«)K.,4a+0 ; 

quindi; perchè possa corrispondere a una funzione tf{x , h) o ^x , a , Am) per la 
quale siano soddisfatte le condizioni dei §§. 21 e 53, occorre intanto evidentemente 
che la serie: 



(6) 



j^t ,a,h,)dt+ i i H,„ (a) j K«„ («+«) dt + H»„ (a)J K« , » («+<) d 



t + 



* 

per a compreso fìra a e 6 e per^ diverso da zero e compreso fra a — a e o fra e 
h — a ( b — a e— (6 — a) al più esclus. nel caso di a^^^a, o a=i ) siano convergenti e 
abbiano per somma una stessa quantità diversa da zero che cangia segno con t ma 
che del resto è indipendente dai valori scelti per a e per ^ f ra i limiti indicati. 

Oltre a ciò, se 64 è un numero positivo piccolo a piacere , pei valori di i fra 
a — a e — e|, e fra 6| e b — a (gli estremi ± (i — a) nel caso di a=a o a=6 al più 
esci.), la somma (5), che non è altro che la derivata rispetto a i della somma dei 
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primi n-f-l termini della espressione (6), deve per qualunque valore di n mantenersi 
numericamente inferiore a un numero finito; e inoltre pei valori di t compresi fra — s e e, 
ove 8 è un altro numero positivo piccolissimo che potrà anche dipendere dal valore che 
si co)isidera per a, la stessa somma dovrà soddisfare alle condizioni che si richiedevano 
fra e 6 per la funzione ^J?,A) in quelli dei teoremi dei §§. 24 o 89 che vorremo 
applicare; dunque quando tutte queste particolarità si verifichino, intendendo che 6 
sia la somma della serie (6) per t positivo si avranno i precedenti sviluppi (3) di f{x) 
pei soliti punti a fra a e 6 nei quali è finita, colle solite particolarità pei punti di 
discontinuità e pei punti estremi , e colle limitazioni o nò portate dai teoremi dei 
§§. 24 e 39 dipendentemente dalla natura della funzione ^(^ , a , hn) che ora viene 

rappresentata dalla somma (5) o da — ^y-, se 6„,< è la somma dei primi n-fl ter- 

mini della serie (6) . 

E così in particolare quando le condizioni suindicate rispetto alla serie (6) e 
j p 
alla derivata ,"^ della somma 6«,< dei suoi primi n+l termini siano soddisfatte, 

(X 
^(x^h)dx che 

si aveva nel cap. III.) per t compreso fra — e e e si mantenga numericamente inferiore a 
un numero finito qualunque sia n, gli sviluppi (3) per /{t) varranno per tutti i punti a 
negli intorni dei quali f{x) non fa infinite oscillazioni o almeno ammette una derivata 
che resta atta alla integrazione anche riducendola ai suoi valori assoluti; mentre se il 

prodotto t —f-^ col tendere a zero di t resterà numericamente inferiore a un numero 

finito, allora gli stessi sviluppi varranno pei punti a pei quali i rapporti incrementali 

'- — f-^ si mantengono sempre finiti, o almeno se crescono indefinitamente restano 

atti air integrazione fra e s anche ridotti ai valori assoluti ec; e per gli altri teoremi 
dei §§. 24 o 39 converrà aver riguardo anche alla funzione dei valori assoluti di 

,*"' o ai massimi e minimi di G„,^ per t fra — e e s. 

e» r 

58. Si aggiunga ora la condizione che ( come accade negli sviluppi conosciuti ) 
le funzioni Kn,*(a?) non differiscano dalle Hn,s(.r) altro che per fattori costanti 
pnya variabili 'soltanto dair una air altra, e per un fattore fisso F(x) funzione finita 
della X, per modo cioè che sia K„„(x) = p„„F(J?) Hh„(x). Allora la serie (6) si 
ridurrà air altra: 

(7) ff(t , a , ho)dt+ 2 ! P-^i Hn„(a) / F(a+0 H„, (a+0 di + 

+ P«,2 H „,2 (a) jFCa+O Hn,a (a+0 dt + ...+ p^^ H„,« (a) J F(a+0 Bn^{a+t)dtL 

mentre la espressione (5) che ora dovrà corrispondere a ^{t ,3i,An) diverrà: 

Sciemi Cosmolog. T. XVIL 12 



^90 



(•^) ^t 



d Q 



= ? (f , a , Ao) + 2 ]Pr^i ^"1 (a) Hr„ («4 + p,« H,„ (a) H,^ (a 4 f) + 



essendo al solito Gh,< la somma dei primi n-j-l termini della (7); talché si pnò ora 
affermare che se (dipendentemente soltanto dalla forma che dovrà avere la espressione 
analitica della funzione da svilupparsi, e non già dalla natura di questa funzione) si 
potranno determinare le costanti pn^^ ^Pmiì^'ìPnìm pei varìi valori di n e le funzioni 
¥{x) e ^t ,a,Ao) in modo: 1.^ che la serie (7) sia convergente per tutti i valori di a 
fra a e b e abbia per somma una stessa quantità diversa da zero per tutti i valori 
di t diversi da zero e compresi fra e 6— a, e per quelli fra a — a e abbia invece per 
somma — G (gli estremi ± (6 — a) nel caso di a=a o a=b al più esci. ); 2." che se «^ è 

d G 
un numero diverso da zero e positivo comunque piccolo la derivata — j~^ della somma 

Gn,« dei suoi primi n^-l termini qualunque sia n resti sempre numericamente, inferiore 
a un numero finito finché t è compreso fra a — a e — 64, e fra 6| e b — a (gli estr. ± (è — a) 
nel caso di a=sa a=b al più esci.); 3.^ che la somma G«,/ dei primi n-fl termini 

della stessa serie o la sua derivata — r^ per t fra — e e e soddisfi alle condizioni 

dt 

indicate in fine del paragrafo precedente; allora una funzione f{x) data arbitrariamente 

fra a e ò potrà rappresentarsi colla serie: 

ove : 

(10) Pn,.=i?H,./A^) F(^) H„,, {x)dx, 

Ja 

e ciò per tutti i punti a fra a e ò pei quali la funzione stessa f{x) è finita, colle 
SQlite particolarità pei punti estremi e per quelli di discontinuità, e colle limitazioni o 
nò portate dai teoremi del §. 39. dipendentemente dalle condizioni cui soddisfarà la 

somma suindicata Gm,« o la sua derivata — 3*)^ . 

at 

59. Se poi, come pure accade negli sviluppi conosciuti , il primo termine della 

serie (9) avrà la forma degli altri, per modo che la serie stessa j)0ssa scriversi: 



^ 2 ! P-M H«M (a) + p.« H„^ («) + .. +p,„ n.,« («) I , 



Yon Pfi,« determinato sempre dalla (IO), e se a questa serie Tintegrazione definita dovrà 
essere applicabile termine a termine almeno da a a ò, e si avrà: 



L 
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b 

F(x) Hn,. (X) H„, (x) d X = , 



a 

quando non sia n=p, s='t , allora dovrà essere: 

b 



ftf« 



(m 

■Ja 



?) F(x) H„„ (x) d X 
P 



2G rb 

OH»»„(x)dx 



/f(x; 



e quindi sarà : 



2G 



\Y{x) H«n,, {X) d X 



talché allora, onde lo sviluppo precedente per la solita funzione f(x) sia possibile nei 
soliti casi, bisognerà che la ^erie: 

l ri ^ ri 

^ i Hnn (a) / F(a+OH„, (a+Orf^ Hn,^ (a) / F(a+0 HH,2(a+0 di 

(n,2 '-f, + ■'^, ,-- + ...+ 

' / F(0 H^„ [t)At / F(0 H«„,j(0 dt ■ 

Ja Ja 

H„,» (a) / F(a+ H„» (a+0 d < 

H é 



/ F(0 H«„,„ (0 d < 

Ja 



(cui ora si riduce la (7) divisa per 2G) sia convergente e abbia per somma ^ P®r ^ 

positivo e compreso fra e 6 — a, e — ^ per i negativo e compreso fra a — a e 

(0 sempre esci, e gli estremi +(ò — a) tutt^ al più anch^essi esci, nel caso di a^^a 
e w=b)\ e oltre a ciò bisognerà pure che nei soliti intervalli da a — a a -^6| e da 6| a 

h — a la derivata —r^ della somma Gm,^ dei primi n termini di questa serie, che ora 

corrisponde alla funzione ^i ,ol^ hn) resti sempre numericamente inferiore a un numero 

j ri 

finito per qualunque valore di n, e questa somma Gn,< o la stessa derivata , ' sod- 
disfino fra — s e s alle solite condizioni dei paragrafi precedenti. 
Lo sviluppo di f{x) poi in questo caso prenderà la forma: 

(12) 2 ?nMHu„(a) + Jm«H:,,a(a) + .. + gn,«,H,,,«.(a) , 
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con: 

b 

f{x)Fix)H„,.{x)dx 

(13 ?«.. = 7^ , 

)Wn,.{x)ax 



Ù 



JYix 



e si avrà come abbiamo detto: 

(14) ?(^«i'i»)=-jr=2.2, T'-ft ^(^+'^' 

* ' / F(o H^„ (0 d t 

essendo Gn,« la somma dei primi n termini de'Ia serie (11). 

60. Tutto ciò è generale, né si esclude che le funzioni Hni« possano variare da 
un termine air altro della serie con leggi qualsiansi. Ordinariamente però le funzioni 
che si corrispondono nei varìi termini della serie, cioè le H|,tiH2t# , . • tHm* , . • ,noa 
costituiscono che una sola funzione nella quale oltre ad x figura un* altro parametro X 
che varia dalV una alP altra di esse , prendendo però uno stesso valore determinato 
per es. Xn nelle i» funzioni che figurano nello stesso termine, per modo cioè che 
si ha: 

H„,i (a?) = H, (X^ , X) , Hn,2 (a?) = Ha (Xh , a?) , . . . , H,.,« = Hp, (Xh,x) . 

Allora le serie (9) e (12) che devono servire allo sviluppo della funzione data 
/(x) si riducono respettivamente alle altre: 

(15) ^ J r(x)7 (X -a, a,Ao) dx+ ^ 2 ! P"M Hi (Xn,a)+P,^^ 



(16) 



con : 



2 |?~H H^ (X„ , a) + jn , 8 Hj (X„ , a) + . . + gH,m H^ (X.., «)! 



(17) ^ Pn„ = Vn^ f A^) F(^) H. (Xh , ar) rf X , 



(18) g„„= ^^ 



j f{x)F{x)E.(kn,^)dx 



I F{x) H,« (Xn ,x)dx 



essendo le pn,» quantità costanti da determinarsi; e onde essere sicuri che lo svilup- 
po {15) è possibile nei soliti casi pei valori di a compresi fra i due numeri dati o 
da determinarsi a e ò, bisogna poter determinare le costanti pnj§ in modo che la 
serie : 
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rt 00 , rt 

(19) J T(^ « , Ao) d < + 2 PhuH, (X„,a)y F(a+0 H, (X» , a+<) d < -\r 

l>„^Hj(X„,a) I F(a+0Hj(X„a+0d<4 ••+?«.« H«(X„a) / F(a+0H«(X„,a40<^< 



+ 



pei valori di t diversi da zero e compresi fra e h — a (è — a al più esci, per a=a) 
sia convergente e abbia per somma una stessa quantità diversa da zero che allora 
sarà presa per la quantità G che figura nella formola (15) stessa, e pei valori di t 
diversi da zero e compresi fra a — a e (a — h al più esci, per a=6) sia pure conver- 
gente ma abbia per somma — G, essendo G indipendente da ^ e da a; mentre onde 
esser sicuri che Io sviluppo (16) è possibile bisognerà invece che la serie: 

H, (X« , a) / ¥(a.+t) H, (X„ , a+0 dt Hj (X, , a) / F(a+0 H, (X, , a+0 

(20)2 { -ri + r-h ^ + •• + 

/ F(0 H,« (X^,0 d t / F(0 H,« (X«,0 à t 

H« (X« , a) / F(a+0 H«, (X^ , a+/d^ 

H 



00 



1 



•fa 



abbia per somma ^ per t diverso da zero e compreso fra e b — a e abbia per som- 
fi 

ma — ^ per t diverso da zero e compreso fra a— a e 0, (6 — a, e a — h al più esci, se 

a=a o oi==ò), e supposto ben inteso che in qiiest^ultimo caso si abbia sempre la formola: 

(21) 



/ F(x) H, (X, , X) H^(Xp ,x)dx = ^, 
Ja 



tutte le volte che non è al tempo stesso 9==f , n=^f . 

Oltre a ciò poi bisogna sempre che indicando al solito con G«,< la somma dei 
primi n+l termini della serie (19) o quella dei primi n della (20), la sua derivata 

— ^^ qualunque sia n resti sempre numericamente inferiore a un numero finito 
d i 

per i compreso nei soliti intervalli da a — a a — e^ e da e| a h — a; e bisogna inoltre 

che la stessa somma Gn,< o la sua derivata — rr- p«r i compreso fra — e e e soddi- 

sfino alle solite condizioni dei paragrafi precedenti. 

£ qutfndo poi effettuando le integrazioni che figurano in queste formole si 
troverìi per es. 



94 



rF(a+0 H. (In , a+0 <^ < - *. (>^h) j K, (X„ , a+0 - K. ()., , a) | , 



/ F(0 H/ 



(kn.t)dt = ^.{K). 



ore le {;• e 0« dipendono soltanto da Xn , e K« dipende anche da ciL-\-t o da a, allora 
le serie (19) e (20) diverranno respettivamente le seguenti: 

Ci QO m i \ 

(22) /?(<,«, h) d < + y« 2 p«,. A:. (X J H. (X, ,a) K(X, , «4-0 - K. (X„ , a) , 
JO 11 ^ ' 

(23) 2 2» ^^ H. (X, , a) K. (X„ , «4 f)- K. (X, , a) ; , 

nella prima delle quali le quantità ^'«(Xn) si potranno anche includere nelle costanti 

Pmft\ e per queste serie e per le somme Qn,/ dei loro primi m-|-1 o « termini, o per le 

derivate di queste somme, dovranno essere soddisfatte le respettive condizioni indicate 

sopra . 

61. I valori Xj,Xj,X3,.., che prende successivamente il paranebro X nei 

varii termini delle serie che qui si considerano sono dati ordinariamente come infiniti 

u parte degli infiniti di una funzione monodroma e continua u?(^) di una variabile 

1- 
complessa 2r, o come radici o parte delle radici della equazione trascendente — jz = 0, 

supposti per semplicità questi infiniti o infinitesimi X| , X^ , . . , Xn , . . , tutti di prim^or- 
dine, e reali però o complessi . 

Quando poi la funzione %v{z) non sia data avanti, ma si sappia che la distanza 
fra gli indici di due qualunque delle quantità X, ,X^ , . . , Xn , . . , non scende al disotto di 
una certa lunghezza diversa da zero d, allora per alcuni teoremi del Prof. Betti (*) potrà 
sempre costruirsi una funzione di sf monodroma e continua in ogni porzione finita del 
piano z che abbia le quantità X| , X^ , . . , X^ , . . per infiniti o infinitesimi del prim^ or- 
dine; quindi, ammesso appunto che gli indici delle quantità X| , X^ , . . , X^ , . . siano sem- 
pre a una distanza fra loro superiore a (2, noi potremo in ogni caso considerarle come 
infiniti o infinitesimi di prim' ordine, per es. come infiniti, di una funzione monodroma 
e continua w{z\ e potremo quindi introdurre sempre in calcolo questa funzione tr(^) . 
Con ciò noi troveremo dei teoremi generali che daranno il modo di determinare infiniti 
sviluppi per le funzioni di una variabile reale date arbitrariamente fra due limiti ; fra 
i quali sviluppi si trovano appunto quelli interessantissimi che si presentano nella 
fìsica matematica, e pei quali, a quanto so, non era stata data fin ora una dimostra- 
zione generale e rigorosa. 

Però onde giungere «a questi teoremi generali , ci è utile premettere delle 



(*) Teorica delle funzioni eUittiche del Prof. Betti negli Annali di Matem. del TortoUni, Voi. III. 
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forinole ( alcune delle quali io le credo nuove ) sulle funzioni monodrome e continue 
di una variabile coniplesusia. 

62. Sia perciò w{2) una funzione di z che è monodroma e continua nelPintorno 
del punto a, ma diviene infinita di ordine |JL in questo punto; e s' indichi con (p(z) un 
altra funzione di z che neir in tomo del punto a^ oltre esser monodroma e continua 
come tv{2r\ è anche finita. 

Il prodotto ^{z)w {z) («— a) , ove p è un numero intero e positivo, sarà 
pure monodromo finito e continuo neirintorno del punto a, e quindi in questo intorno 
applicando il teorema di Gauchy si troverà; 



'f{z) ii^{z) (^-a) ^^ = ? (a) A ^ + U {z) w P(z) {z-a) ^*1 (^-a) + . . + 

« / yP-P — 1 



+ - 



tf{z) wP{z) {9 



-«)'^P] 



it((tp— 1) 



ti quindi: 



?(#)w^ («) = 



y(a) A? 



+ 



^ (21) w " {z) (2?— a) ^^ 



[z — a) ^ ^ 



+ •■ + 



+ 



<f(g) tgP(g) (:g— a)t^P 



(fi»-!) 

- + «^1 w , 



ic (iijp— 1) (2;— a) 

ove A è il limite di u}{z){z^a)^ per z=a, w^iz) è una funzione monodroma finita 

e continua nell'intorno del punto a, e il simbolo \.^{z)fff^{z){z — ci)^^\^ indica il 

valore della derivata «^ di ff{z)uP{z){z — ay'^'nA punto a. 

Integrando dunque lungo una linea chiusa Ca che oltre al punto a non rac- 
chiuda altri infiniti né di ff{z) né di %jo{z\ e che si supporrà percorsa nel senso diretto 
si avrà di qui: 

r 7f*;>-n 

quindi se entro certi campi w{z) resta sempre monodroma e continua ma diviene 
infinita respettivamente degli ordini |i| , m « • • , |iii ; • • nei punti X| , X^ , . . , X^ « . . , sia 
che essa diventi o nò infinita anche in altri punti, e se ^{z\ essendo pure monodroma 
e continua , non diviene infinita negli stessi punti, indicando con C» una linea chiusa 
posta nei detti campi che racchiuda i punti X| , X^ , . . , X«i , e non passi per alcun 
punto dMnfinito né di ff{z) né di %d{z\ e indicando con TitTii-^iTm^ ì residui cor- 
rispondenti agli altri punti d'infinito di ^{z)wP{z) entro C», se pur ve ne sono, si 
avrà la formola: 
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(24) ^ f{^)tc%)dz-2-ir=^^ 



Xn 



'^{V^np—l) 



ove nella integrazione , ora e in seguito , la linea Cn s^ intende percorsa nel senso 
diretto; e di qui, passando al limite col far crescere Cn indefinitamente, si otterrà 
subito anche la formola seguente: 

25) lim^ / tf{2) te {z)dz — \ y^ \=^\ ^=^ ^-^ %^-J!^ 



( 

che varrà tutte le volte che uno dei due membri di essa abbia un significato. 

Son queste le forniole che volevamo trovare; e ora è facile vedere che in esse 
i termini del secondo membro si esprimono tutti pei valori di ff{z) e delle sue derivate 
nei punti corrispondenti X| , Xo , . . , Xn , . . . , e per quelli delle derivate negli stessi 

punti della funzione u(z) =— r-: inversa della funzione data te(2). 
'■ ir(2) 

Si osservi infatti che se a è punto d^ infinito d^ ordine |i di ir{z\ esso sarà nn 

infinitesimo dello stess^ ordine [t di t4{z\ e quindi u(z) per z=a si annullerà insieme 

alle sue prime ji — 1 derivate, e u^\a) sarà diversa da zero; talché applicando il 
teorema di Cauchy si. avrà: 



•^'«-«'^"-i^r-r^.' 



^^^^ \}^^Ìa.^ (fi (2-a) + . . . 

e di qui calcolando le varie derivate di iv^{z){z — a)*^^ e poi facendo 2=a, si tro- 

vera che esse vengono espresse per u (^i), u (a)..., ciò che dimostra appunto 
quanto dicevamo poc'anzi (*). 



(*) a). Notiamo di passaggio che facendo p=l la (26} ci dà la formola notevole: 

Ilm IO (a) (»— oi = A = — 7—\ — , 

1 

che determina il coefficiente A di z nello svilappo di «?(•); e questa nel caso particolare di «*=! dà Inogo 

(«—a) ^ 

1 
all'altra limu?(»)(« — a)=— -— - che potrebbe trovarsi sobito anche direttamente, e che ci mostra che « il residuo dì 

«'(a) 

« una funzione monodroraa e continua in nn ponto a ove essa diviene infinita del prim' ordine à T inversa della deri- 
« vata deUa funzione inversa •• 

b). È pur da notare che supponendo ancora p=ì le formolo precedenti ci mostrano che se a ò un infinito 



dì ordine pi di M?(»), il residuo di w(m) in questo punto è Lw(»)(»— or U , o il 



valore per «=aa di 
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63. In particolare dunque , supponendo che gli infiniti X| , X^ , . . , X« « . . . siano 

tutti del prim' ordine, e facendo p=l, e «=2 colP osservare che -ty-v® appunto il re- 
siduo Cn di tv{sf) nel punto Xn si ottengono le formolo seguenti: 

^.Uz) «<.) cf. - 2 T. = 2 e. ,(X0 =2 ^^ ^ 
(27) ; ""'*•/€» 1 1 1 «l.^J 

»»- « ' ,p'(X„) ?(X«)M"(X,) 



"'0, 



^.)^.M»-2T.-2i[#f-Dr5# 



le quali danno luogo alle altre ai limiti : 



(28) 






che saremo sicuri che sussistono appena si riscontri che uno dei due memhri ha un 
significato determinato . 

La seconda delle (27) poi cambiandovi ^{z) in f{z)^{z)^ si trasforma nell'altra: 



Jcl 



e questa vale qualunque siano le funzioni f{z) e ^{z\ purché siano monodrome e continue, 
e esse o almeno il loro prodotto non divenga infinito nei punti X^ , X^ , , • , X„ ; e con- 
tinua a valere anche al limite quando si riscontri che uno dei suoi membri conserva 
un significato determinato. 



1 a^-UuW(.) .u^^+X . 



^^^^ _ -«.,...,., . + •• J » P®^ ™°^° ^® questo residao si esprime sempre per le 

deriyate di ordine f*, /*+!.. ..della funzione inversa «(a) di te (•) prese nel punto a. 

c). Noteremo inoltre che cambiando <?(•) in -^^, » e intendendo che la nuova funzione ?•(») sia ancora mo- 



iiodroma e continua entro Cn e le 7r siano ora i residui di ?(«)uj«'(«) ^nei punti d'infinito «, .«i-.-di questa fun- 
zione diversi da >,,>iv., ).»»•.» e »' non sia un punto d'infinito né di f{*) né di w (»}, basta osservare che la som- 
ma precedente J y^ conterrà anche U termine ?(«') to^(i') per ottenere subito dalla (25) la formola seguente: 

1 ir(fjt„l>— 1)L «— • JAn ^ Wi •^^ Ir"' 

che saremo sicuri che vale appena si riscontri che uno del termini del secondo membro ha un significato, e servirà 
perciò in tal caso a dare uno sviluppo di ?>(«) w^(») . 

S'intende bene come queste osservazioni possano riescire utilissime nella teorica delle funzioai di una va- 
riabile complessa. 

Scienze Cosmclog. T. XVII^ *^ 
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NelP ipotesi dunque che la funzione ^{z) soddisfi anche alla condizione 
^'(M uQ<n) — 4K^) w"(^») = 0, la formola plrecodente dà luogo alle due: 

(29) ! 

delle quali la seconda non può assicurarsi che sussista altro che quando si riscontra 
che uno dei due memhrì ha un significato determinato ; e poiché si soddisfa alla con- 
dizione che si ha per ^{z) prendendo ^(z) = 7:{z) u {z\ ore 7r(z) è una funzione che è 
monodroma al solito e continua^ e la cui derivata è nulla nei punti X| «X^,.., Xn^...si 
hanno anche le formole seguenti: 

""■ifìzXf' •<'"'<^' *' -?^' ì = - |^W=^- ?»'<^' "<^' [^Jx.' 

la seconda delle quali sussiste soltanto quando si riscontri che uno dei suoi membri 
ha un significato determinato ; e in queste le Yr sono i residui della funzione 
^{z) t:{z) wXz) nei suoi punti d^nfinito diversi da X, ,X2,.*Ani-* ^ ?W ® ^^W sono fun- 
zioni di z monodrome e continue che non divengono infinite in questi punti, e la se- 
conda delle quali gode della proprietà che la sua derivata nXz) è zero nei punti stessi 
X| , Xj , . . , Xn , . . , per modo che se u{z] è sempre finita entro Chi o diviene infinita sol- 
tanto di ordine superiore al primo coi residui uguali a zero, indicando con y{z) una 
funzione sempre monodroma finita e continua, si potrà prendere i^\z)=^/jiz)u{z\ ovvero 

7:{z) = 1 x{^) ^{^) ^ ^ 1 giacche V integrale / y^z) n{z) d z verrà ad essere monodromo 

e continuo, ec 

Formole analoghe si avrebbero facendo p=3, 4,.. nelle (24) e (25), 
64. Ciò premesso, torniamo a considerare le serie del §. 60, supponendo appunto 
che in esse le quantità X| , X^ , . . , X,. , . . siano infiniti di prim^ ordine di una funzio- 
ne w{z) monodroma e continua a distanza finita in campi che contengono i punii 
^1 1^ 1 • • f ^f • • ; 6) ponendoci dapprima nel caso più genorale della serie (15), cer- 
chiamo di soddisfare alle condizioni che allora si hanno per le serie (19) e (22) e per 
la somma Gn^t dei loro primi n termini. 

Ci serviremo per questo delle formole che abbiamo scritte sopra: 
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(30) 






00 

che danno il modo di esaminare la sgmma dei primi n termini della serie \cm7(Xn), 

e questa serie stessa, o le due formate dalle parti reali e dai coefficienti delP immagi- 
nario dei singoli termini; e profittando della tanta arbitrarietà che si ha in ^(^), e 
limitandoci a scrivere le formolo relative alla serie (19) giacché per passare poi a 

quelle relative alle (22) basterà porre invece di / F(<x-{-OH,(ji ,«-{-<) (2 < il valore cor- 

rispondente A;,(«) } K,(# , a-f"0 — K»(' >*) ) » procureremo di ridurre il secondo membro 
della seconda di queste formolo alla parte: 



00 f« rt 

2 2.P- H. (X« , a) / F(«+0 H. (X, , a+Od< 
1 " 1 *^0 






^0 

pei varii valori di a e ^ che devono considerarsi siano funzioni di z monodrome e conti- 
nue ove Io è u^^), e non divengano infinite ne complesse nei punti X| , X^ , • • » Xm , ... 
Per questo, gioverà evidentemente di prendere: 

m rt 

1 Jo 

ove le ^^{z) , 9j(^) , . . , ^m{z) sono w funzioni di z da determinarsi, monodrome e con- 
tinue come w{z\ che possono anche essere tutte eguali fra loro, e anche esseie tutte 
costanti, e oltre non divenire infinite nei punti X^ , X, , . . , Xn , • . i devono esser tali che 
la funzione tf{z) non divenga infinitesima in questi punti, o almeno vi deve essere una 
classe di un numero infinito dei punti stessi che non sono infinitesimi di ^{z) per 
nessuno dei valori di a e di ^ che occorre di considerare. 

Ora con questo valore di y(^) la prima delle formole (30) diviene: 



(31) _L / w{z)dzy^ ff(z) H, (2r,a) / F(a+0 H;(« , a+0 d ^ - ^Tr = 

n m rt 



100 

ove le Ti 1 Ys 1 • • ) Ym ^^^^ ^ residui della funzione sotto il segno integrale corrispon- 
denti ai punti d^ infinito diversi da X^ , X^ , . . , Xn ($6 ve ne sono) che caiono entro €«; 
e quindi, separando in questa equazione la parte reale dalla parte immaginaria, s* in- 
tende subito che se avvarrà che per a compreso fra certi numeri a e b dati o da 
determinarsi convenientemente, e per t diverso da zero e compreso fra e b — a {b —a 
al più esci, per a=*=a) la parte reale della quantità: 

1 /• w ri. nin 

(32) ^. / uiz)dz\^.{z)B^z,a) F{oi-\-t)B.{z,a+t)dt- ^^r 

abbia un limite determinato e finito x(^iO che come funzione di i fra gli stessi limiti 
0, e b — oc (0 esci, ec.) è una funzione finita e continua che ammette una derivata 

parziale r-^ finita e atta alla integrazione da a b — a, e se lo stesso accadrà per t 

et 

compreso fra a — a e ( esci. ec. ), indicando in generale col simbolo [a]o la parte 
reale della quantità a, si avranno le formolo seguenti 

X(«, +0) = - / S7 d^ + 2 n 2. ^•' ?• ('^"^l H- ^^- ' «) / ^(«+0 H, (Xn , a+0 d t, 

^0 ^^ Il ® •/o 

rt. co m fi 

X(a,-.0) = -J ^c?^ + 2n2.i:^n^(X.)]^H,(X,.,a)J F(a+0 H,(Xh , a-f ^ ^ 

che varranno respettivamente per t diverso da zero e. compreso fra e b — a {h — a al 
più esci, per a>^a) e per t diverso pure da zero e compreso fra a — a e (a — b al più esci. 

per a=t); e in queste formolo ^ potrà anche essere discontinua o infinita per ^=0. 

Di qiiì apparisce che se la funzione x(^i^) ^^^^ discontinua per ^=0 per modo 
che 5((<*f +0) e x(^» — ^) siano diverse da zero e siano uguali e di segno contrario e 
indipendenti da a, rimarrà intanto soddisfatta la condizione relativa alla convergenza 

e alla somma della serie (19) quando si prenda ?(^,a,Ao)= — rr i /'«?•= [<^nT»(X»i)3o 

V X 

e conseguentemente G=x (a, +0) . 

Colle notazioni precedenti poi si verrà ad avere: 

Jru n m ri 

Q ^^^ + 2r 2. t^^ ?• W] H. 0^. » a) J F(a-f H,(X, , a+0 d ^ = 

-^=7(<,«,A») jf+2^2.[<V?.(Xr)LH.(X,,a)H.(X,,a+0F(«+0 = 
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= -^ + ^J2^y^«'W<i*Ì?.(«)H.(^,a)JF(«,0H.(;s,a+0rf<-2'rr 

e se 6| è un numero positivo piccolisirìmo, per t compreso fra a — a e — S| e fra S| 

e ò— a (a=a o a=J al pia esci.) questa quantità "^S o ( U che è lo stesso) 

la derirata rispetto a t della parte reale della espressione (32), dovrà restare numeri- 
camente inferiore a un numero finito qualunque sia n; e quando queste condizioni 
siano soddisfatte allora per concludere che lo sviluppo (15) è applicabile alla funzio- 

ne fXx) nei soliti casi basterà vedere se la somma G»,< o la sua derivata ^ . per t 

ut 

fra — 6 e e soddisfa alle solite condizioni dei paragrafi precedenti; e in particolare . 
quando (limitandosi a considerare f{x) nei punti a negli intorni dei quali essa non fa 
infinite oscillazioni o ha una derivata che resta atta alla integrazione anche ridotta 
ai valori assoluti) si richiederà soltanto che 6»,/ debba essere sempre finito fra — s e t, 
allora basterà verificare questo per la solita parte reale della espressione (32). 

E se avverrà che per un numero finito di valori di t fra a — a e — e^ o fra e^ e b — a 

non sia soddisfatta la condiz^ione che ^ **' resti numericamente inferiore a un numero 

finito qualunque sia n, o si sarà incerti allora bisognerà che la funzione f(x) sia tale che 

r integrale del prodotto /][a-|-0 ~T7^' ^ quello del prodotto di f[oL-^t) per la derivata 

rispetto a t della parte reale della espressione (32), esteso a intomi sufficientemente 
piccoli degli stefeisi punti la cui ampiezza non dipenda da n, sia numericamente inferiore 
a quel numero che pia ci piace qualunque sia n, e ciò anche riducendo il prodotto 
medesimo ai suoi valori assoluti C^) ; e quando questa condiziono si trovi soddisfatta 
non occorrerà fare le altre verificazioni su Qn^t pei valori particolari di t ora indicati. 
Oli stessi risultati si hanno se invece che per la parte reale della espressione (32) 
le condizioni qui indicate si verificano pel coefficiente delP immaginario, intendendo 
però allora ohe il simbolo [a}o indichi il coefficiente deirimmaginario di a; quindi si ha 
così un teorema generale che, sebbene di un enunciato assai complicato per le varie 
condizioni che porta, e per la generalità che voglio ancora conservare, mi sembra però 
di molta importanza, come apparirà chiaro anche dalP applicazioni che poi ne farò; e 
questo teorema è il seguente: „ Se pei valori di x in un conveniente intervallo dato 
o da determinarsi {a , b) le in funzioni H| {z , x), H^ (2? , a) , . . , Hw ( 2r , x) sono 
anche funzioni monodrome e continue della variabile complessa z in campi che 



(*) Ciò è con 'egoenia deUa «ireostansa che sotto certe oosdizioni il teorema del §. 22, paò estendersi al caso in cui 
la foBSÌone ivi indicata oont(«/^) non resta finita in alconi pantl fra a, b, si è incerti; poiché, esclnJendo questi pnnti 
con piccoli intorni quando essi sono in nomerò finito, si troTa che il teorema medesimo continua a sussistere anche 
in questo caso tutte le volte che qualunque sia * rinterrale del prodotto /T«) ?(*»*) esteso a intorni safBciente- 
mente piccoli dei punti medesimi la coi ampiezza non dipenda da h si mantiene nomenoamente inferiore a quel nomerò 
che più ci piace anche rHncetido il prodotto stesso ai suoi ralorl assolati. 
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, contengono i punti indici delle quantità reali o complesse X,,Xj ,..,X«,.. , nei 

» quali punti le funzioni stesse H|,Fl2,..,H», hanno valori reali; e se queste quantità 

„ X| , X^ , . . , X„ , . . sono date come infiniti o parte degli infiniti di prim' ordine di una 

„ funzione pur monodroma e continua negli stessi campi fr(^X o come radici o parte 

. delle radici della equazione trascendente — 7-r =Ó, almeno sono quantità tali che 

y, con esse, sole insieme ad altre, si possa costruire una tal funzione fc{z) che le 

y, abbia per infiniti di prim' ordine; allora, una funzione f{x) della yarìabile x^ data 

9 arbitrariamente neirintervallo (a, 6) potrà svilupparsi nei soliti casi per ogni pun- 

,, to a di questo intervallo in serie della forma: 

(33) 2Q j m ?(x-a,a,A,)dx+ ^ ^ p-'i ^i (^n^«) + Ph,ìH, (X.,a) + . . . + Pn,« H«. (Xn,*) 
» con 

(34) Pn,. = i>n,. / f{^) F{X) H, (X,,.T) dx, 

j, essendo G e pnM costanti determinate, e F(a7) una funzione reale e conreniente di x\ 
« e ciò tutte le volte che riescano soddisfatte le condizioni seguenti: 

1.® , che si possano iirovare m funzioni di z ff^{z) , tfj^z) , . . , ^m{z) tali che la 
„ funzione : 

m ri 

T (^) = 2 9'(^) H.(2^ , a) / F(a+0 H,(^ , a+0 ^ ^ 

;, risulti monodroma e continua nei soliti campi suindicati; e che al tempo stesso 
, indicando con TitT2«-«T«N i** ì residui della funzione ff{z)io{z) nei suoi punti 
, d' infinito v^ , v^ , . . , Vm , . • diversi da X| , X^ ,..,Xhi.m ^ descrivendo una linea chiù- 
, sa Gn entro gli stessi campi che non passi per alcun punto dMnfiuito della medesima 
n funzione f (2;) u?(^) ma contenga nel suo intemo i punti X|,X2,..,Xm e tutt'al più anche 
, gli altri punti V| , v^ , . . , Vm 1 si trovi che la parte reale (o il coefficiente delP imma- 

, ginario ) della quantità : 

(35) ^. / f{z) uiz) dz-2lr = ^. I fc{z) d02 T(^) H.(^ , a) / F{a^t)E.{z,aL^0dt-2 > 

» pei valori di i compresi nei soliti intervalli (a — a, — S|),(6i,& — a) abbia una derivata 

9 il cui valore assoluto è inferiore a un certo numero finito, qualunque sia P ampiezza 

, della linea G,,; e di più, col crescere indefinito di Cn la parte reale o il coefficiente 

„ deirimmaginario) della quantità stessa (35) pei valori di a fra a e 5 ( a e ft al più 

„ esci.) e pei valori di t fra a — a e b — a abbia per limite una funzione x(^«0 ^^®t 

„ oltre essere finita e continua per tutti i valori di i fuorché per ^s=0, ammetta pei 
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, valori di t diversi da zero una derivata determinata r^ finita e att» nlla integrazione 

« fraOe b — a e fra a — a e 0, e sia tale altresì che le due quantità x(®i+0)i X(**» ""0) 
, siano diverse da zero uguali e di segno contrario e indipendenti da a. 

r.® che pei valori di t fra — e e s la quantità che ora corrisponde alla Qn^t- 



-X'i'^+feX^^')'*^^^'^-?^' 



1 




, [ ove s' intende che il secondo termine sia la parte reale ( o il coefficiente dell' im- 
, maginario) del termine stesso], o la derivata di questa quantità soddisfino alle 
V solite condizioni dei paragrafi precedenti pel valore a che si considera ; e nel caso 
9 particolare in cui ( considerando la funzione f{x) soltanto nei punti a nei cui 
9 intorni non fa infinite oscillazioni o ammette una derivata che resta atta alla inte- 
„ grazione anche ridotta ai suoi valori assoluti ) ci si limiti a richiedere che fra 
, — e e 8 Qn^t debba restar sempre numericamente inferiore a un numero finito, allora 
, basterà che questa condizione si trovi soddisfatta per la parte reale ( o per il coef- 
„ ficiente dell' immaginario ) della solita espressione (35) ,, . 

E se avverrà che per un numero finito di valori di t fra a— a e — Sj o fra 
ej e h — a la derivata rispetto a t della espressione (35) non sia numericamente infe- 
riore a un certo numero finito qualunque sia l'ampiezza di Cu, o si sia incerti, allora 

bisognerà che il prodotto di questa derivata per floL-^-t) o l'altro /1[a-f ~vt" soddisfi 

u t 

alla condizione indicata sopra . 

Queste verificazioni poi, anziché sulla parte reale o sul coefficiente dell'imma- 
ginario della espressione (35) o sui loro limiti, potranno farsi talvolta con maggiore 
facilità sulle parti corrispondenti della somma o delle serie che loro corrispondono 
secondo le formole precedenti. Ordinariamente poi la derivata della espressione (35), 
oltre che sdtto la forma : 

n m 

che risulta dalla (31), potrà porsi anche sotto l'altra: 



F(a+ 
2 



^/K^)2?.WH.(^,a)H.(^,a+0(i^-^,2'f' 



e le verificazioni relative potranno farsi sulla parte reale o sul coefficiente dell' imma- 
ginario nelP una o nell' altra di queste espressioni ; e quando in un modo o in un 
altro le indicate verificazioni siano state fatte, allora potrà dirsi che nella serie (15) 
si ha: 
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/ T(^a.*o)=-5| 1 P«..= [c.?.(>H.)]o ,G=x(«.+0), 

n m 

(36) ; + 2. S. t^^ ^•(^••)]o H. (V , a) H, (X. , a-\-t) F{a+t) , 

n m /•f 

il' -/o 

ove C|,Ci , • . , (?ii ,..,8ono i residui di m;(0) nei punti d^infinito X|,>^,..,Xm,.*; in x(*t±0) 
deve prendersi il segno + o il segno — secondochà nella formola il ^ è positivo o 
negativo; e i simboli [ \ indicano, secondo i casi, la parte reale o il coefficiente del- 
r immaginario della quantità entro la parentesi. 

Ordinariamente poi potranno invertirsi -le integrazioni relative a t e a e, e 
talvolta facendo questa inversione i calcoli potranno ridursi più semplici. 

65. Merita inoltre di essere notato che , in forza delle nostre ipotesi e della 
equazione (31), se si troverà che i prodotti Cr^t Q^) sono reali (o puramente imma- 
ginari! ) altrettanto dovrà accadere della espressione (35) e della funzione x(* ? 1 ^ 
quindi le verificazioni potranno farsi senz^ altro sulla espressione stessa e sul!a sua 
derivata ec. ( o su queste quantità divise per i ); V immaginario venendo a sparire di 
suo a calcoli eseguiti. 

Se poi, senza stare a distinguere la parte reale dalla immaginaria nella espres- 
sione (35) e nella sua derivata, troveremo che si verificano pei moduli le particolarità 
che sopra si chiedevano pei valori assoluti delle partì reali ( o dei coefficienti dell^im- * 
maginario); e oltre a ciò troveremo che per.n=oo la intiera espressione (35) ha un 
limite determinato e finito ( reale o complesso ) ; e indicato ancora questo limite con 
y(a , t\ esso gode delle proprietà dette sopra, o anche, senza soddisfare alla condizione 
X(a,-|"0)= — x(*t — ^)i ® ^*l® c^® s^^^ diverse da zero, e eguali e di segno con- 
trario le parti reali di x(* » +0) e -/(a , — 0) , o lo sono le parti immaginarie ; allora 
le condizioni del teorema rimarranno tutte verificate di per sé sulle formolo che si 
ottengono prendendo soltanto la parte reale delle quantità che vi figurano, o prendendo 
soltanto i coefficienti delle parti immaginarie; talché lo sviluppo (33) sarà certamente 
applicabile . 

È per questo appunto che, senza distinguere nelle nostre formole la parte 
reale dalla parte immaginaria ; le verificazioni verranno fatte da noi sulla intiera 
espressione (35) o sulla sua derivata; colP avvertenza soltanto che quando si trovi che 
qualche condizione non è soddisfatta e i coefficienti Cr^$Q<r) sono complessi, allora 
converrà passare a considerare separatamente le parti reali o le parti immaginarie. 
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potendo darsi per es. che rindeterminazione nel limite della espressione (85) provenga 
dalla parte immaginaria e non dalla parte reale, ec. 

Giova però avvertire che se nel fare queste verificazioni enlla intiera espressio- 
ne (35) si troverà che la sola condizione non soddisfatta è quella relativa alle parti 
reali o immaginarie di yia , +0) e y(a, — 0), e si avrà /(a^+O)^!!-!-**^! xi^i — 0)«*=p+*(3, 
senza che sia né |j«= — p , né v= — o; allora fatta eccezione soltanto pel caso in cui si 
avesse pv — [j.o=0, potremo sempre determinare infiniti numeri reali p e q pei quali 
si abbia \ip — v^ = — (pp — og), ovvero (lA+p)p — (v-j-o) g'«=0 , senza che [ip — y^q 
sia uguale allo zero; e quindi se alle funzioni 'f«(^) sostituiremo le altre {P'\-iq)'fJiz) 
rimarrà soddisfatta anche la condizione che dapprima non trovavasi verificata. 

G6. Aggiungiamo ora che, come notammo sopra, le funzioni 9i(^),yi(2^),.. 9m(2') 
non possono divenire infinitesime in ciascuno dei punti Xj , X^ , . . Xm , . « ; ma questa 
condizione (cui pure talvolta gioverà di tenere mente nel fare la determinazione delle 
funzioni stesse ) sarà soddisfatta di per sé quando lo saranno le altre condizioni poste 
sopra . E quando, come ordinariamente accade , i punti Xj , X^ , . . , X,» , . . sono tutti da 
una stessa parte di uno degli assi x e ìjy per es. a destra di quello delle y, allora 
potrà prendersi per linea Gn una linea che sia ancV essa tutta a destra di quest^ asse, 
come ad es. Passe delle y e una mezza circonferenza col centro air orìgine, o un 
rettangolo di cui un lato sia sulP asse delle 9, quando però non vi siano punti d* infi- 
nito di <p{z)tv{z) su quest'asse, altrimenti escludendo questi punti con piccoli semi- 



/' 



cerchi, ec... In questi casi poi Pintegrale / <p(z) w{2^) d z esteso ad alcune porzioni di 

Cn potrà talvolta essere zero identicamente, o tendere a zero al crescere indefinito 
di Gh, e allora questa parte potrà tralasciarsi senz'altro; e così per es. se l'asse delle y 
farà parte di Gn e la funzione tp{z)w{z) cambierà soltanto di segno al mutare di z in z^ 

o almeno questo avverrà sull'asse delle y, allora nell'integrale / if{z)uiz)dz potrà tra- 

JCn 

lasciarsi la parte estesa all'asse delle y, poiché essa sarà zero identicamente, ec. 

1 r *"" 

67. Lo studio della differenza s— . / ?WK*)^^ — "S Yn ove G'« è l'intiera li- 

nea Gn quella parte di essa che, secondo quanto abbiamo detto, basterà di conside- 

00 
rare, presenterà spesso difficoltà assai gravi . Giova però notare che se la sene \ Yr 

1 

si ridurrà a un numero finito di termini o si saprà che é convergente, allora nel 
cercare per es. il limite della indicata differenza (0 delle sue parti reali o immagina- 
rie), basterà limitarsi a considerare l'integrale g^. j ^{z)tc{2)d2; e se il prodotto ^z)w{z) 

quando il modalo di z sia «efficientemente grande si potrà porre sotto la forma 
P(a , ^ , 2) -{- A(a , < , e), ore per a e ^ compresi fra i soliti limiti (dati o da detenoi- 
Sciniii Cotmolog. T. XVll U 



1 
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narsi ) P(^ « ^ i ^) è sempre monodroma e continua entro le curve G» e dÌTiene infinita 
in un numero limitato o illimitato di punti (i| , a^ , . • coi residui fr^ , ò^ , . . che in 
generale dipenderanno da a e da I, mentre A(a,^,z) è tale che l'integrale 

/ À(a ,i ,z) dz al crescere indefinito di Cn abbia per limite zero o una quantità cono- 

sciuta A^a,^), allora la quantità da considerarsi si ridurrà alP altra: 

- — / P(a , f , t) d 2 + ~-(r~^ — 2 Tr 1 e basterà vedere se il limite di questa (o della 

27tf p' ^ X t 

*" n 

sua parte reale o del coefficiente dell* immaginario ) darà una funzione x(a,0 che 
soddisfa alle condizioni generali poste sopra. 

Nel caso poi che C „ sia V intiera linea Cn e non vi siano su essa punti d* in- 

1 r 

finito di P(a , ^ , 2), air integrale 5-. / F{a^t ^z)dz potremo sostituire senz* altro la 

somma ^K dei residui di P(a,^,z); mentre se C'n è soltanto una parte di Cn ed è 
percorsa nel senso diretto, formando con questa parte C'n e con un altra linea C"h 
un contorno chiuso che non passi mai per alcuno dei punti a| , a^ , . . , e che potrà 
anche essere la intera linea primitiva Cn , noi potremo sostituire air integrale 

— / P(a ^t ,7)dz la somma S br dei residui, con più V integrale ^r— . / P(a,^,2)i: 

esteso alla linea aggiunta C"n percorsa convenientemente. 

Rispetto poi air integrale / A(a , < , t) d z farò osservare che quando C'n sarà 

-C'n 

i 
una porzione di cerchio di raggio p, allora, avendosi su C'n 2=pe ,d2=»2f(l9, e 

rintegrazione rispetto a 6 venendo a farsi fra limiti finiti, l'integrale stesso al crescere 

indefinito di C'm verrà ad avere per limite zero tutte le volte che su C'n la funzione 

z A(a , ^ , 2) finisce per avere un modulo sempre inferiore a un numero arbitrariamente 

piccolo in tutti i punti di C'n, o fatta tutt' al più eccezione per un numero finito di 

punti nei cui intorni però il detto modulo resta ancora finito, ec. 

Queste osservazioni ed altre simili che caso per caso si presenteranno spesso 

spontaneamente, potranno tornare utili anche per gli altri studi che dovremo fare sulla 

1 r ffln 

diflferenza ^— . / f{z)w{z)ds — V Yr per applicare il teorema enunciato sopra. 

^^'-^'C'n 1 

68. Ma la difficoltà più grave per Tapplicazione del teorema del §. G4. proverrà 
di solito dalla ricerca che sarebbe da farsi delle funzioni <p^{z) , 9^(2) , . . , 7m(^). 

In certi casi però queste funzioni si trovano subito; e d'altronde, poichò il più 
spesso invece degli sviluppi (15) si hanno da considerare quelli più particolari (16), la 
indicata difficoltà nei casi ordinarli viene a sparire di per sé; perchè essendo dati allora 
anticipatamente i coefficienti ;>«,« e alle serie (19) o (22) venendo a sostituirsi le (20) o (23) 
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nelle quali tutto è già conosciuto, si vede subito come debbano essere scelte le fun- 
zioni ^^{z) , ff<^{») , . . , ^m{fi) 1 o la funzione ff{e) che comparisce neir integrale 



2^-JtW«K^) d'- 



In questo caso infatti, per potere applicare le formolo (30) conviene ridurre la 

serie \ Cn?(X„), o V altra \ -r~-r-OYe u{z) è l'inversa di w{2\ alle forme (20) o (23); 

dunque, limitandosi al caso della serie (20), evidentemente la funzione rf{z) dovrà ora 
determinarsi colla formola: 



H.(^,a) / F(a+OH,(^,a^-Orf 



t 

* / F(0 E.%z , di 

ove la 7Cj(a,f,2;) è una funzione monodroma di 9 che si annulla nei punti 
^i,X2i..,/wM,.. ma che del resto è arbitraria , e quindi può anche prendersi 
uguale a zero senz' altro , o in quel modo che più tornerà adatto pei calcoli da 
farsi; giacché (come anche del resto potrebbe vedersi direttamente), non venendo 
essa a figurare nel secondo membro della formola (20), non può alterare il valore 
del primo membro . 

Così facendo la prima delle (30) ci darà la formola: 

r .» n .„ H.(X,,a)/F(a+OH.(X,,a+Od< 

^-5jU(»)^.)d, -^ ,,-2,^ Ti ■ 






t)dt 



ove ff{z) è data dalle formolo precedenti, e le Yr sono i residui di ff{z)u3{z) nei punti 
d' infinito entro Gn diversi da X^ , X^ , . . . , X«, , . ., talché evidentemente la questione della 
possibilità o nò di rappresentare la funzione f{x) data fra a e 6 con una serie come 

la (16) viene ridotta all' esame della differenza ^ — -. / ^{z) w{z) dz — Y Tr la quale ora 

alti ir* ^" 

contiene V immaginario soltanto apparentemente ( perchè il secondo membro della 
formola precedente è reale ) ; e per a compreso fra a e b questa differenza deve 

avere per limite ^quando t è diverso da zero e compreso fra e b — a, e — -jr quan- 

do ^ è pure diverso da zero e compreso fra a — a e (gli estremi ±{b—a) al più 
esci, per a=a o as»fr); e per questa differenza si dovranno avere inoltre le varie par- 
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tìcolarità ehe si rìchiedeyano nel caso precedente, intendendo però ora che la quantità 

allora indicata con x(<* i debba essere per t positivo e — ^ per t negativo. 

In questo caso particolare dunque il teorema del §. 64. prende P enunciato più 
semplice seguente: « Posti gli stessi dati che nel tec^rema del §. 64. con più la con- 
„ dizione che si abbia : 






(37) / F(a?) H,(X„ , x) H<(Xn ,x)dx^Q 

^ quando non è al tempo stesso s=iy w=p, si può assicurare che una funzione di 
,, una variabile reale x data arbitrariamente fra a e & si svilupperà nei soliti casi 
X secondo la serie: 



(38) 



00 , V 

2a )««'« "i(^ ' ") + ?"'« °^ 1 a) + • • . + 2H,m H« (X„a)| , 
1 ^ ' 



ove: 



\f{x) F(;») H^, , X) dx 
(39) 5„,.= " 



I F{x)U,\\n,x)dx 
Ja 



tutte le volte che ponendo: 



H.(3r,a) / F(«+OH.(«,a-|-0<i« 
J(S 






* / F(0 H,«(* ,t)dt 

Ja 



questa fomione ff{z) pei valori di a e di < che si considerano risulta una funzione 
monodroma e continua di z entro i aoliti campi C., tale che la differenza: 



(40) 2^. / ^z) w{z) <i« - 2 Tr 



per a compreso fina ebo^eial più esci.) al crescere indefinito dì C«t abbia per 

limite ^ quando ^ è fra e h — a, e — ^ quando t è fra a — a e (0 sempre esci.) 

e di più per ogni valore di n e pei valori di t compresi nei soliti intervalli da a — a 
a — 8| e da 6| a h-^-a la stessa differenza ha una derivata rispetto a i sempre infe^ 
riore a un numero finito, e BÌmihne&te pei valori di i compresi fra — s e e la 
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9 differenza medesima ha un valore numericamente inferiore a un nujoa^ro. ^nito, o 
„ soddisfa alle solite condizioni dei paragrafi precedenti „. 

Al solito poi se la derivata rispetto a t della espressione (40) per un numero 
finito di valori di t negli intervalli da a — a a — e^ e da S| a S— a non si mantenga 
sempre numericamente inferiore a un numero finito o si sarà incerti, il prodotto 
di essa per f{oL-\-t) negli intorni degli stessi punti dovi*à soddiisfare alla condizione 
d' integrabilità che si aveva negli stessi casi per f{oi-\-t) Qnyt nei paragrafi precedenti; 
e allora per questi valori eccezionali di t non occorrerà fare le altre verificaaioni 
sulla ^differenza (40) . 

Né si deve dimenticare che in queste formolo la funzione 7:^{aLjt^2) potrà, come 
fu detto sopra, essere presa uguale a zero, o anche in quell'altro modo qualsiasi che 
più renderà agevole V esame della indicata differenza (40), con che però essa si annulli 
nei punti X] , X^ , . . , X«» , . . ^ e sia monodroma e continua esitro Om« Al variare poi di 
questa funzione n^{a^iyZ) varieranno naturalmente, come 9(2), anche le qiiantità yr che 
sono i residui di ^z)w{z) nei punti d'infinito diversi da X^ ,X{, ..,X|| , . .; e in ogni caso 
per r esame della differenza (40) potranno giovare le considerazioni del paragrafo 
precedente . 

69. Se invece delle (30) si usano le altre formole simili [che abbiamo date 
nel §. 63, si trovano dei teoremi analoghi a quelli dei paragrafi precedenti che in 
certi casi possono servire mpglio di questi per esaminare se sia possibile sviluppare 
la solita funzione f[x) secondo le serie (15) (16). 

Limitiamoci infatti a considerare il caso più' comune della serie (16), e ricordia- 
mo che nel §. 63. si trovò la formola: 



ii.jfj(.) «.)«.«(.) ^»-|r- 2 ^f^ 



2i: 

ove tf{z) , w{z) , t({z) e Yr hanno i soliti significati generali del §. 63 *stesso , e la 
funzione ^z) è anch' essa monodroma e continua entro Cn e soddisfa alla condizio- 
ne <J>'(^«) m'(Xh) — <|>(Xn) w"(Xn)=0 per modo che può prendersi sempre ^{e) = 7:{z)u'(z) 
ove r:{z) è monodroma e continua entro Cn e la sua derivata "si annulla nei punti 
X| , X^ , . . , Xh , . . ; e se vorremo servirci di questa formola per studiare la serie (20) 
e la somma dei suoi primi n termini, converrà potere determinare f (0) e ^{9) in modo 
che si abbia: 



?'(x-) ¥K) 



H.(Xh, a) / F(a-M) H.(Xh,«+0 dt 



u'M ~? ri 



l 



F(0 H,«(X, ,t)dt 



con: 

«|»'(Xh) m'(X,) - ^) u"Q^) — 0, 
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Per qneato bast«rà che sia: 



^^ u\z)^E.(z , a)j¥{a+t) E.{z , a+0 d t 



) / F(0 E.\z , 







con: 

ove 9r|(a , ^ , 2^) deve essa pure essere monodroma e contìnua entro Cn e annullarsi nei 
punti X| , X^ , . . , Xm, « . ; dunque se questa funzione 7z^{z^a^t) potrà determinarsi insieme 
a <^{z) in modo che ip'(s) sia finita entro Ch, o che nei punti d' infinito che essa avesse 
i residui corrispondenti siano uguali a zero , allora siccome la funzione ff{z) verrà ad 
essere monodroma entro Cn, si potrà assicurare che si ha la formola: 



1 r ntn n m ^ J 

•^On 1 11 / 



H,(X. , a) /F(a+0 H.(X. , a+0 d i 





h 

F{OHt«(X, , ài 



ove nel primo membro V inunaginario non sarà che apparente perchè il secondo è 
reale; talché si conclude ora senz^ altro che « Posti i dati del paragrafo precedente, la 
, funzione f{x) data fra a e 5 sarà sviluppabile nei soliti casi in serie della forma: 

2 ( ?",! H^ (X« , a) 4- Jh,2 HjC Xn,a) + ...-!- gn,w H« (Xn , a 1 , 



ove: 

h 



?fiit = 



•/a 



(y{x) H/ 



(Xn , x) dx 



j, tutte le volte che: 1.^ indicata con ^z) una funzione monodroma e continua entro 
, Cn per la quale si abbia ^''(Xn) w'CXh) — ^(X») w"(X«) = 0, e con Tc^{aL^t^z) una funzione 
,1 pur monodroma e continua entro Cn che si annulli nei punti X^ , X^ , Xm , . . , si pos- 
^ sano determinare queste funzioni in modo che la espressione: 



Ili 

t 



u\z)^E. {z , a) / P(a+0 H. {z , a+t) d t 



(41) , 2 -^ — ^ +^i(« ' ^ ' ^)' 

, resti sempre finita entro C» o abbia i suoi infiniti di ordine superiore al primo e 
, coi residui tulti uguali a zero; 2.® che determinata una funzione ^{z) (che allora sarà 
, pur monodroma e continua entro Cn) che abbia per derivata la espressione (41), si 
« trovi che la differenza: 

1 r nin 

(42) ~ hp{^)^z)w%z)dz-2^r 



N 



« al crescere indefinito di Cn pei valori di a fra a e ft (a e & al più esci.) ha per 

, limite ^ quando t è diverso da zero e compreso fra e h — a e — ^ quando t è pur 

, diverso da zero e compreso fra a — a e 0, e di più si trovi che per ogni valore di 
, n e pei valori di t nei soliti intervalli {a — a , — s^), (S| , h — a) la stessa differenza 
9 ha una derivata rispetto a i numericamente inferiore a un numero finito, e poi valori 
« dì ^ compresi fra —e e e questa differenza è sempre numericamente inferiore a un 
9 numero finito, p soddisfa alle altre condizioni dei paragrafi precedenti .. 

Al solito poi se la derivata rispetto a t della espressione (42) non soddisfarà alla 
condizione di esser sempre numericamente inferiore a un numero finito negli intervalli 
(a— a , «|) , (e, , h — a), o si sarà incerti, allora il prodotto di questa derivata per A^+O 
negli intorni dei punti di eccezione, supposti in numero finito , dovrà soddisfare alla 
condizione stessa che nei casi simili si aveva pel prodotto /(^-["O^*^^ ^^^ paragrafi 
precedenti ; e non vi sarà bisogno di yerificare se per questi valori di i le altre 
condizioni sono soddisfatte. 

E si può notare che spesso vi rimarrà molta arbitrarietà per le funzioni 
^{z) e 9r|(a , ^ , e) ; e di questa arbitrarietà potremo giovarci per rendere più semplice 

\ C ^^ 

la determinazione di %{a\ o Pesame della differenza ^r— . / ff{i) Uz) w\») dz — V y- i P^l 

^^^^Cn 1 

quale esame potranno tornare ubili anche le considerazioni del §. 67. 

Inoltre si deve notare che quando il teorema ora dimostrato, o gli altri analoghi 
che si potrebbero ottenere valendosi delle altre formole del §. 6S, ci conducono a con- 
cludere che gli sviluppi sotto la forma (15) o (16) sono possibili, anche i teoremi dei 
paragrafi precedenti ci condurrebbero evidentemente a concludere altrettanto, ma in cerbi 
casi potrebbero essere di una applicazione più difficile. 

70. È ora utile T osservare che se cercando i limiti delle espressioni (40) 

o (42), invece di trovare x quanto t è positivo e — ^ quando t è negativo, si tro- 
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vasse per limite una funzione di t che per t positivo è uguale a ^ + Xi(* » © P®r t 1 

negativo è uguale a — - -f- Xi(a 1 i o^® Xi(^ i ^) ^ fiiiita e continua, si annulla con f, 

Ci 

e ammette una derivata determinata e finita rispetto a i per ogni valore di a fra a e & 

( a e 6 al più esci. ), e per ogni valore di i fra a — a e h — a, tranne tutt' al più pei 

soliti valori eccezionali di i in numero finito negl' intoi'ni dei qnali però l' integrale 



/(a+O X ^^^ ^ piccolo a piacere anche ridacendo /(a-fO v ^* ^^^^ valori assoluti; 



J 

allora non saranno applicabili i teoremi dei due paragrafi precedenti, e non si avrà 
precisamente lo sviluppo (38), ma sarà evidentemente applicabile il teorema del §. 64; 
e invece dello sviluppo (38) se ne avrà un altro che differisce da questo per l'aggiunta 

f(x)( ^-]dx , ovef ^ ;- ) indica ciò che diviene ~ cambiandovi t 

in X — a, per modo cioè che si ha lo sviluppo: 

~A''^(^) _f ^ + i I ?•"• H'^'^"») + . . • + ?«n» H„(X„,«) I , 

ove le qni» sono date ancora dalla (39). 

71. È inoltre degno di nota che quando il teorema del §. 64. è applicabile, colle 
notazioni in esso usate si ha la formola: 

(43) ± x'(a , +0) = - / ?J rf^ + y, i. [oH?.(Xn)]oH,(Xn,a) / F(a+0 H,(X, , a+t) dt, 



ove t è diverso da zero e compreso fra e ò — a o fra a— a e (a=a, e a»=6 al più 
esci.), e nel primo membro deve, prendersi il segno + o il seguo — secondochè t 
è positivo o negativo. 

Invece quando saranno applicabili ì teoremi dei §§. 68 o 69, allora avremo 
r altra formola: 

H.(Xn,a) / F(a+0H,(Xn,a4 0d^ 

(4^) ± 2 =2- 2* H : ' 



Jù 



'0 

ove t è ancora diverso da zero e compreso negli intervalli precedenti, e nel primo 
membro deve prendersi il segno -j- ^ il segno — secondochè t è positivo o negativo. 

72. Passiamo ora a fare qualche applicazione dei teoremi dimostrati. 

Cerchisi perciò in primo luogo coir applicazione del teorema del §. 64. se una 
funzione f[x) di una variabile reale x data in un certo intervallo, pei punti a pei quali 
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soddisfa ad alcune delle condizioni del §. 39. sia rappresentabile analiticamente mediante 
una serie della forma: 

1 °° 

2 ^0 + 2 ^^** ^^' Xn a: -f- Jfi sen X^ x) , 

essendo X, , X^ , . . , Xn , . . . , radici reali e positive della equazione trascendente 
u(2;)=-Y-T= , infiniti della funzione monodroma e continua tr(2), supposti al 

solito tutti di prim' ordine, e coi residui , = <?, pei punti X,; e supposto inoltre , 



per semplicità, che tr(z) divenga infinita di prim^ ordine e col residuo -777^ = Cy anche 



1^ 

w'(0) 

nel punto 2=0, e che oltre ai punti 0, X^ , X^ , . . , Xn , . . , non vi siano altri infiniti 
di w{z) a destra delibasse delle y né su questuasse. 

In questo caso sarà m=2, H,(2 , x) = cos 2 «, H2(2, a?)=3 senz a;, e prendendo 

¥(x) = 1 e tf^{z) = tf^{z) = ^z) , la funzione tf{8) del §. 64 si ridurrà a iif2i£5_f ^ 
e quindi in ordine al teorema del paragrafo stesso si dovrà esaminare la diffe- 
renza jr— . / dz — y Tr ? essendo fr i residui della funzione sotto il segno 

integrale nei punti d^ infinito diversi da X^ , X^ , . . , Xn t • • 1 che essa avesse entro Cn* 

Si supponga ora per semplicità che (|>(z) sia sempre finita a destra delP asse 
delle y, e non si annulli per z=0, e si prenda per curva Gn un contomo a destra 
deir asse delle y formato da un semicerchio di raggio piccolissimo 8 descritto intorno 
air origine, dalle due porzioni di asse y nei tratti da — y^ a — 8 e da 8 a ^q ^ <1& ^iia 
linea grandissima C'n che passa pei punti y^ e — y^ dell'asse delle y e che può essere 
per es. un semicerchio di raggio p=yoi ^ ^^^ linea che insieme alP asse delle y forma 
un contorno rettangolare ec. 

Così evidentemente si avrà V Tr=0, e l'integrale esteso al semicerchio di rag- 

i 

gio 8 (venendo percorso nel senso inverso) sarà uguale a — ~ <^o4^(0)^i mentre quelli 

estesi ai due tratti ( — y^', — 8) , (8 , y^ dell' asse delle y si distruggeranno identica- 
mente se noi anunettiamo che il prodotto ì/jb) w{z) sulP asse delle y al cambiare di y 
in — y muti soltanto ^di segno; dunque la differenza (35) si ridurra ora all' altra 

ó— . / d 9 — 5" Co <I^0) t che è già indipendente da 'a e cangia soltanto di 

segno al mutare di Mn — 1\ e quindi si può ora asserire che ^ se, a destra dell' asse 
delle 2/ e su quest'asse, uì{z) è una funzione di m monodroma e continua a distanza 
finita, che sull'asse delle y diviene infinita soltanto per $=^^\ e le infinite quantità 

Scthta# C§itMl$g. T. lYIl 15 
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, reali e positive X| , X^ , . . , Xm , . . , sono i soli infiniti che questa funzione tc{à) ha 

„ nella stessa parte del piano, o sono le radici della equazione (inversa) M(je')=-y--=0, 

„ supposti questi infiniti come quello nel punto ^««O tutti del prim^ ordine, allora pei 
« punti X di tutto parte delP intervallo in cui è data ( arbitrariamente ) una fun- 
9 zione f{x) della variabile reale ar, questa funzione f{v) potrà svilupparsi nei soliti 
« casi in serie della forma : 

1 °° 

(45) ' o ^0 + 2 ^ ^" ^^* ^^^ "^ *•• '®^ ^" ^ )' 

i 

« tutte le volte che, indicando con C ^ una linea grandissima situata a destra delPasse 
, delle y che incontri questuasse in punti simmetrici rispetto alPorigine, e senza passare 
„ per alcun punto dMnfinito di w{2r) formi collo stesso asse y un contorno chiuso che 
9 racchiuda nel suo interno i punti X^ , X^ , . . , Xn , si potrà trovare una funzione di z 
« mo*nodroma e continua 'j>(>^) che non si annulla per z=0 per la quale riescano sod- 
, disfatte le condizioni seguenti: 

1.^ » che il prodotto Yz)w{z) sia una funzione dispari di 2? o almeno abbia 
9 valori uguali e di segno contrario nei punti dell* asse y simmetrici rispetto 
« air origine ; 

2.^ , che, essendo Ìq un certo numero positivo da determinarsi, e 6^ un 
, numero pur positivo ma piccolo a piacere, T integrale: 

(46) ir^z)w{e)Be^tZj^ 

„ pei valori di t fra e^ e 2^q abbia ana derivata rispetto a t: 
( 47) - — -, / (|i(«r) w{e) coatedsr 






9 di Cui il modulo, o anche soltanto il valore assoluto della parte reale o quello del 
« coefficiente deirimmaginario, è sempre inferiore a un numero finito (dipendente da ej 
9 qualunque sia T ampiezza di C'n. 

3.^ „ che al crescere indefinito di C'h l' integrale stesso (46), o almeno la 
„ sua parte reale, o il coefficiente delP immaginario, pei valori di ^ f ra e 2 f^ ( gli 
, estr. esci. ) abbia per limite una funzione y^^{t) di t che ha una derivata determi- 
„ nata Xi(0 finita e atta alP integrazione fra e 2 f^; e Xt(~i~^) ^^^ diverso da zero. 

4.® , che indicando con x(^»0 l'integrale (46) o la parte reale o il coefficiente 
„ deirimmaginario di questo integrale a seconda del significato di /«(Oi ^^ quantità 
» Xi(+0) — Xi(04"X(**«0 che ora corrisponde alla Gw,/, o la sua derivata rispetto a t sod- 
y disfi alle solite condizioni dei paragrafi precedenti; talché in particolare, nel caso che 
9 si considerino soltanto i punti x negli intomi dei quali la funzione non fa infinite 
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, oscillazioni o ammette una derìrata che resta atta alla integrazione anche ridotta 
, ai suoi valori assoluti, basta che la quantità precedente per t compreso fra e e 
j, resti sempre numericamente inferiore a un numero finito «. 

E al solito se per un numero finito di yalorì a^ , ot^ , . . , di ^ fra S| e t^ — Sj 
la condizione seconda non sarà soddisfatta o si sarà incerti, allora il prodotto di fioL-^t) 
per V integrale (47) dovrà soddisfare alla solita condizione del §. 64 ; e in questo caso 
non occorrerà fare le altre verificazioni pei valori di t negli intorni degli indicati 
punti eccezionali a^ , ot^ , . . 

Quando poi tutte queste condizioni sono soddisfatte, allora se c'oi ^i 9<^i vi^mv» 
sono i residui di w{z) nei punti X| yX^ , . .,X||,..., nella serie (15) o (42) si potrà pren- 
dere: 

9 (^ a , fco) = - X'i(0 + \c,^0),Q = Xi(+0), pn,. = e» * (Xh), 



TO) jj ^'*^^""''^ ~ \ '^'"^^^ ^ f^""^ ^"^ ' 



Xi(+0)^-^o 



" 2x(+0). _.^ 



C^o e 4 fX ^ C^^ 



ove in queste formole e nelle seguenti di Xì(f)^^o¥fi) ^ ^n4^(^n)i se sono complessi, 
s* intende che debba prendersi soltanto la parte reale o il coefficiente delP immaginario; 
e inoltre in questo caso sarà: 



^t,a,hn) x\(0 + i^o4'(0) + Ìcr4<X.)cosX,^--X',(0 + ^.|^^ 



z 

n 



e talvolta le condizioni che figurano nelP enunciato del teorema precedente, anziché 
studiarle sugl'integrali (47) o (46), tornerà meglio di studiarle respettivamente sulle 
espressioni: 

(48) - x\ (0 + 1^0 KO) -hj.cr^) cos X, t, 



(49) 



1 



xi(+o)-x,(0+^.<l'(o)^+2«'*(M^ 



delle quali (fermo stante il significato che abbiamo detto dovere attribuire a Xi(Oi ^olK^X 
e Cr^\r)Be sono complesse) la prima rappresenta f{t^a^hn) e la seconda il suo inte- 
grale / tf{t^a,hn)dt. 

E se, come notammo in generale, le quantità c^^ ^0) , Cm<|^) saranno reali, allora 
tutte le espressioni precedenti saranno pure reali, e le parti immaginarie che vi com- 
parissero dovranno distruggersi identicamente, e quindi potranno anche tralasciarsi 
senz' altro . 
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Per la condizione 3.^ poi^ o per quanto fu detto in generale al §. 71. si avrà 
la formola notevole: 

(50) xi(0 = | c,4<0)< + 1 «^.'K^)^^^ . 

che varrà per i diverso da zero e compreso fra e 2 ir ( 2 9c al più esci. ). 

73. È poi da osservare che le verificazioni sugli integrali (46) o (47) si faranno 
con molta facilità quando la funzione sotto il segno integrale possa porsi sotto la 
forma P(^ , «) + A(< , ;?) ove P{t^z) • A(tjz) hanno le proprietà indicate nel §. 67; e 

allora se ^{t^z) sarà per es. una funzione dispari di z^ siccome Tintegralex— . / P(/ , z) da 

insieme a quello uguale esteso alla linea G"m simmetrica a C'n corrisponde precisamente 
alla somma £ br dei residui relativi ai punti d^ infinito di P(/ , f) che cadono entro la 

linea C'n + C"», sarà evidentemente ^r— . / P(t jZ)dz = zrYibrj qualunque sia la li- 

2^Vc'h 
nea C'n ; talché allora V esame deir integrale corrispondente (46) o (47) si ridurrà a 

quello della somma ^ 2 6r + / A(^ ^z)dz . 

li. Oltre a questo giova osservare che se x'i(0 ^^^ diviene infinito col 
tendere a zero di t, a causa delle proprietà che hanno le funzioni T(^,a,An)i la som- 
fi 
ma \cr ^(Xr) cosXr^ che figura nella (48) considerata per ^==0 deve crescere indefinitamente 
1 

con w, e quindi il prodotto Cr^r)» o quella parte di esso [cr4>(V)]o ©he dicemmo dovere 
soltanto considerare, al crescere indefinito del modulo di Xr non potrà mai divenire 

infinitesimo di ordine detenninato superiore al primo l-j-p* rispetto a — . E poiché 

Cr UK) = ^^-n-. L , risulta intanto di qui che la funzione ^^rr^ non potrà all' infinito 
divenire infinitesima di ordine determinato superiore al primo. 

Inoltre, siccome la somma (49), che rappresenta l'integrale / f(^, a , hn)dtj al li- 

mite per n=oo si riduce a una serie che per ^=«0 è identicamente nulla, e pei valori 
positivi di ^ fra e t^ ha un valore fisso diverso da zero, è chiaro che la serie 

^ sen Xrt . 

y. Cr ^'(Xr) — r— ^ dovrà essere discontinua per f =0, e quindi il prodotto Cr ^K) 

non potrà divenire infinitesimo con r- o — neppure di un ordine determinato |l 

Ar H 

piccolo a piacere; ciò che porta evidentemente che la funzione -=-rp-T non potrà restare 



■«■«' 
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A Aa 

monodroma e continua air infinito senza essere della forma A-| — ^ -j- ^ -{"•••^ve A, 

A| , Aj , . . , sono quantità costanti, e A è diverso da zero. 

S* intende che queste osservazioni potranno essere utili per la determinazione 
della funzione ^#); e anzi di qui risulta che in primo luogo per ^(sf) sarà da provarsi 
la funzione ^0) = ku\sf) con A reale, e allora si avrà e,, <|^(0)=Cr ^(Xr)= A, e tutte 
le espressioni precedenti , e quindi anche in particolare gli integrali (46) e (47) 
verranno reali , e se le condizioni del teorema precedente saranno soddisfatte , la 

fi ^ 
somma (48) che ora rappresenta f(^,a,AM) si ridurrà a — x'|(0 + A o + 2^^^^*"^ 

e per ^=0 sarà — x'i(H"0) -j J"-^ » « inoltre dalla formola (50) avremo V altra : 

X,(0 t , SsenX„^ 



=j+? 



che varrà per t diverso da zero e compreso fra 0e2ir(2?cal più esci.). 

75. Faremo poi altre osservazioni che talvolta potranno riescire utili per la 
determinazione della funzione ^{»)\ ma prima giova applicare i risultati precedenti al 

caso in cui essendo w(jf) = , cioè essendo Xi , Xa, • . , Xn , . . i numeri naturali 

1 , 2 , 3 , . . , n . . . , lo sviluppo (45) si riduce allo sviluppo di Fourier. 



Per questo osserviamo che, essendo ora u{sf) »» sen ic 9^ se si prende ^») = 



9C 



o ^^) «» cos 9c i9^, le Qn e hn si riducono a quelle che figurano nella serie di Fourier 
air infuori per ora del divisore 2 x(~l~0) che poi vedremo essere uguale all'unità; e gli 
integrali (46) e (47) divengono: 

1 r cosir^sen^^r J_^ C cosnsfco^tsf . 

^^VC s^senicfl^ ' ^^ijQ' senic^ ' 

talché tutto si riduce ali* esame di questi due integrali nei quali V immaginario non 
figurerà che apparentemente. 
Ora, avendosi: 

cos 7c flf sen / ;0f = sen ir ^e' cos ^ i^ + 8®° (^ — ^) ^ 1 

la funzione sotto il primo integrale diviene 1 — , e la prima parte 

figura come la funzione P(^ , tr) del §. 73, e diviene infinita soltanto per ^(^=0 col resi- 

1 1 cos t z 1 

duo uguale ad uno , talché l' integrale ^T". / dz hA per valore ^; mentre per 



^-n 



la seconda parte sarà facile vedere che essa figura come la funzione A( t z) dello 
stesso §.73. 
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Intanto dunque si ha; 



— / dar — x-+r— ./ — ^^ -dz^ 



2iri 



e deriyando rapporto a ^ si ottiene : 



1 r C081CZC0&tZ^ f 1 r COB{t — ^)^ j 

2 « ijQf Benicz ' 2 ir i Jq» senitz 

ppunto vedremo, l'integrale / ^ dz per t compreso fra e 2 1^ ha 

'/^* z sen 9c z 



e se, come a__ 
, per limite zero, si potrà dire che Xi(0 *^ o » ®' 



sen 



2icsen ^ 



, _ . 1 / C08ir2rCOa^2r , ^ / C08(< — ^)^^ 

r'/. T.Nj^ 1 r cositi sen <«, 1,1 C aeMt—K)z ^^ 

e allora basterà studiare i due integrali degli ultimi membri ; e propriamente quando 

"fosse soltanto dimostrato che 5f^(^) = 0, siccome valendosi della espressione (48) si 

_ (2 n+1) t 

1 /l ** \ 

troverebbe come nel caso di Fourier 9(^ , a , A*) =— f ^ -f 2 ^® ** V ^^ 

non occorrerebbe fare altre verificazioni per potere assicurare che lo sviluppo di Fourier 
sussiste in tutti i casi del §. 44. 

76. Noi però vogliamo fare queste verificazioni sugli integrali precedenti, per 
accennare al modo da tenersi quando si vogliono applicare i teoremi generali che 
abbiamo dato, e perchè questo ci sarà utile per gli studi successivi. 

Si prenda perciò per linea G'n la porzione di rettangolo formato da un lato 
parallelo alP asse delP y e distante da quest' asse di una quantità k compresa fra 
Nen-|-l(Men-f-l ^cl. ), e da due lati paralleli all'asse delle x, uno sopra e Taltro 
sotto a quesV asse, alla distanza y^ da esso . 

Con questa linea G'n si avrà in generale per una funzione qualsiasi %z): 

m 

e se avverrà che, lasciando fermo il Ar, e facendo crescere y^ indefinitamente le fun- 
zioni 9(0;'- f y^) e Q{x-{'i y^), o almeno la loro differenza, finiscano per avere un modulo 
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che per qualsiasi raion di x fra e % ò sempre inferiore a quel numero che più ci 
piace, allora si avrà: 



l6{z)dz=^ lim ifKk-\-iy)dy, 



e si potrà anche scrirere: 

f^z) dt=^ 0(*+» y)dy, 

tutte le Tolte che T integrale del secondo membro avrà un significato determinato. 
Ora, avendosi in generale 

Ben(a-f»P) =« sen a cosh p + » cos a senh p , 
cos (a+i P) == cos a cosh p — i sen a senh p , 

ove cosh e senh indicano le solite funzioni iperboliche, basta ricordare le espressioni 

di queste funzioni per esponenziali per riconoscer subito the quando t è diverso da 

j o 1 i» • • sen (^ — it)z' cos r^ — n) z 

e da 2 ic le funziom — -i ^, e ^^ — ^^ soddisfano alle condizioni ora indicate 

z sen n z sen 9r z 

per la 0(2r); quindi sarà anche: 

-»oo 
%{i a hn)'^— I cos (t—n)kcoBh. (t—n) y—i sen {t—T:)k senh (^— it) y , 
Z'cy^.QQ sen 91 A^ cosh 9C y -|~ ^ cos 7C A; senh TT y 

Xt /*00 
fÈ(t h )dtt=— M— I ®®° (^^— tt) k cosh (^— ic) ;/ -|- * cos (^— «) & senh « y d y 
2 ' 2«J QQ sen ic A cosh « y + » cos « A senh « y ^ + *y * 

e se si osserva che quando nella porzione di rettangolo C'n si muta il lato parallelo 
alPassey in modo che la sua distanza da questuasse resti sempre compresa fra n e n-^-l, 
(ii,en-{-le8cl. ) lo spazio che resta compreso fra questi lati non contiene singolarità 



delle funzioni che figurano sotto gli integrali / , si vede subito che questi integrali 



i / , si 



e in conseguenza anche i due delle formole precedenti restano invariati, per modo che 
questo sono funzioni determinate di A; fra n e n-j-l (ne n-{-l esci. ) che conservano 
sempre lo stesso valore • 

Segue da ciò che senza cambiare i valori degli integrali che compariscono 

1 

nelle formole precedenti, si può fare senz^ altro A^^n-j- ^ y ® quindi si ha; 

m 

/^OO 

,. - . 1 i sen t k cosh ( t — ic ) y + » cos ^ i senh (t — ic) y , 
^^ ' ' 2icJ_^ coshicy 
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talché osservando che i moduli della Sanzione sotto i segni integrali sono 

l/cos' ^ i + sen* h (^— ic)y V'cos* ^ i + sen* b rt— tcW . _. . . 

r 1 .y ^ • quindi non sono superiori a 

coshicy |/ik«+y« cosh ic y ^ 

coshff — 7c)y 1 coshff — it)y .j-aavì. « ^ i» - /^,x 

1- ii, 1- i-2— , 81 vede intanto che fra e e 2 ic — 6 la funzione ^t^a.hn) 

cosh 7c y K cosh iu y 

è sempre inferiore a un numero finito (yariabile con s) qualunque sia n, e P integrale 

^ 1 

ff(t,a^hn)dt ha per limite— per n==Qo qualunque sia t purché compreso fra e 2ff 

^ 

( e 2 X esci. ). 

Osserviamo inoltre che se nelle funzioni sotto i segni integrali precedenti si 
separano le parti reali e le parti immaginarie , moltiplicando e ^dividendo per k — i y 
quella sotto il secondo integrale, si trova che, come appunto doveva essere, gli inte- 
grali estesi alle parti immaginarie sono identicamente nulli perchè esse sono funzioni 
dispari di y, e quindi si ha anche: (*) 



/ 



/•oc 
,- IV sen tk I cosh (t — ic) y _ 

ic Ja cosh ic y ^ ' 







JC /^ T N 1. 1 il r — k eoa tk cosh (t — ic) y+ V sen ( k senh (t — ic)y , 
Q^' ' ' 2^7cJq (fc*+y*) cosh ic y ^' 

e siccome IMntegrale che comparisce in f(^,a,%») è evidentemente positivo e al crescere 
di ^ da a ic va sempre diminuendo, oltre di veder chiaro che f(^,a,An) si annulla 

1C 29C 

cangiando di segno nei punti 0, r-i -t-i^m ^^ riscontra altresì che i massimi successivi 

deirint^prde / ^t ,0L,hn)dt fra e ir soni» nei punti r i T v f ® sono positivi e vanno 

Jq /c te 

decrescendo, mentre i minimi sono puro positivi e sono nei punti 0, "tt i t" ' • • ® vanno 

crescendo; e fra ic e 2 ir si ripete lo stesso, ma simmetricamente rispetto al punto ir. 

fi 
Da ciò risulterà che il massimo valore di 1 ^(^ , a , hn) di per ^ fra e ic sarà 

Jo 



n Siccome per altra tU già sappiamo che per la lerie di Fovrier e oonA=«-f i si ha ?{!,«, /Im} — 



watk 



Swsen' 
2 



00 

1 r 

noi possiamo dire eridentemeiite che sarà 

2 8011 



1 r posh (t-i«')y - 

^„ I f GOshTry *'^' 
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1 1 



/ cp(f ,a,AH)df, ossia — -j / r fan — i i ® quindi sarà inferiore a 

JO 2 ' TTJo coshjry i'+y» 



r:« . • r*co 



9 "^ — / lA-i- i * ^ * 9 + -f arctg ^ ]^ cioè ad 1; donde apparisce intanto che per 

n 

tutti i valori di < fra e n T integrale / ff{,t,t,hn)dt è sempre inferiore all'unità. 

Osservando infine che cambiando y in - e ponendo — = a si ha: 

t ' 

00 — y -(2a— l)y 

, . senik r cosh (a— 1) 2/ , senfA; / ? — Xf (fy, 

^ic ^Q coshaj/ <;: Jq ^^^ ^ 

se ne deduce cht per ^ fra e 2 tt sarà : 

Xoo 

e quindi il prodotto t^{tja\) col tendere a zero di t resta sempre numericamente infe- 
riore a un numero finito e considerato per ogni valore speciale di k ha per limite 
zero per i«=0; dunque quando/ è fra e 2 tc per l'attuale funzione ^(f,*,^») sono 
soddisfatte tutte le condizioni che si avevano per la funzione ^(r , h) del §. 32, e 
evidentemente pel valore t =2 ic essa si comporta come per t==^0; e questo basta per 
assicurare nuovamente che lo sviluppo di Fourier è possibile in tutti i casi del §. 44. 
colle solite condizioni rispetto ai punti di discontinu'tà e ai punti estremi. 

77. Prima di applicare i teoremi del §. 72. alla ricerca di altri sviluppi della 
forma (45) per le funzioni di una variabile reale, serviamoci dei risultati del paragrafo 
precedente per fare un altra osservazione che in certi casi sarà ancora di guida per 
la determinazione della funzione ^2). 



Osserviamo cioè, che avendo dimostrato che riuteeralerr^ / ^^^ dz 

2i:tjn* z sen tc z 



1 j cos 7c 2 sei 
^rcijn* ^ sen n 



al crescere indefinito della linea C'n ha per limite — quando / è fra e 2?r (0 e 2 7c 

C'scl.) e C'n è una porzione di rettangolo, accadrà lo stesso se C'n è un altra linea qualunque 
che parte da due punti dell'asse y simmetrici rispetto all'origine e traversa Tasse x a una 
distanza dall'origine compresa fra n e n-\^l; e se ammettiamo di essere nel caso in cui 

r integrale 77— . / ^ ^ dz considerato al 8. 72. ha un limite determinato 

2i:iJq' z 

per n=»(x>, e indichiamo con Xi(0 questo limite, si vede subito che avendosi: 

Sciati Cosmolog. T. XVIL iO 
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2i:ì fri' Msenicz 2 



V integrale: 



'"vcj 






avrà per limite lo zero quando f è fra e 2:t (0 e 2 ic al più esci ). 
Osservando dunque che per Z'=^x-{-iy^ si ha: 

sen t z sen t x cosh t y -\- i cos t x senh t y 

z x-{-iy ' 

si vede chiaro che, almeno nei casi ordinarii, al crescere indefinito di y la funzione 
^{z) U}{sf) — 2 Xi (0 ' 1 considerata per ogni valore speciale di ^ fra e 2 ;r (0 e 

. COSITI? 

2 ff al più esci. ) deve tendere a zero; e siccome per y positivo il quoziente 

tende verso — «, e per y negativo tende invece verso +t, così la funzione ^z)u){z)-]r2i'fJJ) 
per y crescente all'infinito dalla parte positiva, e l'altra ^{z)w{z) — 2tXi(0 P®r y cre- 
scente indefinitavamente dalla parte negativa devono tendere ambedue a zero per ogni 
valore di ^ fra e 2 5r (0 e 2 ar al più esci.). 

Questo evidentemente ( per essere ^{:) ìv{z) indipendente da / ) porta che Xi(0 
debba ordinariamente essere una costante diversa da zero A = Xi("t*0), e questa costan- 

te col mutare proporzionalmente il ^{z) ( cambiando cioè ^z) in ~. 1 può sempre 
intendersi ridotta uguale ad — ; quindi almeno al crescere indefinito di y la funzione 

COS 1C <? tfv 

Uz) w{js) deve ordinariamente potersi ridurre della forma h 0(^), essendo 0(^) 

* sen ic z 

una funzione che è zero o tende a zero al crescere indefinito di y come le esponenziali 

con esponente negativo, e in modo che tenda a zero anche il prodotto 0,^) sen f ^ ; e 

allora il numero t^ dipenderà da queste esponenziali ; e evidentemente questa funzione 

O(^) per z=iy^ e ^-= — iy dovrà avere valori uguali e di segno contrario come 

accade di ^(z)w{z) e di . 

sen TT z • 

Quando poi con una funzione conveniente ^{z) si trovi effettivamente per 

^{z)w{z) la forma ora indicata, allora essendo: 

1 r Uz) w{z) sen t it . 1 T cos tc # sen < 2? , , 1 T 0(2?) sentz , 

2mjQ' z 2irtjQ» senic^ 2inJ^» z ' 

basterà prendere per C'm il solito contorno rettangolare per trovare: 
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00 _ _ _ /»00 



J_ f ^z) u>(z)sentz 1 1 f ,en [(<-^t) (t -Hy) 3 . , 1 f ^,f. seD<(ft.+ty) _ 

(A-My)co8hry ^"^W-oo M=ìy ^' 

ove /fj è fratto e compreio fra X» e X„^|, e A:=p-|- ^ , essendo 2> l'ultimo numero in- 
tero che non supera k^ ; e &• T ultimo integrale avrà per limite zero, allora Xi(0 ^^^^ 
effettivamente uguale ad ^ ^ 1^ ^1^^^ verificazioni da farsi sugli integrali (46) o (47), 

alP infuori di quella che abbiamo fatta nel caso precedente rispetto ai massimi e minimi 
deir integrale (46) e per la quale dovrà ora studiarsi tutto il secondo membro della 
formola precedente, si ridurranno a verificazioni analoghe sui due integrali: 



iC»^,, . . , ..,..., - />00 



2ij y ^' 2i:J ®(*i+*y)<^^8^(^'i+»y)^y; 

e essendo ora Xi(0 ^^ numero reale, nelle formole del §. 72. dovremo intendere prese 
per Cq ^(o) © Cn ^(X») le loro parti reali soltanto. 

78. Premes^'a la osservazione precedente, passiamo a fare una seconda applica- 
zione del teorema del §. 72. al caso degli sviluppi della forma: 

00 

g- a^ + ^{on cos Xn X -\- h^ sen Xn x j, 

nella ipotesi che , X| , X^ , Xm , . . , siano le radici positive supposte tutte del primo 
ordine della equazione: 

Y{z) eoa TT 2r 4" Fi(^) 8en « ^«==0 , 

ove si suppone che F(^) e F|(^) siano funzioni di z monodiome e continue a distanza 
finita, delle quali una è pari, e l'altra à dispari, o almeno per ^=iy e sf= — ly 
una di esse prende gli stessi valori e V altra prende valori uguali e di segno con- 
trario; e si suppone [inoltre che a destra delibasse delle y o su questuasse non vi 
siano altre radici della stessa equazione, e F(^) e F^(^) coir introduzione o colla sop- 
pressione di fattori adattati siano ridotte in modo che non divengano infinite nei punti 

Si avrà: 



u{s^) F{z) cos ;: « -j- F| (0) sen ic ^ ' 

1 ' ^ 1 

^® ■" F'(0) + K F^(0) ' ^- F'(Xn)cos7cXH+FVX«)8en 7r(X^)— itF(X„) sen7rXn+7c P,(X«)cos TcXn' 

e volendo cercare di valersi della osservazione precedente, sarà naturale di provare 
per ^{sf) una funzione della forma M cos 7c 2^ -f" ^ Ben n e, ove M ed N sono funzioni da 
determinarsi in modo che non divengano infinite nei punti , X| , Xg , . . , Xm , . . , e che 
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C08 3C Z 

il prodotto i^{z) wf/^ Tenga della forma 1- ^{z\ ove %z) ha il significato del pa- 

Beli 7t Z 

ragrafo precedente. 
Sarà allora: 

f., . M C0S7C2'+ N 8«n7C2r COSITI 

F cos n8-\-¥^ sen ;: e sen n sf 
(M— F,) COS ir F + (N+ F) sen tc ^ F 



F cosTCi» -(- F^ sen7C2r sen7r-&(F cos:r«^ + F| senir^)' 

F 
e se al crescere indefinito di y il rapporto W non tenderà verso -{"* P®r y positivo, 

e verso — i per y negativo, un modo particolare di soddisfare alla condizione prece- 
dente sarà evidentemente quello di prendere: 

M = Fi,N = — F,o ^{9) = Fj cos IT ^ — F sen kz. 
Così facendo si avrà dunque : 

sen t z dz 



^senir^co sii: -f T8en::(^ 
cos tz (f z 



Jo ^^vC'n ^ ^^VC'„ 9 seni: z 2oJq. 

X I 1 / C'^^S 7C.2' cos ^ 2^ 1 / 

^ *^C'w '^'^*JC' ^®° ^ '^ ^^* e sen7t2\co8n^+Y8eni:2) 

essendo y il rapporto h; y ; « poiché si può sempre supporre di prendere per C'n la 

solita porzione di linea rettangolare che, oltre a non passare pei punti l,2,..,n,.. 
dell' a^sse delle x, non passi neppure nei punti X ^ , X^ , . . , X» , . . , applicando i processi 
del §. 76. potremo trasformare gli integrali degli ultimi membri di queste formole, e 
otterremo così per ^ fra e 2 :t ( e 2 ;c al più esci. ) 

X^/. i.>.j. 1 1 ^r — *'co8< A-co8h(<— ic)y4ysen<A-8enh(^— ^)y , 



^0 ^ *-/o 

>00 

sen tz 
^0senTC2r(cos7r^+Ysen7C2r) ^' 



/' 



'00 . . . . /•oo 



/•oo /•oo 
j. \ ^en t k I coshj/--^ _jL^ / cos^ z 

tU 1 «; = ^ J^ ^Qg]j ^ y y 27rJ_^^ sen tt ^s* (cos ir fi^-j-y sen t: z) 

m 

intendendo che negli ultimi integrali sia 2f=A'„ + * y o^® '^n ^ "^ numero positivo non 

intero compreso fra Xn e Xn+i (X» e X„^.| esci.), e A* è uguale a p+^i ov«.l> ^ l'ultimo 

numero intero che non supera k„. 

Ora i primi integrali che compariscono nei secondi membri di queste formole li 
studiammo già nel §. 76; tutto dunque, come già dicemmo nel paragrafo precedente, 
si riduce a considerare gli ultimi integrali. 

79. Poniamo perciò Y=^a-f^6. I moduli di sen ^2; e cos tz saranno inferiori a 
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cosh^y, e per quello M del prodotto sen vz (cos«2:^ Yseu«^) che figura nel denomi- 
natore degli ultimi integrali, per z = l'n-\-i j/ ^ si avrà: 

M^=(8en*7:/'„-4"Senh*ry j (asen;r/*n+cositJt^)* — l-{'{coshr,y^b9erìh7:y)'^-\-ahenh^ny-^bhen^T:kn] 
= (sen^irAn-l-senh^Try) j (asen7:A'M+cos7rZ„)' — 6'cos^;cA*n-fa-senh^2ry-|-coih%i/(6— tgh nyY | ; 

e quindi si potrà scrivere M = ji cos A* ir y , ove \l è finito se tali sono a e 6; dun- 
que se questo numero \l per tutti i valori reali di y e pei valori di kn superiori a 
un certo numero è sempre discosto da zero più di un certo numero determinato v, 

^en / z 
; — ^ ; r ày sarà inferiore a 

_^ z sen i:z{ cos :r ^ -f- 7 sen tzz) ^ 

. 1 / coshfytfy n j n,. ^ ì / co^iz ^ 

-7- / r^ — - , e quello delr integrale / ; ; r a u sarà 

VA:nJ__Qo cosh^Try ^ J ^^^m: z{com:Z'\-^%em: z) ' 



* . - . 1 / cosh t y , 

inferiore a — / — , ~y~—d y. 



00 
00 



00 

Di qui apparisce subito che in questi casi il primo integrale pei valori di t com- 
presi fra e 2 1: ( 2 ar al più esci.) avrà per limite zero al crescere indefinito di X„, 
e se e è un numero positivo piccolo a piacere, fra e 2 tu — e tanto il modulo del 
primo integrale che quello del secondo si manterranno inferiori a un certo numero 
finito e in conseguenza il prodotto di t per V ultimo integrale tenderà a zero con t 

qualunque sia n; dunque evidentemente si avrà ora yjjt) = Xi(+0) = C^ = -^ , e noi pos- 
siamo senz^ altro asserire che , se, essendo z==X']-iy, la equazione: 
(51) F{z) cos ir 2r -f F^{z) nen n 2J«=0 

„ considerata a destra delibasse delle y o su que^t^ asse ha soltanto per radici lo zero 
9 e le infinite ; quantità positive X^fX^,.., X^,.., le quali cre^cofio indefinitamente 
„ con n, e sì esse che la radice zero sono tutte del prim* ordine; e se inoltre, sempre 
, a destra delibasse delle y o su questuasse, le funzioni F(^) e F^(z)\ oltre essere 
, monodrome e continue, sono finite nei punti 0, X^ , X^ ,.., Xm ,.., e sono tali altresì che 
„ per z=iy e z= — iy una di esse prende gli stessi valori e l'altra prende valori eguali 
9 e di segno contrario, e al tempo stesso per y positivo o negativo ma numerica- 
, mente maggiore di un certo numero e qualunque' sia x le differenze respettive 

F (z\ F (z\ 

n fS/ ; * 1 HTT + * hanno un modulo che non si accosta a zero più di una certa 

F(z) F{z) ' ^ 

9 quantità; allora, quando al crescere indefinito di Xm si trovi sempre un numero non 

, intero /„ compreso fra Xn e Xn+i tale che ponendo il modulo del prodotto 

F(z\ 
, sen«^(co8 Tce -}- ^ . . sennz) per Z'^k^-^-iy sotto la forma (i cosh* ir y, il numero 

. {L resti sempre discosto da zero più di un certo numero determinato v, la funzione 
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9 reale f{x) data arbitrariamente nell'intervallo (^ic^ir) potrà svilupparsi secondo 
X la serie: 



(52) 



1 00 

2 ^0 -{- ^ { (in ^o%\n X '\- bn senT.» ^ ) 



„ per tutti i pimti x dell'intervallo stesso ( — ic,ir) diversi dagli estremi ±ic, negli 
, intomi dei quali si verifica una almeno delle condizioni I, e II del §. 39, o 
„ V altra di ammettere una derivata o un estremo oscilla orio che resta atto alla 
j, integrazione anche ridotto ai suoi valori assoluti; e in questa serie i coefficienti 
« ^0 1 ^« « ^M saranno dati dalle formole : 



"" Lf'(0)+«f,(0)I„L/^-^^''^' 



(53) <a, 



F,(X„) C08 ic X„ — F(X„) sen ic X, 



K= 



_F'(XJ coskX,+F',(X J sen jc X, — Til\kJ ««nicX^+it F 

F, (X„) cos K X, — F (X,) sen it X, 



,(XJco8rX.J /_5 



x)coù^v(ìk 



F'(X^)cos7rX„4-F\(X^)8enirX^— icF(XJsenirXn+irF,()^)cos 



4ÌB; 



x) sen Xm ìt <f.r 



o anche, per essere F(X„) cos r X^ + F^ (X„) sen ic X^ = 0, 



-o=[ F-(0)+t'F.(0) ]il->'^-- 



(54) 



|'»-=Lf 



F«(X«)+F,«(X,) 



(X,) F,(X,) - F',(X«) F(X«) + « F«(X,) + 



Wwllt 



) cos Xm X (2 X , 



(\.) 



. _r F»(X,) -U F,«(X, 

" LF'(\.) F,(X,) - F',(XJ F(XJ + « 



^\K) + 



« F.*(^jXt 



) sen \xix ^ 



„ ove le parentesi quadre indicano che delle quantità in esse racchiuse bisogna pren- 
„ dere soltanto la parte reale; per modo che in particolare, se F(^) e F^C^) saranno 
„ reali per z reale positivo o nullo , i coefficienti degli integrali saranno le quantità 
„ fra parentesi senz' altro « . 

Se poi non potremo assicurare che i numeri &„ qui indicati esistano sempre 
fra le radici successive X^ e X^^i , Xm^, e X^^^ , . . , ma sapremo però che essi esistono 
per es. fra le radici X^ e X„^^ , fra le radici X„+„ e X^+^.+i» fra le radici X^+h^+hj 

e X^^ -h n -^1 1 • - 1 allora la funzione f{x) potrà ancora svilupparsi secondo la serie (52), 

ma bisognerà intendere che i termini di questa serie siano riuniti in gruppi corrispon- 
denti uno alle radici X^^^ , Xn+2 , . • , X„^„ , uno alle radici X,,^ ^.i ,X„^ 4^,..,X„+^ 4^ ,ec. 

80. Aggiungiamo che se /( — xy=f{x) la serie (51) si riduce a una seiie 
di soli coseni : 



(55) ^ Oj + 2 *, cos X, ir, 
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00 



ore: 



"»='[FTon^)lX'^^^''^' 



0-0 
(55) 



a ^2 \ F'(X,)4-.F.«(X,) 1 r" ,^3. ^^^ 

Lf'P^)Fi(^)-F',(X,)F(0+ «F«(>s.) + «F4»(>S.)yo^^ ^ ' 

e le f{ — t) = — f[x) la stssa serie si riduce all' altra di soli seni : 



(66) 



ove 



(57) 6, = 2 



00 

2 K sen Xh X, 
1 


F* (X«) + T^i'M 



inK) F,(XJ - l\X\,) F(X.) + t: F*(X„) + ic F,«(XjJ Jq 



« F,«(XjJ j/ 



0?) sen X^x d x^ 



e queste possono quindi servire allo sviluppo per soli seni e per soli coseni di una 
funzione f[x) data arbitrariamente fra e it, ec. 

81. S' intende che V ultima condizione che figura nelP enunciato del teorema 
che ora abbiamo dato sarà ordinariamente conseguenza dell' ipotesi che abbiamo fatta 
che la equazione (51) a destra dell'asse delle y non abbia altro che radici reali. 

Del resto ciò si verifica in generale, e con tutta facilità, nei tre casi seguenti 
che sono i più comuni; 

1.' « che essendo y = :^^ = a + * & » al crescere indefinito di x per valori 

9 positivi e qualunque sia y il valore di a finisca per restare sempre discosto da zero 
ff più di un numero determinato; 

2.* , che il modulo |/a^-|-^^ ^^^ rapporto y finisca per restare sempre supe- 
„ riore all' unità più di un certo numero determinato; 

SJ* « che se a tende a zero o almeno può accostarsi quanto si vuole a zero o 
„ passare per zero (senza essere nel caso precedente) esso non superi mai in valore 
« assoluto un certo numero dato, e b resti sempre numericamente inferiore all' unità 
» più di una quantità determinata „. 

Indichiamo infatti con a^ il valore di a per «ssX^, y^=^0, e osserviamo che per 
questi valori ài x e y il 6 deve annullarsi onde \ possa soddisfare alla equazio- 
ne (51). Si avrà; 

cos 7c X„ + ^«i **^ ic X„ = ; 
e quindi poiché non solo nel primo dei casi ora indicati, ma anche nel secondo il 
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valore di a^ sarà discosto da zero più di una quantità determinata, è certo che in 

questi due casi ì^ resterà sempre discosto più di quantità determinate dai numeri della 

- 2f + l .... 

forma — ^ — ove % è mtero . 

Allora, ammettendo che, almeno a partire da un certo valore di n, i termini 

della serie (52) vengano riuniti iu gruppi corrispondenti alle radici X^ che fossero 

113 3 5 

comprese fra e ^, fra ^ e -, fra -^ e ^ , . .; se si suppone che X„ sia 1' ultima ra- 

dice di un gruppo e sia — ^ — <C X» <. — ^ — » si potrà prendere kn = — ^ — , 

e allora sarà: 

M = cosh* n y Va^ -|- (6 — tgh rc y)' = jt cosh- tz y ; 

e quindi se, essendo nel primo caso, a partire da un certo valore r^ di x e qualun- 
que sia y,a sarà sempre discosto da zero in valore assoluto più di un certo numero a^, 
allora per x^ x^ sarà [^ ]> a^ , e la condizione che figura neir enunciato del teorema 
precedente rimarrà soddisfatta. 

Se poi saremo nel secondo caso, e a partire da un certo valore a?^, di ar e 
qualunque sia y, si avrà a^-\-V^ = l+p' ove p non si accosta a zero più di un 
certo numero p^ , allora preso Xn maggiore di questo valor .r^ di x, si osserverà 
che quando sia 6>1 po*^remo porre h^=±V\-\-b^ • quindi a^^^^p'^ — 6,*, e 

^ = V^-r-V + (Vi+ì-/±tgh:ry)»; 
e poiché il valore assoluto di tgh « y non supera V unità , è evidente che ^ sarà 
superiore a 1^p«—V+TV^r4^7^>~ ovvero a V'p^-f 2(1— j/ 1 + 6,«); e siccome, es- 
sendo 64* ^p*, questa quantità è anche supcriore all'altra Vp*+2 (1— J/l -|-p-) 

che è uguale a p y 1 — ^ r , così è certo che per X„> a?^ e pei valori di y 

pei quali i ^ 1 sarà |a > Po y 1 — 



1+1/1 ^pi- 
Quando poi sia 6 <C 1, allora evidentemente a* sarà maggiore di Pq*, e n sarà 
maggiore di p^ ; dunque, anche nel secondo dei casi indicati sopra la condizione relativa 
ad M che figura nell' enunciato del teorema precedente finirà per essere sempre 
soddisfatta . 

Passando poi al terzo caso, osserveremo che per le ipotesi che ora si ammettono 

sui valori di o e quindi delle a„, alcune o tutte le quantità X„ potranno anche acco- 

2 i I 1 
starsi quanto si vuole a numeri della forma — ^ , o essere di questa forma medesima; 

e il ragionamento precedente non sarà più rigorosamente applicabile, sia perchè non 

2 1 I 1 
potremo più prendere con sicurezza, per qualunque valore di n^kn = — 5^, sia per- 
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ch^, anche nei casi in cui ciò potrebbe farsi , M potrebbe per certi valori di n e per 
y=0 venire piccolo quanto si vuole. 

Prenderemo perciò in questo caso k^ in modo che sia sen Ar^ic^ o^ essendo a un^ 
quantità da determinarsi; e osserveremo che allora si ha: 

M«=(a«+8enh« ic y)[(a tx+|/i3^)«+5«a2— 14-co8h« ny{l—b tgh «y)«+a« senh« « y] = 

e siccome in valore assoluto tgh n y non supera mai Tunità, se sUndica con a! il valore 
assoluto di a, e con h^ il limite superiore dei valori assoluti che prenderà h dopo che il 
modulo di z sarà divenuto abbastanza grande, si avrà Jq *C 1 © V*^ ^' ]/ (1 h^ — e, 

X '^ ^' 'L • j • 1 • 1 1- j' a*(l — é*) — 2aaVl — a* . 

ove r è il limite superiore dei valori assoluti di — ^ — r-^ — , supposto 

cosh* 7c y 
che OL possa determinarsi in modo che sia c<C(l — &o)'* 
Ora si ha: 

aKl-b^) — 2'aa^\i::^ _ ,a'(l— 6«)± 2a J/fZ^F 
cosh^ z y CQsh* n y 

• • • 

con a'»=±sen/r^ii:, e evidentemente, se a^ è il limite superiore dei valori assoluti 

di a dopo che x sarà abbastanza cfrande, il fattore -^ —n chemol- 

° cosh?«y 

tiplica a\ qualunque siano y e il valore che poi prenderemo per «, non sarà mai 

superiore a l-|-2 Gq; dunque quando si prenda per a un numero diverso da zero e da 

(I-ftp)' ^ . f • ' (l-fep)^ ,., , ., 

^i^o ® compreso fra questi numen, conje per es. a == ^.^ , ^ . , ( il che eviden- 

temente potrà sempre farsi perchè , , ^ <C 1 j si avrà c<— (1 — 6q)* e |i.^-r=.(l —Òa). 

l+^«o / ^ r 2 

Segue da ciò che anche in questo caso la condizione relativa ad M che figura 

neir enunciato del teorema precedente saiÀ soddisfatta quando per le /r„ si prendano 

i numeri ehe soddisfano alla equazione sen k^iC'SB±a\ ove a' deve determinarsi nel modo 

ora indicato; dunque « quando per F(z) e F|(a) si presenti uno dei tre casi 1.^ 2.^ e 3.^ 

, suindicati, ^ora senza stare a occuparsi della condizione posta nel teorema prece- 

n dente rispetto al modulo M del prodotto aenn b {cob n z -{- :^-^ sensr^:), si potrà as- 

t aerire che ae tutte le altre condizioni del teorema saranno soddisfatte, Io sviluppo in 
, serie (52) sarà iipplicabile nei soliti casi alle finzioni /l[rD) quando i termini della serie 
,f almeno a partire da un certo punto s^ intendano riuniti in gruppi corrispondenti 
« successivamente alle radici X^ , X| ,. • ^ Xm , . . , che nei primi due casi fossero comprese 

Scimiu C»mpté§. T XViL 17 
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, fra e ^, fra ^ e p, fra ^ e ^ , . . , e nel terzo fossero comifrese fra e A"| , fra A*! 

^ e A| + 1, fra k^-\-l e ^4+2, fra Ar,-f*2 e ti+3 , , . , essendo k^ la più piccola ra- 
f, dice positiva p della equazione sen x tc^^^hl' o T altra 1 — p ,. Spesso però questa riunione 
dei termini della serie in gruppi potrà farsi in più modi differenti , specialmente nel 
terzo caso in cui si ha una certa arbitrarietà nella determinazione dei numero a. 

S^ intende poi ch« in tutti questi casi se le differenze fra le radici successive 
della equazione (51) finiranno per non essere mai inferiori a ic, i termini della serie (52) 
o delle (55) o (56) potranno prendersi successivamente uno per uno senza bisogno di 
riunirli in gruppi convenienti . 

82. Aggiungiamo che se uno almeno dei tre casi ora considerati , anziché pre- 
sentarsi soltanto per valori sufficientemente grandi di x qualunque sia y^ si presenta 
sempre quando il modulo di 2; è abbastanza grande, allora evidentemente viene soddi- 

F (zi 
sfatta da sé anche la condizione relativa alle differenze ^pr- ±i = T±t, e quindi ba- 
sta in tal caso verificare: 1.** che le funzioni F(^) e F,(2:) siano monodrome e continue 
a destra dell* asse delle y e su quest* as<»e , e non divengano infinite nei punti 
0, X^ , X) , . . , X^ , . . ; 2.** che il primo membro della equazione (51) abbia valori uguali o 
uguali e di segno contrario per z=iy e 2r=» — ly, e che questa equazione a destra deir asse 
delle y e su quest'asse non abbia altro che radici reali e del prim' ordine, e queste 
siano le solite quantità crescenti indefinitamente 0, X^ , X^ , . . , X^ , • . 

In particolare dunque, osservando che se F(2r) e F|(2r) sono funzioni razionali 
intere di 2 delle quali la prima é dispari e la seconda é pari si ha lim y=^0 o lim']f=QO 
quando mod z^^ao , si potrà dire evidentemente che , se F(z) e ¥^{z) sono funzioni 
„ razionali intere di z delle quali la prima è dispari e la seconda è pari , e 
, r equazione: 

F{z) eoe ir 5? + Fi(«) ^^^ ic a^ = 

, a de:iitra delP asse delle y su quest'asse ha soltanto le radici reali e de) prim^or- 

j, dine 0, X4 , X^ , . . . , Xm , . . , lo sviluppo (52) ove i coefficienti a^^On e Òm sono dati 

, dalle (53) (54), e gli altri (55) o (56) ove. i coefficienti sono dati dalle (&5') e (57) 

, sono applicabili alle solite funzioni f{x) date fra — n e ir, per tutti i valori di x 

, diversi da db ic negli intorni dei quali è soddisfatta una delie condizioni I, II del 

, §, 39. o V altra di ammettere una derivata o un estremo oscillatorio che resta atto 

, alla integrazione anche ridotto ai suoi valori assoluti, e cerile solite particolarità pei 

9 punti delle discontinuità ordinarie, e escluso il punto zero per la serie (56) (Quando 

„ non sia /(+0) = ^ »• 

Lo stesso accade se F(0) e F^{z) sono funzioni irrazionali di z che non hanno 
punti di diramazione a destra dell'asse delle y o su quest'asse, purché si abbia 
F(fy)«.±F(--iy) , con F,(ty)=«T F,(^f y); ec 

83. Oli sviluppi per soli seni (56) nel caso- particolare di F{z)^=ez e F,(2:)2=»6| 
con e • c^ costanti ( il caso di e -{'CiK=*0 esci. ) concordano pienamente con 
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quelli che si sono presentati in alcune questioni della' fisica matemàtica (*), e dei 
quali, per quanto è a mia cognizione , non era stata data fin ora una dimostrazione 
rigorosa . 

Oltre a questi poi noi abbiamo dunque gli sviluppi (52) e (55); e questi, come 
i (56) stessi, si hanno non solo per le indicate funzioni particolari F{z)^=c z , F|(;2;)==C4, 
ma anche per altre molto generali, e anche questi nuovi sviluppi possono servire alla 
risoluzione delle medesime questioni della fisica matematica a cui servivano quel)! ora 
ricordati, e anche alla risoluzione di altre, per quanto, tolti i casi di Y(z)^==Q o Ff(^)=0, 
che in sostanza corrispondono a sviluppi di Fourier, gli sviluppi (52) per seni e coseni 
ad un tempo e gli sviluppi (55) per soli coseni non soddisfano alla condizione (37) che 
si ha in quelli che si sono presentati nella fisica matematica, e gli sviluppi (56) 
vi soddisfano soltanto quando F[z) = c z ^ e F^{z) = c^ . 

84. Aggiungiamo che se le radici Oi ^n^i * -i^ i "i invece di apparté- 
nere alla equazione (51), appartengono, sempre come radici di prim^ ordine, a un altra 
più generale che , almeno pei valori di z di modulo grandissimo a destra delP asse 
delle y, prende la forma: 

u{z) — ¥{z) cos ic 2 -f F< {z) senir i -f Fj (^) -= , 

ove per semplicità supporremo subito senz'altro che almeno sulV asse delle y delle tre 
funzioni F(^) , F^{z) , F^{z) la prima è V ultima siano ambedue dispari e la seconda sia 
pari, e a destra dello stesso asse e sopra di esso queste funzioni siano monodrome finite e 
continue ec; allora si hanno altri svilupp i per f{x) che sono ancora della forma (52) ; ma 
questi nuovi sviluppi invece di valere fra — ir e te come quelli del caso precedente, si può 

assicurare che valgano soltanto fra — o ® "o (i 5 ^^^') • 

In questo caso infatti T integrale (46) da considerarsi diverrà 
J— f ^z)Eentzdz ^ ^^j^^^ ^^,j^ considerazioni del §. 77, si 

prenderà come nel §. 78. ^z) = F< cos ic z — F sen ic # ; e allora V integrale precedente 
diverrà: 




N 



\ent t , ' 1 r (F+F^ cos n z) sen t z ,^ 

HTz * 2 icijrj' #senic#(Fcosff« + F< 8enic2?+Fj) ' 



cos IT z sen 

z sen TQz £à'K\jQ 



e basterà occuparsi soltanto deirultimo integrale giacché per^fraOe 2ic(0e2ir esci.) 

1 
il primo ha per limite o ( §• ^^' )• 

Ora, se Y{z) non è zero, ponendo: 

(*) V. p. Rfemann. Paiii«Ue dffferential Oleichoogen pag. 159. 



ise 

il detto integrale «diTÌene: 

(1+8 cositi) sen tz 



2 ic f L' 



n' z sen nz ( cot ic J^ -|- 7 sen 7:Z'\'S) 



dz; 



e supponendo che al crescere indefinito di mod z, il S tenda a zero, almeno il suo 

Modulo non superi un certo numero, e i moduli di y+» © T — ^ ^^° si accostino a 

zero più di un numero determinato, ba&ta seguire il processo del §. 78. per giungere 

a riconoscere che se ^ è fra — lt e tc ( ± tc esci. ) questo integrale si riduce all' altro: 

►00 

(14-8 cos ff z ) sen t z 






^0 



^ z sen 7C z (cos ic « -f* T sen icz-j-o) 

nel quale a? — A*,, + * y » essendo Ah un numero positivo non intero che è grandissimo 
e non è radice della equazione fi(2f)=0; talché osservando ora, come al §. 79. che per 
2=K-^iy il modulo M' del prodotto senic^ (cositjr + fsenTcz-f*^) si pone sotto la 
forma M' = jt' cosh* tc y , si conclude immediatamente che , se ^| , ^ 7 • m ^ 9 • - f sono 
al solito radici reali positive e del prim' ordine ec. della equazione: 

(58) F(^) cos ff 2? + F^{z) sen ff ^ + Pi(«) = , 

y, ove come abbiamo detto delle funzioni P, F| e Pj la prima e Tultima almeno sull'asse 

, delle y sono ambedue dispari, e la seconda è pari, e a destra dello stesso asse e sopra di 

, esso sono monodròme finite e continue et. e ¥{z) non è sempre zero; e se al tempo 

P (z\ 
9 stesso al crescere indefinito di modi;, il rapporto :Hf-r si mantiene col modulo sem- 

'^^ V{z) 

P (z\ P (z\ 

, pre inferiore a un numero finito, e i moduli di -t^tM- — ♦ « ^éV + ^ restano disco- 
, sti da zero più di un certo numero, allora lo sviluppo ; 

1 ^ 

(59) • 2 ^^"^2 («»C08X„a:+6„BenX^a?), 

, ove : 

P(0) "• ^^ 



LP'(0)+irF,(0)+F^O) 



']Jflx)dx, 



<!- = 



1C 

P4(XJ cos ?r X„ — P(XO seni: X,» 1 Tf 



LP'(X«)co87c X,+P\(X,)sen:cX,-;rF(X Jsen7rX«+7cP,(X,)cosicX„+E*,(X.) J^, ' n-)^on\nrdx, 



]h 



2 



K 



"-_ F.(X.)co8»X,-F(X.)»en«X, "] rLx.„, ^^ 

LF'(X„)co8X«+F',(X,)8.iwtX,-«F(X,)8enirX.+7cF,(X.)co8«X«+F^XH)J J A^Js^^.^*»^. 



2 
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, sarà' applicabile alla funzioni f{y:) nei soliti punti x fra — ^ e^ / it-^ al più esci. ] tutte 

, le volte che per valori convenienti comunque grandi di A'm e per ia^=/rH+ iy , il mo- 

5, dulo M' del prodotto sen tczXcostzz -^ ^^ sbutcz-^- -^[^i riduca alla forma (l'cosh^y, 

« essendo |i' sempre discosto da zero più di un certo numero «. 

85. Ora indicando con m cosh Try il modulo di cos Tc^^-j-^ sen ttz, e con jJLCOsh'^^ry 
quello di sen t:z{ cos t: 5? -j" T ■•^ « z )quaiido a? — /f« + * y^ si vede subito che Jl qua- 
drato di quello di cos jc 2? + T sen ir «: -f- 8 è: 

m' cosh* iry + ^' + ^*+2[c (cos :c Z*h + a sen tt /n) -{- fc d sen tc A*»] cosh tt y + 

+ 2 [ d (a cos Tck^ — sen n k„) — he cos ir hn ] senh « jr, 
e in conseguenza il modulo M' di :sen i:z{ oos ic j? -f- T seo tc ar -f~ ^ ) ^ ^' cosh' ir y , con: 

( w'cosh* ny.- m^ cos h ir y 

. ^ (a d — b e) cos ir k^ — d sen ir A" . , 

+ 2 ^ ^— 2 — ^ ^" tgh ff y 

171^ cosh ir y 

quindi, osservando che se y non è identicamente zero, e ^i è il suo argomento si ha: 

^ 8 =^ .^t= — Z :^_A^ L Y*= [a (r+6-d -f t (a d—h e)] e *% 

si vede chiaro , sen2sa neppure escludere ora il caso di Y=Oi cbe se al crescere 

indefinito di n i numeii 8 e y ^ tendono ambedue a zero, basta che |i resti discosto 

da zero più di un numero determinato perchè altrettanto accada di |i'; e quindi, 

limitandosi a un caso particolase soltanto, si potrà dire evidentemente che ^ lo 

jr ir / ir \ 

, sviluppo precedente (59) sarà applicabile fra — ^ e -fi- al più esci. 1 quando 

F F 

, al crescere indefinito del modulo di z il rapporto ^ tenda a zero e V altro ^^ sia 

, nel terzo dei oasi del §. 81, o, essendo in uno degli altri due casi dello stessaparagrafo, 

F F 

, converga contemporaneamente a zero il prodotto ^^ dei rapporti medesimi ,• 

Facilmente si troverebbero uUri casi semplici di equasioni della forma (58) pei 

quali lo ayiluppo (59) riesce applicabile. 

86« Passando ora al caso di. F=^0, con F| diverso da zerq, oeservoremo che 

F (s\ 
ponendo -^r^^^P'^^'^^f'» ^^'^^^^V^^ ^^ considerarsi diverrà : 






jp eoe ir «f sen iz . 

z»Qnicz{P'^9ennz) ' 
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e siccora» le X|,}^,.., derono essere reali, il p al crescere indefinito di mod^r dorrà 
prendere anche Talori reali non superiori air unità in valore assoluto. , Limitandosi 

, dunque al caso in cui essendo f p= ^^rj-i j il modulo di j> finisce per restare sempre infe- 

« riore a unnumero finito, si vedrà al solito che, anche nel caso attuale della equazione: 

(60) T^{2) senir .e + Fg (g) — 

„ lo sviluppo (59) sarà applicabile fra o ^ ò (^o^^ P^^ ^^^^* ) 4^^^^^ P^' valori 

9 convenienti non interi ma comunque grandi di k^ e per z = k^-^i y il modulo M^ 
9 di ^eii7cz{p-\-u^m:z) si riduce alla forma M|"^| cosh* tc y con |t| discosto da zero 
y più di un certo numero .. 

87. Ora, per trovare alcuni casi semplici particolari nei quali questo teorema è 
applicabile, osserviamo che per 2r ■» Atm -f" ^ y *ì ^<^ • 

M*— (cosh* ic y — cos* ir /ri»)[(e + sen ic A:^ cosh ic y)* -f- ( /-|"C08 ^ k^ senh ir yf] , 

2n+l / « \' f 

e prendendo /fM= — x^ si trova a* e= [\ A ; ) 4- — fi — ; e quindi si ha subito in 

2 V coshicy/ ' cosh'icy 

particolare che . se trattandosi ancora della equazione (60), modji finisce per esser 

« sempre inferiore a uno più di una certa quantità diversa da zero j, alloi% essendo 

*» «*^(1 — g)* e |i> j, lo sviluppo (59) sarà applicabile .. 

Osservando poi che col prendere k% in modo che sia sen Xtm ir = «, con a 

quantità diversa da zero da determinarsi, si ha (Ì4* = f 1 rj jm'i ^^^- 

CMn'icy ' ' coshwy ' cosh^ity ' coihny — 

» ' ' cosh'xy ' ® ' ' ' ' * '^ cosb «y cosh r y 

^ I « V 1 ri , „ * ^1 V» . 2/'V'l — a'tghjcy 

si vede snbito che se f tende a zero al crescere indefinito di mod z, e mod p invece 
non si accosta a zero più di una quantità determinata q, e al tempo stesso finisce per 
non superare mai V unità, o almeno i valori che prendesse superiori ad uno finiscono 

per essere prossimi ad uno quanto si vuole, allora preso per es. 9.=>^— 9,|jL| finirà per 

non essere mai inferiore a ^ più di quantità piccole a piacere ; e si conclude quindi come 
nuovo caso particolare semplice di applicabilità del teorema precedente che , se trat- 
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, tandofli ancora della équazioxM'(60), al crescere indefinito di moiz .il numero 

9 p o f^^-; tende a divenire sempre reale, e in yalore assoluto la sua parte reale non 

« si accosta a zero più di un numero determinato, e non supera V unità o tutt* al più 
, la supera di quantità che possono ridursi piccole a piacere, allora lo sviluppo (59) 

, è ancora applicabile alla solita funzione f{x) per a? fra — 0^0(^0^ *^ P^^ esci.) „, 

Si hanno così due casi semplici di equazioni della forma: 

F^ ^) senir « + Fj (;?)= 0, 

per le quali lo sviluppo (59) è applicabile, e evidentemente sarebbe facile di trovarne 
anche degli altri. 

In particolare dunque se X|, X^, ... sono le radici della equazione: 

10 sviluppo (59) è applicabile, perchè modjp ha per limite zero quando mod z cresce 
indefinitamente, e questa equazione non ha altro che radici reali giacché se oi-{-i^ fosse 
una radice complessa dovrebbe essere: 

senic 01 cosh ff p -| — ^ ra = Ot cosicasenhic p ^ jT ^ = 0, 

e quindi : 

P sen ic acoshic p 4* ^ cos ira senh icpe» 0, 

e questo non può essere altro che con p = 0. 

Al solito poi da questi sviluppi per seni, e coseni se ne possono avere altri per 

ic 
soli seni per soli coseni fra e -^ ec 

88. Prendiamo ora a trattare il problema generale posto già dallo Sturm (*), 
quello cioè di rappresentare una funzione reale f{x) della variabile pure reale 

X data arbitrariamente fra a e 6 in serie della forma £ {m B(Xn , x\ con : 



/ F{x)f{x)B.Q^,x)dx 
(61) 9. =-^ 



/*F( 



x) H*(X„ , x) dx 



quando per tutti i valori di m diversi da n e per una funzione reale conveniente 
F(a;) si ha: 

(62) f¥{x)llQ^,x)Ui}^,x)dx — 0, 

Ja 

n JooniAl do LiooTiUe.. Yol. I. 
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e la H (s , a;) per x compreso fra a e ft (a e & incl.) sono fanzioni monodrome e con- 
tinue di z che per semplicità saranno supposte sempre reali quando la x ha gì' indicati 
valori fra a e & (a e i incl.) e la jr ha i valori X| , X^ , . . Xn , . . ; e inoltre le stesse fun- 
zioni Ji{z , x\ almeno per questi valori particolari X| , X^^ , . . , Xn , . . , di F; sodditifano 
alla eqnaadone differe&ziale: 

essendo E una funzione indipendente da z, mentre g invece dipende anche da 2; 
e le X| , Xj , . . , Xm ^ • . . essendo radici semplici di una certa equazione trascen-* 

dente u(z) ■» . . = . 

Questi sviluppi rientrano appunto fra quelli considerati nei §§. 68 e 69; quindi 
sarà il caso di applicare T uno ^ l'altre dei teoremi dei paragrafi stessi. 

Indichiamo perciò, per abbreviare con H,Hii,9n le funzioni H(2r,a?),H(X«i,a?)^Xw>^) 
respettivamente; e osservianu) che essendo: 






avremo: 



(64) 






e ammettendo che le Hn siano funzioni di x finite e continue fr^ a 9 &, e che g sia 
della forma F(x) v(^) + F,(ar) onde la differenzia gn—gm si riduca al prodotto 
F{x) [v(Xm) — v(Xm)], si troverà la formola seguente : 

(65) jfF(.)H.H^_^5^^|K(H.^-_H.^-)|"^ 

che varrà per X^ diverso da X^; talché, onde col valore della funzione F(j?) che figura 
nella equazione (63) 0: 

sia soddisfatta la condizione (62), bisognerà che gli integrali H eie radici X„X2,...,Xiivm 
mano prese in modo che ei abbia: 

per tutti i valori di Xm e X„ diversi fra loro. 
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89. Fra i modi particolari di soddisfare a, questa condi/àone vi è quello di sup- 
porre che per ogni Talore di n si abbiano le due equazioni: 

MI 
K -r-^ — A' Hh =« per x=^, 

(67) 

A H^ «= per .r=ft, 



I^H 



X 



ore h e K sono due costanti reali qualunque, includendo in ciò anche i casi in cui 
K o — — ^sono zero per r=aoar=6, i quali quando non si abbiano singolarità in — ** 

ÙX cX 

o in K corrispondono a A' = o A=0; e includendovi pure i casi di H„=0 per x=a 
o x=b che corrispondono ai ralori limiti A' == ± oo o A = ± oo ; e noi supporremo 
senz* altro che queste due equazioni debbano essere soddisfatte. ' 

Così essendo, osserveremo che, se sono dati aeb e queste equazioni (67) non si 
riducono alle due Ka=0 , K6=0, Tuna di esse, per es. la prima, potrà servire a determi- 
nare il valore di Hm o quello di —- per x=a quando sia fissata Taltra di queste 

cx 

quantità , determinando così completamente V integrale H„ che dovrà figurare 
nella serie Ij'^H,,, e che, come abbiamo detto, dovrà risultare resile per tutti i valori 
di X fra a e 6 (a e ò incl.); e V altra equazione allora figurerà come una equazione 

in Xn che determinerà le quantità X^; talché in questo caso per equazione u{z)= -—=0 
si potrà prendere la seguente: 

ATT 

fi(2) = K^ — AH = perorai. 

Quando poi, per es. per x=a si abbia K=0 senza che per x=:b sia K = , 
allora se sarà già stabilito di quali integrali Hm della equazione (66) si Torrà fare uso, 
la seconda delle equazioni (67) potrà riguardarsi come quella che determina le radici X„ 
e quindi potrà prendersi per la equazione u{z) => ; ma se per gli integrali H^ sarà 

JVTT 

dato soltanto il valore di H„ o quello di -r-^ per x=5, allora la seconda delle equa- 

uX 

zioni (67) medesime potrà ftirsi servire a determinare l'altro di questi valori, e in tal 
caso potrà prendersi a piacere la equazione u(^) = che deve determinare le quan- 
tità X„; mentre infine se le equazioni (67) si ridurranno alle due Ka=0 e K6=0, allora 
rimarranno pienamente indeterminate le due costanti arbitrarie che figurano negli 
integrali della (58) e potranno prendersi a piacere e anche funzioni di z , come potrà 
prendersi a piacere là equazione u(z) = che deve determinare la quantità X^; salvo 
bene intese* in ogni caso a procurare che gli integrali H non presentino singolarità 
né rispetto ad x né rispetto a z nei campi ove devono considerarsi, e siano reali pei 
valori X| , Xj,..,Xm, . ., di z e per qualunque valore di a; fra a e b; e riservandosi 
Scienze Cosmolog. T. XVI L 18 
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sempre di esaminare se sia o nò possibile di soddisfare alle varie condizioni dei teoremi 
dei §§. 68 o 69 prima di potere assicnrare che lo sviluppo X ^n Hm è possibile nei 
soliti casi per una funzione reale f{x) data arbitrariamente fra a e b. 

Similmente, se saranno dati per es. gli integrali H^, senza però che si conoscano 
i numeri a e 6, e questi numeri per valori convenienti delle costanti A e A' potranno 
determinarsi in modo che riescano identiche le equazioni (67) qualunque sia X„, allora 
rimarrà^'ancora pienamente indeterminata la equazione u{z)==0 che determina questa 
quantità X,, ; e lo stesso accadrà se , essendo dati per es. soltanto a e uno dei valori 

Hm o — — - per x=a^ si potrà determinare V altro di questi valori Hn o mediante 

la prima delle (67) e il 6 mediante la seconda. 

90. In ogni caso però se F(.r) è reale e non cangia mai di segno per x reale e 
compreso fra a e h; e ♦se per ogni valore reale o complesso di z in un campo simmetrico 
attorno all'asse reale, la H(^ , a^\ considerandovi anche x come variabile complessa, è 
funzione di x monodroma, finita e continua in un certo campo connesso C che racchiuda 
i punti a e 6, allora la comlizione (02) fa sì che le radici della equazione da considerarsi 
«(^) = debbano necessariamente essere reali quando questa equazione è la seconda delle 
(67), o la Hft = 0, o anche, più generalmente, quando essa è t.ile che ammettendo una 
radice complessa dovesse necessariamente ammettere anche la sua coniugata. 

Supposto infatti che X„, e Xn fossero radici coniugate della nostra equazione 
ii{z) = 0, sarebbe per x reale H(X,n,ir) == P-|-iQ, H(X,„ir)= P — tQ essendo P e Q certe 

funzioni reali di a:, e allora la (62) si ridurrebbe all' altra / F(.r) (P*-|-Q-) dx = 0; 



i / F(.i 



quindi, poiché questa porterebbe P=Q=0 (perchè F{x), P e Q si suppongono natural- 
mente continua ), le funzioni H( X», , a? ) , H(X„ , x) come funzioni di x sarebbero 
zero in tult j il tratto rettilineo (a , ò) e quindi anche in tutto 0, e questo non può 
essere . 

91. Aggiungiamo che quando la nostra ^{z ^ x) considerata come funzione delle 
due variabili z a x sì mantiene finita e continua insieme alle sue derivate prime e 

seconde n~ i T~" i x ^ per tutti i valori reali di a; fra a e & e pei valori complessi 

di z in intorni dei punti Xn, e per questi valori Ai x 9 ài sf essa soddisfa sempre alla 
equazione (66) ; e inoltre o si ^ha K=0 per x=a , o è identicamente soddi- 

sfatta la equazione K r h* H=0 per x=a e per qualsiasi valore di z negli in- 

rb 

dicati intorni, allora sarà facile di trovare anche i valori degli integrali / ¥{x)Ii^^ dx 

00 
che figurano nei coefficienti ^„ della serie ^ ?„ H„. 

Si osservi infatti che cambiando nella (64) il Xm in z, (il che ora può farsi), e 
integrando fra a e x si ottiene la seguente: 
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rx 

Vi 
-a 



F(x:nH„dx = 



1 



^,{g) — v(X„) 



KfH-^ 
ìx 



-H„ 



m 



ÌÌX 



che varrà per x compreso fra a e ft (a e 6 incl.) e per qualsiasi valore di z negli in- 
dicati intorni ; e siccome il primo membro è una funzione continua di » per z = X„, il 



r 



suo limite per 2? == X» sarà P integrale / F( r) H^ d x. Invece a causa delle nostre 



ipotesi il limite del secondo membro sarà rTT ^ v^ 



Z "ò X **^x ^z 



w 



ovvero — .— . 

V 



- — K( — ** — H„-r — " ); dunque facendo x = h e passando al limite nella 



formola precedente, si trova subito che sotto le fatte ipotesi V iqtegrale cercato è dato 
dalla formola : 



(68) 



Ja 



DH^rn 



DX- *ò X 



^ -H. 



m. 



dXn^X 



). 



b 



e se h sarà finito a causa della seconda delle formolo (67) si potrà anche scrivere: 



(69) 



/ F(x)HhMx=-tÌ-^ 



HI r** Hi V- jn» 



-b 



mentre se A è infinito, rìducendosi la seconda delle (67) a 



H. 



== 0, si avrà : 



/ F(.r) H.M ar = A_J_^«_^_^ 



donde risulta anche che se, come supponiamo, F{x) e Un saranno sempre reali per x 
compreso fra a e 6 e F(a;) non muterà mai di se^/no in, questo intervallo, le varie con- 

dizioni che abbiamo poste per giungere a trovare il valore dell' integrale 



J F{x)Un'^dx 

Ja 



\TT > IT 

non potranno coesistere quando per x = h sia zero il K, o lo siano Hn e ^ o 



o sia zero per z = \n anche la derivata rapporto a z della espressione 



K 



d X 



— AH 



e allora per avere il valore dell' integrale precedente converrà seguire altri processi. 
92. A questo inoltre aggiungiamo la osservazióne seguente. 
Quando è data la equazione differenziale (63), ponendo: 

(70) H = tP, 

^ /, e 



., m 



ove t è una certa funzione di x^ e calcolando con questa il ;r— e poi 



^x 



i il -^ 



dx 
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sosfcitaeado nella precedente si trova: 

donde, moltiplicando per t si passa alla equazione : 

che è della stessa forma della (63) ; e il t può prendersi in modo che il coefficiente 



rjz*-\..x^-^^ di P quello At« di 



_. _ _ ^ - —, soddisfino a certe condizioni speciali. 

Così per es. se ^r è della solita forma F(j) v{z) -4- F,(x), presa per t una fun- 
zione della sola x in modo che sia: 

(72) A_Ì£^ + 5 f, (i) 4. 5 F(x) I , _ , 
con e costante arbitraria, la equazione precedente diverrà : 

(73) ^ j" +■* ^« kO - ci P-0 , 

cioè prenderà la forma cui si riduce la (63) nel caso particolare di F^(x) = , donde 
apparisce che nella (63) stessa potremo supporre sempre ridotta a zero la funzione 

H 

F|(a:), salvo a sviluppare poi f{x) , anziché per funzioni H„ , per funzioni P» o —, 

V 

essendo t una funzione deUa sola x determinata dalla equazione (72); per modo che 

f{x) 
applicando lo sviluppo in serie 2 qn P«"a invece che a /l[.r), s' intende che si verrà ad 

ottenere anche lo sviluppo £ qn Hn di f{x) per funzioni H», con sole differenze nei 
coefficienti q^ della serici i quali invece di essere dati dalla formola (61) verranno 
dati dair altra : 

'61 



(74) 



Ja ' 



^^fi f(x) Hn dx 






dx 



93. Si può poi aggiungere che se per un valore conveniente della costante arbi- 
traria e si ha F|(t) + e F{x) = — ^ con jt costante, la (72) diverrà: 



K 
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dXÒX\ ^X J ^ lX\ 



Ix^ 
e quindi indicando con y una costante arbitraria, si avrà : 



(4;;=.+,.., 



ovvero : 

òr 



^x 1 



donde si otterrà t con una sola quadratura; e in particolare, se [t è positivo, pren- 
dendo p = si troverà ; 



log T = V |I / — + log ^i 1 ovvero : t = c^ e*'^ '*'./ K , 



essendo c^ una costante arbitraria, e di V'ix potendo prendersi il valore positivo o il 
valore negativo. 

Invece se [i è negativo, supponendo p positivo, si potrà prendere ; 



-/^■•■'('^/r+'O. 



ove i radicali possono prendersi col segno che più ci piace. 

94. Ciò premesso, passiamo a studiare gli sviluppi 2 S» H»i ^^® ^n soddisfa 
alla equazione (63) o (66) nella quale, come abbiamo detto , può sempre supporsi 
Fj(.T)»=0, e le qn sono determinate dalla formola (61). 

Ammettiamo per semplicità che i punti X» siano tutti a destra delPasse delle y^ 
e le funzioni H (^, xi), siano come nel §.91, finite e continue insieme alle loro derivate 
prime e seconde per tutti i valori dì a; fra a e 6 (a e & incl.) e pei valori di # entro 
gli intorni dei punti X» ; e di*più queste funzioni H {Zy x) come funzioni di Sf^ siano mo- 
nodrome e continue anche entro i soliti campi formati dalle linee Cd ; e al tempo stesso o 
sia K = per x=a , o per xi=»a e z compreso negli indicati intomi sia soddisfatta 

identicamente la equazione K r A' H =s 0. 

ù X 

Allora per quanto si disse al §. 91. K^ non sarà zero, e la equazione 



[<i-"], 



U2 

che corrisponde ad h finito, o 1* altra H^^O che corrisponde aA=±oo non saranno 
soddisfatte altro che da valori particolari di z che saranno reali e non soddisfaranno 
alla respetti va equazione derivata; e di questi valori quelli positivi noi dovremo pren- 
derli per le radici X»; quindi nel caso attuale se h è finito avremo, colle notazioni dei 
paragrafi precedenti . 



^^) = -7-, = 



K 



m 

^x 



(74) 



f 



F(x) H*„ dx = 






K 






)lr- 



(Hn)t «' (X,) 
V'(>S.) ' 



e se A ò infinito avremo invece: 






(75) 



Ja v(X„)V ^a? // 



talché pei teoremi dei §§. 68. e 69. noi possiamo affermare che onde esser sicuri che la 
funzione f[x) si possa sviluppare pei soliti punti J? fra a e 6 secondo la serie S j» H», 
quando h è finito occorrerà prendere ad esame V una V altra delle due espressioni 
seguenti : 



(76) 



Jc, 



v' {z) H(2 






a+0 4 1 



Biz , 6) 



+ Jt(a , < , «) 



dz 



(77) 



I 



[■^S- 



AH 



1 



ove le fr sono i reaidui delle fanzioni sotto gli integrali nei punti d' inEnito che esse 
hanno entro Cn diversi da X, .Xj, ... X, ; e nella prima «(«,«,*) è una funzione mo- 
nodroma e continua entro C. che si annulla nei punti X„ Xj, . . J^, . . e può prendersi 
uguale a zero sena' altro, mentre nella seconda ^ (z) deve soddisfare alla condizione 



<|.'(X0 «'(X.) - «I.(X„)«" (X«) = , essendo « (*) = f K^-5 
minarsi colla condizione che sia: 



AH 



I» e ? («) deve deter- 



't 



(78) 



v'(Xn) «'(X,) H(X„ , a) / P(a+0 H(X, , a+f) dt 

f\K) = - 1^ 

<KX.) H(X. , b) 
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Se poi h è infinito, allora invece degli integrali precedenti, dovremo esamiaare 
gli altri: 

,v'(2)H(^,a)/F(a+0H(2r,a+0c?< 
(79) _i_ / ^^ y f s s) dz '^n 

^ ^ 2x'Jch( T^wn +'^("''^'^Mhij;6)-2t- 

\ Ix Jb ^ 






con <KX«) H(X„ , 6) - <KX„) H"(X» , 6) = e : 



, a) / F(a 



vU«) H'(X„ , b) H(X„ , a) / F(a+<) H(X,. , ix-\-t)dt 
(81) y'(>^,) = 

ove s' intende che H' (X„, h) e H" (X„, ft) siano le derivate di H(^,A) prese rispetto a z 
per a: = Xh ; e mentre le (76) e (79) dovranno soddisfare alle condizioni che si avevano 
per la (40) nel teorema del §. 68, le (77) e (80) dovranno soddisfare alle coudizioni 
che si avevano per la (42) nel teorema del § 69. 
Siccome poi la equazione (66) ci dà: 

v(^) j F(x) H(^ , a:) dx = -(^K —) +(^^5) ~J ^'^'^ H(^ > ^) ^ ^ » 

potremo trasformare le espressioni precedenti per mezzo di questa formola ; e nel caso 
particolare di F^ {x) = 0, avendosi di qui : 

f . 

potremo sostituire nelle stesse espressioni invece dell'integralo i F(a4-0H(z,a+0^^ 

Jo 

la quantità perfettamente conosciuta — \ f K r— j — T K t — J \ ^ 

Quando però dopo di aver fatta questa sostituzione la determinazione di 9(^), o 
lo studio delle espressioni precedenti riesca difficile, allora potrà tornar comodo di non 
fare la sostituzione medesima e non eseguire la integrazione rispetto a ty lasciando 
cioè il ^\z) sotto le forme che si ottengono dalle (78) o (81) col cambiarvi X« in z, 
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o sotto forme simili : e poi nelle varie formole incominciando coir eseguire le integra- 
zioni rispetto a 2^ invece che rispetto a t, ec, come chiaramente apparirà nel trat- 
tare il caso speciale di cui fra poco ci occuperemo. 

E se le espressioni precedenti, non soddisfaranno alle condizioni che si avevano 
per la (40) o per la (42), ma presenteranno la particolarità menzionata nel §. 70. allora 
invece dello sviluppo £ qn Hm per rappresentare f{x) si avrà V altro simile 

— / A*^) (^) rfap + S^H H,„ ove Xj ha il significato attribuitogli nel §. 70. medesimo, 
Ja \y^ ^ 

e le ^H sono date ancora dalla formola (61). 

95. Applichiamo ora questi risultati allo sviluppo delle fanzioui di una varia- 
bile reale f(x) per funzioni ll(X«.r) , ove le Xn sono le radici reali po;$itive e del 
prim' ordine di una equazione trasct;ndente che verrà poi determinata, e le H{2x) 
dipendono per ogni valore di a; e di 2: da una classe di equazioni differenziali della 
solita forma: 

Vx -^ 1 F(.r) v(^) + F,(^) j H=0. 

Giova prima però determinare quali siano queste equazioni e fare un breve studio 
su esse ; e per questo osserveremo che ponendo ^ x = 5, e indicando con K' la deri- 
vata di E rispetto ad x, dovrà aversi: 

ove H ora è funzione della sola i ; e quindi, dando ad x un valore costante qualunque 
e indicando con a, b e e coefficienti costanti, e con \l{ì) una funzione conveniente di s, 
si vede che H (() dovrà soddisfare a una equazione della forma : 

donde, tornando a porre zx a\ posto di I, si ottiene T altra: 

^ o 

ovvero, moltiplicando per x : 

^^— ^ + [6.r \l{zx)-\-cx ]H=0, 

essendo ora H funzione di zx . 

Ne segue che la equazione data deve necessariamente avere questa forma, e quindi 
deve essere: 
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da cui : 



F;j;) v(#)4- F,(x) = ( !P^\{gx) +«t"~*, 



F(x) v'(») = 6 «""^ H-'C^a;) , ovvero |t'(« «) =- ^^ v'(«), 

6x 



ciò ohe ports ohe aia : 



[ 



F(«) 

_! ^) 

F(x) -j "" v'(z) 



«4 » 



ovvero : 



essendo a^ d^ d^ costanti arbitrarie ; quindi , se a^ non è — 1 dovrà essere 

|x (jr x) = — -— - {z x) -^-^v ^ se a| =» — 1 dovrà essere 

ai -f- 1 

\l{zx) ^=*d d^ log^^ + ^ii con cT^ nuova costante arbitraria, per modo che le sole 
equazioni che potrebl^ero ora considerarsi quando H è funzione di t x , sono le seguenti ; 






(83) ^ /* 

con a, 6, e, a, costanti arbitrarie Taltima delle quali è differente da — 1; e quando 
H è funzione della sola Tarìabile x (o per « =■ i) esse ai riducono alle altre : 



<::f) 



+ «"-W+' +c)H=0. 
(84) < "^ '^ 






^ + x'»-«(6 log «+c) H=0 , 

la prima delle quali per a«>*c=> 0, a^^^h'^l si riduce a quella che definisce le fun- 
zioni sen X e cos a?, e per a=^a^ =J = 1,(;= — v* si riduce a quella che defi- 
nisce la funzione di Bessel I (x). 

96. Noi qui ci occuperemo soltanto della prima di queste equazioni; e allora 
volendo fare sparire il termine ex si porrà come al §. 88. P => — ^^ — ^, essendo 

V 
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t una funzione di x determinata dalla equazione : 

/ a3tN 
H * ST ) 
-j-^ ha; (e + e X <+' ) t = , 

ore e è ana contante arbitraria che gioverà prendere aguale a zero, per modo che li 
abbia : 



(85) \* òxj 



a-i 



3^ +cr.-'-0, 
e oosì la prima delU equazioni (83) si ridurrà alla seguente : 






Ora, se mj e ut, sono le due radici della equazione m* — (1 — a) iw+c — sì vede 

subito che t=Ax ' -}- Bx ^, con A e B costanti arbitrarie, soddisfa alla equazione (85); 

e noi, supposte wij e m^ reali, prenderemo i=x *; e così ponendo 2v=2f»|+«— li 
2ii.»^a|4~lf 1a equazione ultima diverrà: 



{'"'•?, 



ÒX 

oTTero : 






a«P . .. . ..ÌP 



x^.+ (2v+l)-^ + 6.««^x««->P«0, 



ax* ' * ^ìx 



donde, applicando il processo d* integrazione per serie colla formola di Taylor* e facen- 
do le yerificazioni richieste da questo processo, si trova con facilità che se (l è diverso 



V 



da zero e positivo e — non è un numero intero negativo si ha: 

"•i ® ( 2.{i(2v+2{t)"+"2.4.|i«(2v+2|i)(2v+4|i) 2.4.6.ti3(2v+2ji)(2v+4iiX2v+6it)'^""i 

e x^^ì P^^ (x) viene ad essere un integrale della prima delle equazioni (84). 

Osservando dunque che, essendo m|-f-^ = l — 0| i due numeri 2m^-\-a — 1, 
2 ni^-^a — 1 sono ambedue zero se m^=m^^ e negli altri casi sono uguali e di 
segno contrario, si vede subito che insieme a 2v=2m|-[~^ — 1« ^oi possiamo 

1— « 1 a 

porre — 2 v=2 m^~{-a—l ; e allora avendosi m^ = — 5 1- v , Wj = — jr v , e 
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quindi c=m4Wj= l — - — j — v', la prima delle equazioni (84) coli' introduzione 
della costante v invece di e, assumerà la forma seguente : 

che sarà quella sotto la quale noi la prenderemo d' ora innanzi, limitandosi anche a 
supporre a e b reali e (jl diverso da zero e positivo. 

E per quanto abbiamo visto, noi potremo intanto asserire che se il rapporto 

* è un numero diverso da zero e fratto, i due integrali della equazione (86) che qui 

V- 

consideriamo sono i seguenti : 



l-a 



Ht fta:^^ i^/V- 63^^ 



^^ ( ^ 2.|t(2 v+2|t) + 2.4.|i.*(2v+2[i)(2v+4(i) 2.4.6 |i.3(2v+2ti.)(2v+4|JL)(2v4-6(i)+.. , 

'-^-'i to'*" b^ h^ 

^^ j ' 2.(i(-2v+2ti) ■^2.4.it*C-2v+3ii;(-2v-f 4|i.) 2.4.6.|i.5(-2v+2(i)^-2v+4H.)(-2v+6|t) 

+v 



+.. 



2 ^"^ 2 V 

che possono indicarsi con ^k x P (x), Bx P (x), essendo A e B costanti 

arbitrarie e P„..(^)iP „..(^) ^^ quantità fra parentesi che sono integrali delle respet- 
tive equazioni: 

V 

mentre se il rapporto — è zero i due integrali precedenti soddisfano ancora alla (86) 

y 

ma si riducono ad un solo, e se - è diverso da zero ed è intero, uno degli stessi in- 

V* 

tegrali soddisfa ancora alla equazione stessa (86) ma l'altro perde ogni significato, e 

y V 
quest'ultimo sarà quello per il quale il rapporto corrispondente — o à un nu- 

mero intero diverso da zero e negativo. 

97. Occupandoci ora delle funzioni P per le quali |i è diverso da zero e 

V,|l 

. . V 

positivo e - se à negativo non è intero, giova premettere alcune loro proprietà prima 
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di passare alla questione che vogliamo trattare degli srilappi della solita funzione f{x) 

. H (X„x) 

per serie di funzioni P Ck^x) o - ^ , o anche se vuoisi per serie di fanzioni 

v,(i ^ 1— a 



X 2 



+v 



H Q^x) 

1— o 

Serviamoci perciò della variabile z invece che di x o di ^x, e osserviamo in 
primo luogo che si ha: 

^^^^•^v,n^^^~ ^ 2. {i(2v+2ti.)+2. 4.ji.2(2v+2(i) (2v+2il) 2.4.6.|i^(2v+2it)(2y+4|iX2v+6iJLr '" 
e P iz) soddisfa alla equazione: 

(oo) «r-r + (2v+l)r h^« "=0i o "^^ — ^^ --^bz ^ *^ P=0, 

D^* ^-21 ^ z 

ì . U. UL li i* 

intendendo sempre che anche se |i è un numero fratto e z^p e sia z =p e , ec. 
Avendosi poi dalla precedente: 

fc^'^-H bz"^ b*z*^ 



v,|i^''"~ 2^+2 1». j 2.^^2v+2p^+2^t)^2.4.^t«(2w+2^l+2^lX2v-f2^t+4ll 
■i trova sabito la forinola notevole: 

(89) F («)-=— ^^—P W 

v,|t'' 2v+2ti. v+mit^ ', 

che esprìme la derivata di P (f) per la funzione P («); e poiché questa formola 

ci dà : 

g^-')"'^' p („+-j!£n_p („ 

2v+2ii. v+|t,ji ^ ^ ^ (2v+2(i.)(2v+4ti) v+2p.,ti ^ ^' 
eliminando con queste P' {z) e P" (^) dalla (88) si ottiene V altra : 

(90) p (,)«,p (g) ^ ^\ P (#), 

v.l«. v+{«.,(i.^' (2v-f2|i)(2v+4(i) V4.2|t,|t^'' 
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che esprime la P (z) per le due P (z\ P (jy), i cui indici sono superiori 

v,ti y^.|i.,|i. y-|-2|j.,it 

di (t e di 2^ 

Osservando poi che dalla (89) si ha : 

F (^) = - V , , P (0) 

e sostituendo nella precedente si trova anche V altra : 

S#( V+|l.|Jl ^ ^ j ^ ^ ^^ V,|X^ 

che è pure notevole. 

98. Aggiungiamo che potendo scrivere: 



, . <:-)• , €)' >€) 



.{«• 



2(2^+2) 2.4(2^+2) (2^+4) 2.4.6(2^ +2)(2l +4)(2l +0) 



si vede subito che si ha P W ■« P [ — j, talché propriamente quando siano 

studiate le P Iz) lo sono anche le P (z). 

Noi per questo d' ora innanzi non ci occuperemo altro che delle P (z) , che 

v,i 

indicheremo più semplicemente con P {z\ giacché quando dalle formolo che conten- 
gono queste P (^) vorremo passare alle corrispondenti per le P {z) basterà cam- 

V <f 

biare in eisse il v in — e il « in - • 

(I. |i. 

£ siccome queste funzioni P {z) vengono a soddisfare alla equazione : 

i«P(0 ì?(z) 

che risulta dalla (88) facendovi ii.=>l, e sono date dalla serie: 

_ bz* , b*z* 6»g« 

(92) Py(«)-l-g;^vq:2) + 2.4(2v+2)(2v-f-4) 2.4.6(2v+2)^2v+4)(2v+6)'^'-' 

si vede chiaramente che airinfiiori di un fattore costante esse corrispondono 
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(Vb « ) essendo I (^) una funxione di Bessel ; talché in sostanza gli sviluppi 
che poi troYcremo per funzioni P saranno sviluppi per funzioni di Bessel. 



a 2 I 



99. Ricordando ora che per v> — — si ha : 

V r^ 2v 

I (s) «» A 3 f cos (i cos o>) sen o> d a> , 

^ Jo 

ove A è una costante, si può affermare che quando v>— ^ ■*>*• 
^ ^ p (z)=Jk / cos {z cos tt>) sen « d co, 



i 



o a 




^ ^ V^ V * » essendo T il noto simbolo degli integrali Euleriani di seconda 

specie, e per semplicità si è supposto ft=l senz' altro, pon avendo del resto che da 
cambiare z in yTz quando si voglia tornare a introdurre in calcolo il numero fr. 

Posto poi cosa>=T; e a coso 2 sostituito il suo valore per esponenziali, si trova: 



À 2J-I ^ ^2/« (1^) ^^ 

V ^ — 1 



■/_ 



1 ±ivz V— r- 

e (l-t;«) *df^, 

—1 

1 



^-F 



ove sMntende che (1 — v^) per t;=0 si riduca alPunità positiva; e da questa formola, 
che vale quando v > — -^ e qualunque sia Zy ci sarà facile dedurre un* altra espres- 
sione di P (z) per la quale basterà supporre che v non sia un numero intero nega- 
tivo, ma bisognerà per essa che ^ sia diverso da zero e abbia un argomento che non 
supera jr- in valore assoluto, per modo cioè che i punti z corrispondenti cadano a 
destra dell' asse delle y, su quest* asse {z=0 esci.). 

100. Supponendo perciò ancora v ^ — -^, prendiamo a considerare V integrale 



j 



' — wz L 

e (1-|-m;') ^ dtr, ove tv è una variabile complessa w+it?, estendendolo a un 
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rettangolo coi Iati paralleli agli assi u e v e coi vertici nei punti u'»» — 1\ u;=t, 
w=»i-{~^i «^=A — »i essendo k un numero positivo grande ad arbitrio, e intendendo 



1 /i t «V V— — per M?=0 sia V unità positiva* 
che (1 +•«;*) 2 *^ ^ 



Siccome movendosi entro il rettangolo indicato non si gira attorno ai punti 

1 
t^'=a*+t che sono i soli che possono produrre singolarità nella funzione e (l-|-u;^) ^ ^ 

e siccome quand^ anche in questi punti + ì la funzione stessa divenga infinita, essa lo 
diviene d' ordine inferiore al primo perchè per ora si ha v> — — , è certo che Tintegrale 



1 
e {l'{-tv^) ^ dw esteso al contorno del medesimo rettangolo sarà uguale a zero, 



e quindi si avrà : 

i ri— ■♦'^(i-t.») ""^dr-h rt-^"+'> j !+(«+.•)» j'-^d«+ 

e poiché, supponendo che V indice di z sia situato a destra delV asse delle y per modo 
che la parte reale di ^ venga ad essere positiva, si vede subito che al crescere sempre 
più del numero positivo k il terzo integrale finirà per avere un modulo piccolo a piacere, 
mentre il secondo • il quarto hanno un 'valore determinato anche per X:-"Oo,è certo 
che sarà: 

ri — ÌV9 y_L r 00 — UZr — iz V 1 tZ y_ 1 

/ e (l-r«) ^dv-i e e jl+(u+i)j ^-e |l+(u-f)«|'' T 



0, 



donde si ottiene subito: 

per una nuova espressione di P {z) che vale quando v> — ^ e 2 è a destra dell'asse 

delle y (quest* asse ora esci. ). 

Ora, quando z è reale e positivo, possiamo porre uz=^r\ e allora sviluppando 
i quadrati fra parentesi, e facendo altri calcoli semplici, con osservare anche che, essendo 

lei 1 2v— 1 . 

jifs: e può prendersi (±t) ss e « ec. si avrà: 
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2^ 
P {z)^k 

V V 









e quindi sarà: 

1 



V— • _«> i 






rft + 



1 1 



ove 



le due quantità fi — — J '{IH — «- j per « = ± * t a' intende che si 



L 1 

riducano a 2 onde resti soddisfatta la condizione che (1+*^*) si riduca al- 

r unità per w=0\ e questa formola che ora è dimostrata soltanto quando z è reale e 
positivo, è facile vedere che vale per qualunque valore di z diverso da zero il cai 
indice è a destra deir asse delle y o su quesV asse {*). 

Si consideri infatti sul piano u-^-iv a destra deir asse v un contorno formato 
dair asse u, da una retta che passi per V origine e faccia V angolo 7 con quest* asse, e 
dair arco di cerchio di raggio r racchiuso fra qusste rette col c^*ntro air origine; e si 

— ivzTi^ V — - 

e . 1 1 -f (w^+0* } ^ ^^ estesi a questo 

contorno . 

Posto u;=R e , sul cerchio si avrà w^^r e , d tp=i wdtù; sulla retta 7 si 

i Y ì Y • w 

avrà u;=Re , àw=e dR] e sull'asse u si avrà u^e^n, div^^u; quindi, se ;ar»:pe 
sarà: 



(*) Fino a qaesto panto il processo seguito per giungere alla formala (94) concorda con qaello tonato da 
Lìpschitz alla pag. 189 e seg. del voi. 56 do! giornale di Borchardt nello studio oorrìspoodente sulle fonzioni di 
Bessol. Lipsoh tz limita cosi ! suoi risaltati al caso di i reale e positivo. 
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1 



r^—uz^'ìZ^ , ,^ 2 P j(0-(-a)) , . _. .^ V— - 



* (?a)+ 



X 



_. V— 1 



• • 

essendo nel terzo integrale i6'=R e , (?t«?=e (/R; e ss l'argomento O-j-cd del prodotto 

IT IT 

w^ entro l' indicato spazio è sempre compreso fra — o ® ò ^8^^ ®^^^- esci.)» il secondo 

integrale al crescere indefinito di r quando p è diverso da zero av/à per limite zero, 
e quindi sarà: 



1 00 1 



ore r integrale del secondo membro è esteso alla retta y; dal che apparisce che quando 
è compreso fra — "S ® o (S^^ ^s^* ©sci.) T integrale del primo membro anziché alla 
retta u della quantità reali può anche intendersi esteso a una retta qualunque che faccia 
con questa un angolo y pel quale y+^ sia compreso fra — ^ e -^ (gli estr. ± -^ esci.). 

In ogni caso dunque quando è compreso fra — o e « ( gl^ ©s^r* ± b ®®^^' ) "^^ 
potrà prend<5re y= — 8, • allora sarà : 

/ ® [l+("±0 J aw= e / ® [1+(I^ ® ±0 3 ^^» 

e ora, potendo porre R p = r, si trova : 

« 

e questa evidentemente ci riconduce alla formala (94) che resta così dimostrata per 
tutti i punti z il cui indice è a destra dell'asse delle y (quest'asse per ora esci.). 

Se poi si osserva che la funzione P i^z) è sempre finita e continua, e se v > ^ 

gli integrali che figurano nella (94) conservano un significato anche quando, essendo 

0= ± -^, si ha 2f^=^±i^ con p diverso da zero, e allora essi sono i limiti per ^ = ± ^ 

degli integrali che corrispóndono a 9 compreso fra — ^ e -, se ne concluderà subito 
Sci^nu Cotmolog. T. XVIL -20 



e gon 
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che la forinola (94) vale ancho sulP asse delle y quando si escluda soltanto il 
punto ir=0, e così la nostra dimostrazione può dirsi ora completa nel caso sempre 

di V > — 2 . 

/ 2v+l \ 
101. Giova ora trasformare nella (94) i coefficienti di cosf^ — ~~/~^) 

( ^ A~ ^ ) ^^*"^^ ^^ modulo p di -ar è abbastanza grande e è fra — s^ ® « 

(gli estr. incl. )» restando sempre per ora v> —, 
Per questo osserveremo che si ha ; 

e nei due integrali del secondo membro sarà respettivamente: 

quando si prenda un valore conveniente per[±;r— ) ^, e s' intenda che (v — )^ siano 

i soliti coefficienti binomiali ; quindi, poiché si riscontra subito che a queste serie 
è applicabile la integrazione termine a termine da0a2peda 2pa oo respettiva- 
mente, si avrà : 

- F'-'-(-ér-=i('-o.(4)T 



e ^t^ 2 dz-\- 



Ora, si osservi in generale che qualunque sia il numero k si ha per p assai 
grande : 

00 00 00 

r _, * . r -\k+idx^ -2 ,+2 r dz 

t> t rft= / e t -f < e (2p)A^ / - 

ovvero: 

P _T A- -2P A+1 

f e t cft< e (2p) , 
•/2P 
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per modo che, qualunque sia /»*, purché finito, gli integrali / e ""^ t cir al crescere in- 

definito di p divengono infinitesimi di ordine grande quanto si vuole in confronto a - 

p" 
Oltre a ciò si ha: 

ff 

con ^q<i e~ 2p (2p) 2 ' ^^ qualunque siano i numeri « e j purché n-j-g sia diverso da 
zero e positivo e p sia abbastanza grande ; e inoltre per rC>q si ha : 

/■2i'_.,_i+„ r2p_, .+1+3 »-s'-i /-ap,,-,'-, »;. _(2p)" 

j„''"'+Wo"' ' *- J„ • *- (2P)' »-»■. 

essendo ^s^» inferiore al massimo dei valori che prende e t 2 ' * per ^ compreso 

fra e 2 p, il quale si vede subito essere l — ^ J ; dunque si potrà scri- 

vere «videntemente : 



1, .. .1 






jr.-'r<:±|^7+«.,^r(H])+...('-O.K'+i+0+''] 



+ 






oye le 8» sono le quantità infinitesime d' ordine superiore a qualsiasi numero finito 

•00 



i 



et (2 T, e 9 e ^' sono numeri interi positivi qualunque. 

2p 
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io z 
Ora, nonostante che le quantità ± — , ± t- abbiano per modulo V unità , le 

z tu 

serie che compariscono in questa formola sono convergenti e col modulo sempre infe- 
riore a un numero finito, perchè applicando un notissimo teorema di Gauss sulle 

serie a termini positivi , si riscontra che sono convergenti le due serie 2é ^_^' 



00 I y 



1 



2i -, ove f y — „ ) indica il valore assoluto di ( v— ^ ) ; dunque evidentemente, 

sostituendo nella (94) per k e per gli integrali precedenti i loro valori, si può asse- 
rire che se v > — „, e 2 è diverso da zero ed è ad estra dell' asse delle y o su quest'asse 
si ha : 



P (.)=- r(2v+i) 



^ V+t; , . 1 V "- 



(2^) 'r(v+2) 



/ 2v+l \ , , , , f 2v+l V 



essendo le y {z) e 7' {z) funzioni di z che quando il modulo di z cresce indefinitamente 

divengono ambedue infinitesime degli ordini 2.® e 1.^ respettivamente . Oltre a ciò , 
avendo riguardo alla (94) e allo studio fatto sugli integrali precedenti si riscontra che 

almeno quando v^^^ queste funzioni y {z) e 7' (:) hanno una derivata che al crescere 
indefinito del modulo di z diviene infinitesima dell'ordine 3.'^ per 7 {z) e 2.* per i {z). 

Nel caso poi che v-f-T e v — ^ non siano superiori a zero, e v se è negativo non 
sia intero, allora servendosi dapprima una o più volte della (90) ove sia fatto [i=l,6=l 
potremo esprimere Y {z) per funzioni P .(-2^) per le quali v'-f ^-e anche v'— g- siano 

superiori a zero; e dopo applicando a queste funzioni P ,U)la formola precedente, si troverà 

che questa formola continua a sussistere anche per la P (2?) da cui siamo partiti, quan- 

do tutt' al più si ponga sott' altra forma il coefficiente fuori di parentesi, e le 7 [£) 

e le Y K*) hanno sempre k stesse particolarità; talché in conclusione noi possiamo dire 

che per le funìsioni P (^) per le quali v se è negativo non è intero, quando z è diverso 

da zero ed è a destra delP asse delle y su quest' asse^ si avrà sempre: 

(96) P (^)= 



V v-^- 



2 



{ 1 +T^ W } cos(^«- 2H:l:t)+T'^(^)8en(^-^i») j. 



ove e è un coefficiente costante, e le ^tz) , i At) al crescere indefinito del modulo di z 
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direngono ambedue infinitesime degli ordini 2.® e 1.^ respettivamente , e ammettono 
una derirata che diriene infinitesima del 3 ^ ordine per y {z) e del 2.^ ordine per 7' {z). 

AI modo stesso e negli stessi casi si trora che si ha: 



(97) 









ove le 8 (z) e 8' (jsf) hanno le stesse particolarità delle funzioni t[z) , ^' {z) . 

102. Ritornando ora nel caso di v>— g' aggiungiamo che cangiando z in ^z e 
poi t in pt nella (94) con p diverso da zero e positivo, si trova: 



2^-2- 



P (P2)==A- 



^-^')i"-' 



cosf ^ 



r«(A+iY~' +(.-£)'"'!*+ 



2ir 



22/ 



+ 1 sen I P*- 



^")i 



I 00 1 

-Ptv-o 



e T 



('+^; 



1 



I-2V ^'^^ 



• e per gli integrali che qui figurano si avrà la formola (95) nella quale sia cangiato 



— T . — Pt 

e me. 



Ora si ha: 



00 

e 



•Pt v-^ 



F ■ -' -''F' '•"' ^■'?^^ <'+0 . 



con 0<0.<1; e per n>0 si ha: 



2p 



2p 



X 



e-P't^' « 



^0 



e 



-P^ v+\ n— 1 



2p 



2t 






ove 0<On<l, e M è il massimo valore di e ^ '^ fra e 2p fra e 00 , di modochè 



M= ^i , con Ut^\—j 

Inoltre si ha per n-j-y diverso da zero e positivo: 



00 



le T » dT= » e t ' 2 ' *— 4-rri=*""* / TF^Xi^ S:^' 

J20 J2a t"+«+ ^2,>t-+«+' f«+o)(2p)"+« 



2p 



'2p 



2p^ 
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ove al solito 0<0'„<!1, e M' è il massimo valore di e "^t^ ' «"^'fraOeoo dimodo- 
che M'= — ^' — con M ,=' * ' ^ ■'^'•" — -'• 



p^+i+q 



e 



; quindi se V — i è zero o è negatiro, 



1 



prendendo ?=— (v— „) si potrà scrivere: 



00 

Jet 



-?r v-l 






4- 



e se V — - è zero o è positivo potremo prendere 2=0, e allora sarà: 



00 

^0 



— ?• V — 



\ -^/ RV-l-o 1 



».(-;i(-*^)"ì 



+ 



P'-t-a 



n 



%U^f>'<-^+i 



^ n ^ 

1 



con 0<8'o<!l; talché evidentemente sostituendo nel valore scritto sopra di P (P^) si può 

affermare che quando v> — la finzione P {^z) può porsi sotto la forma: 

M y 



(98) 



P (p.): --T----r S \ cos (? ^- -4t^:r)+B,^ sen(p. 



2v+l \ì 



)\' 



ove le A e B sono funzioni di 3 e di 2^ il cui modulo è sempre inferiore a un numero 

V V 

finito per qualunque valore diverso da zero e positivo (sia pur piccolo quanto si vuole) 
del numero p, e per qualunque valore di z diverso da zero e anche di modulo grande 
quanto si vuole il cui indice cade a destra del? asse delle t/ o su qoest^ asse, e p è il 

maggiore dei due numeri — e v. 

Osservando poi che a causa della (90) si ha: 
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e se— 1 <'v< — ^ indicando con P , , P ,, le funzioni P P del secondo 

^ -- 2 V V V-l-1 , V+2 

membro, si ha ^^l < v' <l , v">i , si vedrà subito che la formola stessa 
Yale anche nel caso in cui — l<Cv e — ^; e coir applicazione ripetuta della formola 

precedente medesima si vede che la (98) vale anche per qualunque valore negativo 
e non intero di v. 

Osservando poi che la (89) ci dà la formola seguente : 

V 2,v-|-2 v-|-i 

ove P' (^7) indica la derivata di P (^) preso rispetto a z, si potrà asserire che si ha : 



8 



(99) F f?^)-^ J^Ì-I-Fa' cos (p^-^ ir)-{-B' sen f^- 



2rH, 



ove A' e B' Iranno le stesse particolarità delle A e B sopra indicate , e j?' e il 

maggiore dei du« numeri ^ e v-j-l- 

Questi risultati ci saranno utili in seguito . 

103. Date ora tutte queste proprietà delle funzioni P (^) , P' {z) , P {^z) , P' (p^), 

passiamo a cercare se la solita funzione reale f{x) della variabile pure reale x possa 

svilupparsi secondo una serie di funzioni P (\,^), o x J (X„a?), ove le J sono funzioni di 

Bessel, supponendo ora però che v sia superiore a — 1, e ammettendo al solito per 
semplicità che sia b=l. 

In questo caso, soddisfacendo P {zx) alla equazione: 



(100) 



x - 



dx 



2v+l 



d'i ^ + ^ ' ^^ P,(^^)=0, 



le equazioni (67) si ridurranno alle due: 



X -— AT (zx)^0 per x=a, 



2.+l' P (-^) 



ò X V 



h P {»x)=0 per a?=6. 



con h e /*' finiti o infiniti, e P {sx) definito dalla serie che viene dalla (92) cambiandovi z 
in zx e facendovi 6=1; quindi poiché, essendo ora v> — 1, la prima equazione diviene iden- 
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tica qualunque sia z quando si prende a=0; ^'=«0, gioverà evidentemente P intendere che 
r estremo inferiore a dell* intervallo (a,ft) nel quale /\^) deve svilupparsi sia lo zero. 

Se poi come estremo superiore dello stesso intervallo si prende per semplicità 
V unità positiva, le quantità Xm dovranno essere radici della equazione 



2V-4-1 V 

X ^ ~-i hF{zx) 

^ X v^ '^ 



= 0, ovvero dell' altra: 



(10.) »_!L._,p^(,)^„, 

ove h è finito o infinito, e P (:) è la funzione definita dalla formola (92) e soddisfa alla 

equazione (91). 

Ora, siccome le P {ix) sono sempre funzioni monodrome finite e continue di ^ 

e di X basta ricordare quanto si disse al §. 90. p?r concludere subito che la equazio- 
ne (101) per h finito o infinito, non avrà altro che radici reali e queste radici alP in- 
fuori di quella zero che si ha quando h=^0^ saranno tutte semplici e uguali due a due 
e di segno contrario: dunque noi avremo sempre un sistema di radici reali e positive 
che potremo prendere per quantità X^ (*). 

Così essendo, noi cercheremo dunque se la solita funzione di una variabile reale 
f{x) data fra e 1 possa svilupparsi secondo una serie della forma: 



00 ^J(x)x^''^^Pj(k^x)dx 



1} 

^2nP^CV)» con a«= -T-i ' 



ove le X^ sono le radici positive della equazione u{2)=z—7 hP{z)=0 con h fi- 
nito, o deli' altra u{z) = P {z) = che corrisponde al caso di A==oo , per modo che 
verrà già soddisfatta la condizione che le jw e le P (X^x) per x positivo siano reali; e 
noi per questa ricerca, applicheremo il teorema del §. 69. 

(*) Se, invece di cousiderara le funxioni Py, tressimo continuato a considerare le Pviu saremmo giunti 
ad una equazione che non sarebbe stata altro che la (101) stessa nella quale a y « ' ^ A si fossero aosti- 

tniti ~ , _ , ~. Conscguentemente essa sarebbe stata soddisfatta soltanto da Talori reali di : e quindi se, iOTece 

di considerare, come ora faremo, il campo a destra dt^ll^asse delle y, si fosse considerato quello doi valori 

• G r 

»= pe i cui argomento non supera in valore assoluto il numero ^, allora, fatta cecezione per la ra ice zero 

nei oa0o di At^^O, non avremmo avnto io questo campo altro che radici » reali e positive della equazione corrispon- 
dente, e queste si sarebbero potate prendere come quantità >.^. 
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104. Supponendo dunque w(^)==Py(*), o w(jr)=2P' («) — hP («), e volendo 

applicare il teorema del §. 69, dorremo determinare due funzioni ^{z) e ^z) mono- 
drome e continue a destra deir asse delle y e su questuasse e tali che sia: 

rt 2VH-1 



ri 2V-I-1 

^ (Xt.) / a? P<v(X„ x)dx 

Jo 



1 r tf(z) ò^if) t2,'* 

e poi dovremo esaminare la differenza - — ; f ^ J\ — dz — y^r come fu detto nel 



§. 69. stesso. 

Ora si ha dalla (68) cambiandovi X» in 2;: 



2v+l 




V "^ ' 2z\ ^ix Djf '^^ ^ liz^x Jx=,\ 



= J- (^P » -P P' -Z PvP"v ) =-^ (2 P« +2 V P F + ar P«,) , 

ÌP(2) Ì«PM 

V V 

ove per semplicità qon P , P' , P' abbiamo indicato P (z) , — r — 1 ^ ^ 5 quindi , 
fermandosi dapprima sul caso di u{z) «=3 P (2), si può dire che in questo caso sarà: 

XI 2V4-I 1 1 • 

X ^P«^(X«x)da; = ip'VX,)=^-tt'«(X.). 

come sarà anche: 

«"(X,) _P",M 2v4-l 

e potrà prendersi senz^ altro: 



^(z) 



1 8v+l /*S • 2^4-1 

-j^^ , f'(z)=2z P,(a z) / («+<> + p^l («+0 ^ I d « 



lci>fii# Coimohg. T. XF/I. 21 
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o anche per la (82): 

H') — è+i ^9'i'>) — 2/'p>«){(«+<r igij <«+<>>_ tjM^jìi 

giacché le lingolarità in questo valore di <f'{z) non possono aversi altro che per 5r=0, 
e le potenze di z sono tutte superiori a — 1 perchè v > — 1. 

Invece nel caso di ti{sf) = z P'v(^) — h PvW, con h reale e finito qualunque, si 

avrà: 

/ ^ P^(^. ^)dx^ yil { A (2 v+A)+X«„ t ; 

e essendo, a causa del valore di u{z) e della (91): 

m' (2?) = B P\ + (1-A) F v= - (2 v+A) P'v — ^ P , , 

ii"(^)=-(2 v+A) P"v - ^ P- - P = (2 ^+1)(2 v+ft) p' e P' + (2 v+fc- 1) P; 



e quindi: 



„'^X,) ?2M ^;i(2v+ii)+X,«}, 

«" W -' ^ { M2v+1) (2v+ft) +(2v-l) \\ } , 



sarà: 



^ !i!^::) 2|A(2v+A) + x«,}, 



/ *a;'"'+'p (Xh a;) d X 

f(X,) u"(X.) l A(2 v+l)(2 v+*)4-(2 v-l)X*, 2v4-l ■ 2X, 

,l)(X.)"'tt'(X.) X„ A(2v+A) + X*, X„ +A(2v+A)+X« ' 



talchà per soddisfare alle condizioni relatire a i^*) basta in questo caso fare in modo 
che sia: 

if'iz) 2v+l 2z . 

i^{z) a "^ /i(2 v4-A) -I- •* ' 

cioà prendere: 
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e allora Tenendo ad esaere: ' 

basterà anche in questo caso che sia come nel caso precedente: 

<p\z) = 2 « ^ P.^ {az) / (a+^; ^ P^ { (a+t)z\ di, 

con 

A(2v+A) + «• 



^(2) 



2V4-1 



105. Segue da ciò che con «(e)»» T?(z) si avrà: 

(102) ^^») - -^j , y. =F^)//'^*>"'^'Pv(^ ^) '^ ^ ' 
e con «(a) = «P'^(#) — *?,(*) « avi* invece: 

(103) ^>W ^ ^,T+r > g-= |A(2v+A)+X,'}P>) J/")^ P.(Mci^, 
e inoltre, ponendo p«:a-{T/, avremo in tutti i oasi: 

2y-Li rt 2v+l 

?'(») = 2 *'^P/ar)j p^P;M)rf<; 
e siccome dall* essere: 

4/^^F(«.)l . iu^'-^p'm „^, 

* / 

ove per semplicità indichiamo con V\{aLz) e P'v(P«) le derivate di Pv(a^) e Pv(P^) 
rispetto a 2, si deduce: 



^»_a»)z'^'p(a:)P(pz)=i. 
e quindi anche : 



,*'+» < ™ 



{P;(af)P.(P2)-P;(P2)P;a2)jj 



X 



«v+l(„, 



' '"+'p,(. .) P.(p.) d » ^ ' {p'>Hy7PWPv(«^)i . 
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si Tede chiaramente che potremo prendere in ogni caso: 

9(a) = 2/+' y l__|P',(«)P,(P«)-PVP')P,(«)j dU 

e potremo valerci di questa espressione di 9 {z\ e delle altre ^ (2) == oy i| con 
u{z) = P.», o 4)(2) = ^^^^^y^ con tt(?) «= bVJ^z) - h PJiz\ per gli studi che ora 

1 r^(z) Mz) ^*^ 

abbiamo da fare sull'integrale ^r— . / /, , d z—\ Vr; talché, osservando che in que- 

sto caso quando la linea C„ sìa presa in modo da escludere il punto 9=0 le jr sono 
tutte zero, la questione nel caso di m(2)===P (z) si. riduce air esame dell'integrale: 



. rt 2V+1 r P' {az) P (M - P' (?^) P M 
± / P ,J -J^ l - "L dz, 



e nel caso di u{z) = 2? P' (5?) — A P {z) %ì riduce all' esame dell' altro : 

e si può notare che a causa della prima della formola (29) questi integrali rappre- 
sentano respettivamente anche le somme 

-^P^^(An) V /q V 

(106) l ^, 

n 2X^ P 2V+1 

S[A(2v+A) + Xn«lP>)^/^'^>j P P(P'^-)<*^ 

nelle quali X| , X^, . . , Xn , . . rappresentano le radici delle respettive equazioni P (^)=0, 

zP' {z)—hF {z)=0^ e n è il numero di queste radici che cadono entro la linea C„; 

talché le proprietà che troveremo per gli stessi integrali o pei loro limiti corrispon- 
deranno anche ad altrettante proprietji dì queste somme, o delle serie corrispondenti 

106. Ciò premesso, passiamo dunque a cercare se gli integrali (104) e (105) 
soddisfano alle condizioni che si avevano per la differenza (42) nel teorema del §. 69. 

Prendiamo perciò il solito contorno rettangolare a destra dell'asse delle y coi 
vertici nei . punti ^=tA', z=k-\'ih\ z^^k — ih\ e= — ih\ essendo h' un numero positivo 
comunque grande, e /: un altro numero positivo che non é radice della equazione 
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P («)=0 quando si. tratta dell'integrale (104), e non è radice dell'altra zP' (ar)— AP (e)-=0 

quando si tratta delP integrale (105); e dal campo rettangolare così formato escludiamo 
il punto 9=={) con un semicerchio di raggio s piccolo quanto si vuole , e prendiamo 
per C^ il contorno in parte circolare e in parte rettangolare del campo che così ne 
risulta. 

Osservando che, come apparisce dalla formola (92), P {») è una funzione pari di ^, 

si vedrà subito intanto che le due porzioni degli integrali (104) e (105) che sono estese 
ai due tratti di asse delle y che fanno parte di C» si distruggono fra loro iden- 
ticamente. 

Similmente, osservando che nel Caso deir integrale (104), e così in quello 
dell' integrale (105) quando h non è uguale a zero, le funzioni che compariscono 
sotto gli integrali non divengono infinite per ^=0, si vede subito che la por- 
zione degli integrali medesimi che è estesa al cerchio di roggio t dipendente« 
mente dalla piccolezza di s ha un modulo piccolo quanto si vuole qualunque sia f, 
e quindi essa ò uguale a zero. Invece per h=0 la funzione sotto l'integrale (105) 
diviene infinita di prim' ordine nel punto 2^=0, e poiché, se è l' angolo polare , sul 

cerchio s si ha 2r=e e , dz=MÌd^^ e va da ^a — ^, si vede subito che in questo caso 

/ 3 V+l 2V-f 2 2v4-2 

l'integrale esteso alla detta porzione di cerchio è — (2v-f2) \ ^ dt^ o a — p , 

^0 

e si annulla soltanto per ^=0, talché allora l'integrale (105) presenta una differenza 

dagli altri casi, della qual differenza dovremo tener conto a suo tempo valendosi delle 

considerazioni del §, 70. 

Per le porzioni rimanenti degli integrali (104) e (105), supponendo a 

compreso f^ e 1 (0 e 1 esci.) e p=a4-^ con i compreso fra — a -f-e' e 1 — a (s' 

diverso da zero e positivo, ma piccolo a piacere), potremo applicare le (98) e (99) 

prendendo cioè: 



e 
P(a^)= *' 






4. . , M f 2v+l \ , / , V / 2v4-l A' 
\l-\-^{az)]coBÌa2 ^icj+Tv(a^)senf Awr -^ — ^j 



F(oLe)*"" 2" 

e similmente per Pv(a«), « P^CP'*^» ^^^^® moltiplicando ec, si troverà : 
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9v4-l 



2»+l 



-P {[l+T;a^)][l+8;p^)]-S7P^>r;(a^)}8en(?z-^*«)co8(a^--^' ;:)+ 



2j\ 



2v-fl 



+ j ol[1+8 (a^)MP^)-p[l+§,(p#)]7;(a0) j sen (o^^ *-^ ir) 8<»n (p« ^ ^ «)+ 



2v+l 



2v+l 



+ {<l+T;P^)]5;(«^)-?[l+T,(a2r)]8;(p^^ ^ir)co8 (p^- ^r) 

Si aggiunga ora e si tolga fra le grandi parentesi quadre un termine che dif- 
ferisca dal primo soltanto per esservi cangiato il seno in un coseno e il coseno in un 
seno delle stesse quantità; e dopo si osservi anche che le formolo (98) e (99) ci danno: 



2V+1 



fiv+1 






#P' {z)-kP (2)=- -^ { 1+6 (»)+ ^t'/*) t [8«n («- ^4^ K)+S";^)co8(*- ?^ «)] , 



2 



ore y" (z) e 5" (2) hanno le stesse particolarità di 7' {z) e 8' (2:) retpettivamente, e si 

sostituisca tutto negli integrali (104) e (105) facendo al tempo stesso altre piccole 
trasformazioni, coir osservare per es. che se ^ è compreso fra — a e 1 — a ( — a esci.) 

per la nota formola 'f(j?+A)='f(.r)-f-Ày'('r+8A) ove 0<C9<;1 si ha anche: 

Si troverà allora che le porzioni degli integrali (104) e (105) estere alla parte 
C'n che resta dell* intiero contorno C« dopo di aver tolto il semicerchio di raggio e e 
i due tratti di asse delle y si riducono alla forma seguente: 



(107) 



^ù'/JP-'^'+H'^ijì-""- 



ove e non dipende da / e al crescere indefinito di mod 2 tende a zero insieme alla 

sua derivata o di ordine superiore al primo rÌHpetto a -; il denominatore D è dato 

z 

dair una o dair altra dello formole : 



D= cos (2— ^ ir)-j-8" [z) sen (^ - ?:!Ìln) , 

* V * 

D= sen {z- ^k)-8"JÌ») cos (z— ^- ir) , 



secondocliè si vnole studiare V integrale (104) o il (105), e il X è della forma : 





167 
X =B$( aen oM cos ^ix^Ìì tnn%t eoa «f -f*^3 ivaftz seti ^^^-f ^4 ^'^ ^ ^^* ^< 

ove le $1, 3^21 93* 94» ^^^^ funzioni di a, ^ e i^ che, dietro tjuanto abbiamo detto sopra 
intorno alle derivate di y i T i * ® 8' i ammettono una derivata rispetto ad oi fra 

a e p il cui modulo, quando quello p di r è abbastanza grande viene piccolo a pic^cere 
qualunque sia t purché compreso fra — a-j-e e 1 — a, e tale si mantiene anche molti- 
plicandolo per p o almeno allora resta finito; dimodoché ì moduli dei rapporti 

/•/'/"' 1* P®^ ^ ^^^ ^— 3i4"* ® 1 — ^> ® quando t ha un modulo p abbastanza 

V ¥ * V ' 

grande, sono piccoli a piacere e tali si mantengono anche moltiplicati per p o almeno 
allora restano . finiti; con questo però che quando e' divenisse più piccolo, si dovrebbe 
prendere più grande il valore di p onde gli stessi moduli continuassero ad essere di 
quel grado di piccolezza che più ci piace. 

Si osservi ora che lungo i due lati paralleli all'asse delle x che formano parte 
di C'« si ha z=^x ±_ih\ J«' = dx; mentre lungo il lato parallelo all'asse delle y si 
ha ^ = h-^-iy ^ d^ =^id y ^ e negli integrali estesi a C „ la variabile d' integrazio- 
ne pei due primi lati verrà ad essere x, e sul lato inferiore andrà da a A e su quello 
superiore andrà da i a 0, mentre sull' altro lato per variabile d' integrazione potrà 
prendersi y facendola andare da — h ad h\ Si vedrà subito da ciò che quando oc sia 
compreso fra e 1 ( e 1 esci.) e ^ sia fra — a-j-s' e 1 — a, nel!' ultimo termine 



L 



della espressione (107) le parti ieV integrale / estese ai lati paralleli all'asse delle .r 

verranno coi moduli tanto più piccoli quanto più é grande il numero h' (che può essere 
preso a piacere), e contemporaneamente in quello esteso al lato parallelo all'asse delle y 
i limiti ± h' dell' integrale verranno ognor più grandi. 

Considerando poi quella parte dell' integrale del primo termine che è estesa ai 
lati paralleli all' asse delle a?, osserveremo che con una inversione delle integrazioni 
essa può porsi sotto la forma : 

ove nel primo termine t=^x — iK e nel secondo «'=r-j-/A'; e siccome con una doppia 
integrazione per parti si trova: 

Jr^sen t z r^ 

f — - — d^=log i sen tz--{t log i'-t)9C0B tz—s^ 1 {t log <— senizdt ^ 
* Jo , 

si vedrà subito che, per ogni valore di t diverso da zero e non superiore a 2 in valore 
assoluto, 1 moduli dei due termini precedenti al crescere indefinito di h' vengono piccoli 
a piacere, mentre nell'altra porzione dell'integrale del primo termine della (107) 
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(quella porzione cioè che è estesa al lato parallelo air asse delle y) i limiti db V del- 
r integrale divengono ognor più grandi; dunque evidentemente, siccome T integrale 

"*' l+s 

^ sen U dy ove z^=a]c-\-iy conserva un significato anche quando vi 






si fa A'a»», n>t potremo tralasciare senz' altro tutti gli integrali estesi ai lati paralleli 
air asse delle x, riducendo cioè la espressione (107) ali* altra: 



nella quale z=k-{'iy, essendo i è un numero che crescerà poi indefinitamente senza 
esser mai radice della equazione D=0, e pel quale potremo prendere in conseguenza 

fe=f — 2 — l~'* )^» ^ ^=*( * — ^^ — (-2n-|-l j.j secoudochè siamo partiti dairintegrale (104) 

o dair integrale (103), essendo n un numero intero abbastanza grande. 

Ora, 8i ricordiamo le proprietà che abbiamo notato sopra pei rapporti 

^1 ~, ~r» ^» ® * ciascuno dei termini in cui può scomporsi 1' ultimo termine della 
t t t * 

espressione precedente (108) applichiamo processi del tutto simili a quelli del §. 76, 
si riscontrerà subito che questo termine ha un modulo che per ogni valore finito di k 
è sempre inferiore a uu numero finito, e anzi col crescere indefinito di k diviene pic- 
colo quanto si vuole quando a è fra e 1 (0 e 1 esci.) e ^ e fra — a-f-e' e 1 — a (1 — a 
incl.); dunque, volendo fare le verificazioni del §. 69 relative al valore che ha la espressione 
(109) a partire da un certo valore di n di k quando t è diverso da zero e compreso 
fra — 6 e s, e quelle relative ai limiti che essa hi per ;» = x> quando t à diverso [da 
zero e compreso fra — a-f-s' e 1 — a, basterà farle soltanto sul primo termine della 
espressione medesima (108). 

Ora, essendo in questo termine : 

.=i+»y. con k^(^^i.ny k=(^^^^n+l)l, 
potremo porlo sotto la forma : 

— 1 '^^ I (14- \ ^^° ^ "^ cosh ty -\-ieo3tk senh t y , ; 

2 j: jo TJ- 00 ( cosh y + ib, senh yf ** ^ ~ 

1^ rUmtk f (l+8jco8h<y i_ f* f^ (l+6>eoh<v ^ 

^2:: Jo < Xoo (c^^s^^ y+» *v senh y)« '^^+2»^ *'"'*''* V.„ <(co8hy-|-i6,senhyr^' 

con 6yr3«Y"vf è.^=— 8"v; e facendo alcune semplici trasformazioni coir osservare per 
es. che: 
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00 



r 1- 

(cosh y-fì h^ senh y)*= cosh^ y (1 +» *. tgb !/)*i / ^^^.^ ^ ^ y=^i •<^- 
ti trova che qnesta espressione può ridarsi anche air altra: 



1 / sen^Aj^r cosh^v , . 1 naenth .^ C , coshfy , 



rf r^ 



+4'r'"^'i/-^^" 



ove le By non dipendono da t, e quando A; è superiore a un certo numero sì esse che 
i loro prodotti per il modulo di z^ e quindi anche per k e per y, hanno un modulo 
sempre minore di quel numero che più ci piace a. 

Osservando dunque che il secondo termine della ultima espressione può scri- 



versi — / • — -, — di I k&\ . ^ ■ i Uf si vecle intanto che, a partire da un certo 

2^jo ^^ •^-00 ^ y 

valore di n o di 4 e qualunque sia t purché diverso da zero e inferiore a 2 in valore 

/oo 
— ~ Vi il quale è piccolo 
cosh*y ^ 

00 

quanto si vuole dipendentemente da a. 

Siccome poi la solita formula f(a:+A)=?(ar)-fA'p'(j7+9A), ove 0<8<1, ci dà 
•enh^y^=^y cosh O^y, e questo fa sì che il terzo termine della eipres^ioné prece- 
dente può scriverai ^~ 1 costkdt 1 t/s'' ,v - d^y si vede subito che anche questo 

2trjQ J^^ - cosh^y 

termine avrà sempre un modulo piccolo a piacere quando n è abbastanza grande e ^ è 

al solito diverso da e inferiore a 2 in valore assoluto; talché ci resta ora soltanto 

> 

^sen^i,^ / cosh^y, 

n • • u r cosh ty , f ^^ j ^ - ''- 

Ora, siccome si ha / — r5-^»y= / — T^—dy^ se si pone m=«- 

J^^cosh^y ^ Xoo ^^**^ 1 



fOO /♦J t I 
— -^rfy=2 / tt-(l— ti) ^du = -z-, 
co8h*y Jq aentY 



—dt^ e col porre ^j^ t= J si 



2sen ^ 



1 / * sen — S 
riduce all'altro — / ^ dC, che è quello che figura negli sviluppi di Fourier, e 

^^0 senS 
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che per £ diverso da zero e non superiore a ^, come è nel caso nostro, è sempre nu- 
mericamente inferiore a un numero finito qualunque sia A;, e per fc=oo ha per limite - 

quando t è positivo e — |^ quando t è ne^^ativo; talché così restano fatte intanto tutte 

le verificazioni che sono richieste dal teorema del §. 69 per il valore degli integrali (104) 
e (105) quando ^ è fra — s e e, e per il limite di essi quando i è diverso da zero e 
compreso fra — a-j-e' e 1 — a. 

Per fare ora anche le verificazioni relative alla derivata rapporto a t degli inte- 
grali (104) e (105) quando t è diverso da zero e da — a, osserveremo che, coi ragiona- 
menti stessi che abbiamo fatti sopra, si trova subito che questa derivata si riduce 
air una o alP altra delle espressioni seguenti: 



av+i r» p.^(,^) p^(p^) _ p;(p^^ ^ ^ 



ov_Ll /,00 

2k 






secondochè ti considera l'integrale (104) o l'integrale (105), e in queste z=^k-\-iy\^ 
ora, supponendo a diverso da zero e da uno, e t compreso fra — a+s' e — e, o fra e e 1 —a, 
e trasformando questa espressione col sostituirvi per Pv(ol^), P>'p^), . . . i loro valori, 
comò si fece negli studi precedenti intorno agli integrali (104) e (105), si troverà al 
modo stesso che per ognuno degli indicati valori di t le espressioni medesime al crescere 
indefinito di n o di A; finiscono per divenire e restare sempre coi moduli inferiori a un 
certo numero finito; e si riscontrerà inoltre che è soddisfatta anche la condizione che 
ì prodotti delle stesse espressioni per i restano finiti anche quando i tende a zero per 
valori positivi o per valori negativi. 

Passando poi a considerare i valori di t fra — a e a+s', si osserverà che siccome 
il p prende ora valori prossimi quanto si vuole a zero, e per <=— a si ha p=^0, non 
si possono più usare tutte le formole di cui ci siamo valsi sopra; però, dietro quanto 
si disse in generale anche al §. 69, considerando il punto ^= — a come un punto ecce- 
zionale nell'intorno del quale resta incerto se tutte le condizioni precedenti sono o 
no soddisfatte basterà vedere se per questo punto il prodotto della funzione data 
A*+0 P^r la derivata degli integrali (104) o (105) soddisfa alle solite condizioni gene- 
rali di cui abbiamo tante volte parlato. 

Ora valendosi delle formole del §. 102 si trova subito che per t prossimo quanto 

si vuole a — a le espressioni precedenti si riducono alla forma p ^ / ^{y)dyy 

J — co 

ove p h \\ maggiore dei due numeri v e ^, e ff{y) è una funzione di Ar, a, p e y nella 
quale il numeratore, oltre a fattori il cui modulo è sempre inferiore a un numero 
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finito, contiene in ogni termine due dei fattori senh a y , senh p y , cosh a y , cosh ^ y, 

mentre il denominatore ha il fattore cosh^ y. Ne segue che il modulo dell* integrale 
»oo 

9(y) ^y ^^ mantiene sempre inferiore a un certo numero finito; quindi, per quanto 

•00 

si disse negli studi generali, basterà che il prodotto /(a-f-^)P 

, 1 

2vH p 

destra del punto ^=a , o 1' altro f{x) x * negli intorni a destra del punto x=0 
resti atto all' integrazione anche ridotto ai suoi valori assoluti; e si può notare che 

quando questa condizione sia soddisfatta, se 2v-|— ^ — p è negativo anche f{x) verrà 
di suo atta alla integrazione negli indicati intorni a destra di 07=0, mentre se 2v~l-r- — p 

ss 

è positivo), per la validità dei nostri risultati non importa richiedere che f{x) resti 
atta air integrazione nei medesimi intorni. 

Così resta provato che quando f{x) nell' intorno a destra del punto a?=0 
soddisfa alla condizione ora indicata , se A è diverso da zero ( finito o infinito ) 
si trovano verificate tutte le condizioni del teorema del §. 69, mentre se A=0 
il limite delP integrale (105) per n-^oo e t diverso da zero, invece di essere 

g- o — g- secondochè t è positivo o negativo, è uguale a g'+V* — P / P®^ 
t positivo e a — g-+ («^ "" P* ") P^r t negativo, e quindi, secondo quanto di- 



co 
cemmo al § 70, bisogna in tal caso aggiungere alla serie Y 9„ P (X„x) il termine 






(2v-(-2) / f{x)j;^'^-\-^ d x; dunque si potrà ora enunciare il seguente teorema generale: 

Jo 

, Se v> — 1, e P^(«) è V integrale: 

^~ 2(2v+2) "^ 2.4(2v+2)(2v+4) ~ 2.4.6(2vH-2)(2v-h4)(2v4-3) + ' ' ' 



9 della equazione : 



^&^ + (2v+r)g+.p=o, 



, una funzione reale f{x) data arbitrariamente fra e 1, e tale che il prodotto 

, /i;.r) a; 2""^^ ove;) è il maggiore dei due numeri v e *, resti atto alla integrazione 

in questo intervallo anche riducendolo ai suoi valori assoluti , può rappresentarsi 
, analiticamente secondo le tre serie: 

i in Py^n ^) 1 (2v+2) fm x^'+'dx + 2U P> (X'h X) , 2?"" ^^ ^"- ^) » 
1 •/Oli 



172 

, ove le Xh , X'm , X"m sono respetlivamente le radici positive delle eqnarioniPy (^)a»0, 
, P'y(2)==0, zP'^i^) — AP^(^) = 0, essendo h una costante reale qualunque finita 
« e diversa da zero, e essendo: 

e questi sviluppi varranno per tatti i punti a: fra e 1 ( e 1 al più esci.) pei 
quali f{x-\-0) e f{x—0) sono detenniiiati e finiti ed è soddisfatta una almeno delle 
, condizioni seguenti: 

1.^ « che negli intorni degli stj.»ssi punti la funzione f{r) non faccia infinite 
^ oscillazioni ; 

2.^ « che negli stessi intorni la funzione ammetta una derivata che resta atta 
^ alla integrazione anche ridotta ai suoi valori assoluti; 

3.^ ;, che i rapporti incrementali ^^— ^ '^ considerati come funzioni 

^ di ^ siano sempre finiti o almeno restino atti alla integrazione anche ridotti ai loro 
, valori assoluti ; e s^ intende sempre che nei punti x pei quali una almeno di queste 

, condizioni è soddisfatta la somma della serie è f{x) o —-- secondochè 

di 

, in essi f{x) è continua o nò ,. 

107. Introducendo poi invece delle Pv(^) le funzioni di Bessel Iv(^) mediante lu 

, formola PvU)=A5 J^(e) ove A è una costante, e cambiando per semplicità f{x) in 

, f{x)x~'^^ il teorema ora dimostrato ci conduce anche a dire che: „ Se v> — 1, e /\ar) 
„ è una funzione reale di x che fra e 1 è data arbitrariamente ma è tale che il prodotto 

ff A^')*^ ) ^^^ p è al solito il maggiove dei due numeri v e ^ i resti atto alla in- 

9 tegrazione anche ridotto ai suoi valori assoluti, questa funzione f{x) pei punti x 
„ fra e 1 (0 e 1 al più esolj) pei quali è soddisfatta una almeno delle condizioni ^ 
,1.* 2.* e 3.* del teorema precedente potrà rappresentarsi analiticamente secondo le 
, tre serie di fanaioni di l^essel: 

Ì«?« I» (X«^), (2v+2) / f{x)x-^' clxJr\qn I, (V« a:), V }"J,(X",x) , 
1 - -^0 . 1 _ 1 

, ove le Xh, à'^, X"* sono ora raspettìramente le radici positive delle equazioni 
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, IvW^O,—^*-* 1,(2)^=0 2rv(«')-vl,(«)=0, •»I\(0)-(A+v)I,(«)— OessendoA 
, nnft costante reale qualunque finita « diversa da zero, e essendo : 



2 ri 



2 fi 

2 XV fi 



108. E si può aggiungere che, siccome per v>0 gli esponenti 2 v+g—i^ ® ^+2~"i^ 
non sono negativi, perchè allora si ha 2>^==^^ o ^«= ^ , così nel caso di v > perchè le 

condizioni relainye ai prodotti f{.T) x , f(x) x vengano soddisfatte 

basterà erideatementa che f{x) sia atta air integrazione fra e 1 anohe ridotta ai 

suoi valori assoluti. E se sarà — l<^v<[0 nel caso del secondo teorema^ e — 2^^^^ 

nel caso del primo , allora perchè le indicate condizioni rispetto ai prodotti 

/"(j?) X , /(.r) X siano soddisfatte basterà che nelP intorno a destra di 

xmsmQ la f[c) sia sempre finita; mentre se nel primo teorema sarà — 1 <Cv < — ^i 

allora perchè la condizione stessa pel prodotto f\x) x sìa soddisfatta ^basterà 

che col tendere a zero di x la f{x) tenda a zero come una delle funzioni 

(;-{2V+)) 1 ^1 



X ^ (log X)^ X *~ log X ( log* X) ~ 

ove e è un numero diverso da zero e positivo . Queste condizioni però sono soltanto 
sufficienti. 

Inoltre aggiungiamo che avendosi P'vW = — oTITo^ ^-i^'^) ' ®' intende subito 

che come si hanno sviluppi di f{x) in serie di funzioni Py o I^, così se ne possono 
avere altri simili in serie di funzioni derivate V\ e l'y , . . . 

109, Se poi osserviamo in particolare che per v=»± la funzione P^(fl^) «i ri- 
duce alle due 

2 8 
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basterà applicare il teorema del §. 106 per trovare sei sviluppi, tre dei quali si riducono 

a sviluppi di Fourier della forma 2 Pn cos ^^ ir a? , / f(^x) d x ^\p'^coanicx , 

00 

2i 9n 90Q n ff X , e gli altri si riducono alle forme seguenti : 
1 

IphCosX^o;, 3ffix)z^dx + 2i^?^^, ^^n^^. 



con 



|A(A 












«ssendo le Xj , Xg , . . Xn , . , le radici positive delia equazione z sen z -{-h cos z =0; t 
le |i.|, m , . . (Ln, . . le radici positire della equazione z cos z — sen z=0', e le V|, v^, . . , v„, , . 
radici positive dell' altra zcoaz — (1-|-A)8en2=0, con A costante reale e finita qua- 
lunque ma diversa da zero; e mentre pel primo di questi sviluppi per essere y= — ' 

f[x) 
si richiede che — - resti atta alPinteirrazione fra e 1 anche ridotta ai suoi valori 

X 

assoluti, per gli altri sviluppi basta che soddisfi a questa condiziono il prodotto xf{x\ 
perchè per essi si ha v=2-. 

Cambiando poi f{x) in -^— i due ultimi sviluppi si riducono ai seguenti: 

00 



ri 00 

X I f[x)x dx -j-V 

Jo 1 



g^senix^a-, ^rnQeuyn^^ 

1 



nei quali 



2 r^ 2(1+11 ì' r 

f"==;i;Xr / ^^) '^^ ^ xdx= /" / f{x) sen p.» « dx, 



»•« 



'0 r " */o 

2v« 



JA(A4-l)+v*„}s.n 



f\ X :, |2(l+A)*+v*,| fi , 



con A costante reale e finita qualunque diversa da zero e le (in, Vn radici delle respet- 
tive^ equazioni zcoaz — senr=0, «'cosjj^ — (l-}-A)sen«'=0; e questi sviluppi rap- 



175 

presentano f{x) o — ^J^'^ ' pei soliti valori di x fra el (0 e 1 al più esci.) 

e colla sola condizione rispetta a f{x) che essa resti atta alla integrazione fra e 1 
anche riducendola ai suoi valori assoluti. 

00 

Gli sviluppi V r^ cos Vn x che ora abbiamo trovati sono quelli della fisica ma- 

1 
tematica ai quali alludevamo nel §. 83, e cambiandovi a?e^inicceir;9 8Ì riducono 
precisamente a quelli che si hanno dalla formola (56) n^l paso in cui sia F(2;)«»ic#, 
F,(«> (1+A). 

110. Merita poi di essere notato che, siccome le somme (106) hanno le stesse 
proprietà degli integrali (104) e (105) respettivamente, e si ha : 



X 



'2»+l 1 



(a+o'* P'v { (a+0^ } -«*'P'v(aX»)1 



ore le derirate s' iatendono prese rispetto a Xn, si avranno le foratole notevoli: 



00 



P, (aX,) 



j= — 2)^'^[("+')''^'»\(«+')^l -«"'p'" («^-)] 



1 ia+0 — » ^ Pv(a>^n) 



^ \\v\{^[) W+^^ p;\(«+<K|-« p'v(«x'«)1, 



00 



=-2 



V\P,(<xX"«) 



i«|A(2v-fA)+X",)P*v(X",) 



(a+o''P;( («-f-OX",} -a*V,(«X'j], 



nelle quali Xn , X'^ e X''^ sono ancora respettivamente le radici reali e positive delle equa- 
zioni P^(2?)=0, P v(2P>— 0, 2fP';(^)— àP^(2)=0, e nella terza h è finito e diverso da zero 

Per v=+^ queste formole divengono anche molto più semplici. 

111. Per dare alcuni esempi di sviluppi particolari dedotti dai teoremi precedenti 
accenneremo i seguenti che sono degni di nota. 

1.^ Vogliasi la funzione che f ra O e 1 è sempre uguale a 1 sviluppata in serie 

di funzioni P^ o I^ nel caso di v > — ^ . 



Ricordando cqe : 



ri 1 

/ a;2v+>P(rx)da:=^.P», 



si ottengono subito i due sviluppi seguenti : 



P. (X". X) 



f K P^>(X.) 



n \1 



2'X".{M2v+A)+XV}P'v(X"h) 
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ove X^ e V'm sono al solito le radici positive delle respettive equazioni Pv(')=0, 
zV\(z) — h Vy{z)'=^0 ; donde introducendo le funzioni di Bessel si hanno anche gli 
altri : 

o -v\ ^^t^" ^) 1 — v^ 1v (a> h ^ ì 

ove le Xn e X"„ sono le radici positire delle equazioni l^{z) , ^ l'^W— (A+v)LX^)=0; 
e qutsti sviluppi sono tutti uguali a 1 per x compreso fra e 1 (0 • 1 esci.)- 

2.® Vogliasi la funzione che fra e 1 è uguale a P^Cf x) ordinata per funzioni 
Pv(^»-^)» P»(^'ii^) essendo X„ e X'n le solite radici delle equazioni P^(2')«=0, P'v(-2')=0, 

e nel caso sempre di v > — g . 

Siccome si ha: 

si avranno i due sviluppi seguenti: 

■ 

che rappresentano Pv(t-^) per a? fra e 1 (0 e 1 al più esci. )$ supposto ben inteso 
che pel primo sviluppo y iion sia radice della equazione Pv(^)=0 , e pel secondo non 
sia radice dell'altra F\{z)=Q ^ 

Da questi poi si ottengono gli altri sviluppi: 



00 



— » 



~2{^x) 'Iv(t)V 



X» I./Xh^) 



-7+^ |Tr/T)~vI(v)| +2 (7xrJTl\(T)-vU7)| 2^^^^^^ 

che rappresentano Iv(7 ir) fra e 1 (0 e 1 al più esci. ), e nei quali le X,, e X'„ 
sono le radici positive delle equazioni lv(^)=0, zl\{z)—^ly{^)=0. 

Preso poi in particolare nelle formolo precedenti v = ^i si hanno le altre 
notevoli : 



«^ n 



sen 



Y^- — 2ffsen72(-l)",;i^^8Z:ri8ett«:ra7, 
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nella prima delle quali y non può essere della forma ± w jr , e nella secónda ùon può 
essere dell' altra ± X^ , e le X« sono le radici positive della equazione z cos z — sen z=Q. 

115. Non faremo altre applicazioni dei teoremi generali che abbiamo dati in 
questo capitolo, perocché quelle che abbiamo fatto ci sembrano sufficienti a mostrare 
r utilità dei teoremi melesimi, e il modo di servirsene. 

Faremo invece alcune altre considerazioni generali incominciando dall' osservare 
che nei §§. 64 e seg., per trovare le somme delle varie serie che dovevano rappresentare 

il limito dell'integrale I ^{tfOi^h^di^ noi abbiamo sempre introdotto in calcolo la funzione 



Jo 



ir{z) di cui erano infiniti le quantità X| , X^ , . . . X» , . . S' intende però che possono 
sempre introdursi in calcolo anche altre funzioni, poiché quando per es. si conosca una 
funzione monodroraa e continua W(^) che per valori di z presi ad arbitrio aj,a^,..,a»,.. 
divenga infinita del prim' ordine e abbia per residui i termini della serie da som- 
marsi (*), allora se C„ è una linea che non passa per alcun punto d' infinito di W(^) 
e ha nel suo interno i punti' a| , tr^, . . , a„ , la somma dei primi n termini della stessa 

1 r *''" 

serie sarà uguale alla differenza ^r~. 1 W{£;)4z — V^r, essendo Yr i residui corrispondenti 

agli altri punti d' infinito di W(2) che cadessero entro C„; e quindi lo studio di quella 
serie si ridurrà allo studio di questa differenza, ec. . . 

Questa osservazione, che può applicarsi anche al caso delle serie più generali 
dei §§. 57, 58 e 59, potrà talvolta riuscire utilissima. 

116. Facciamo ora osservare in generale che, trovato uno sviluppo di una 
funzione f{x) coi processi qui indicati, se ne potranno avere infiniti altri simili cam- 
biando la funzione 9(^,01, /ij che vi figura in un altra '} #,a) 9(^,a , A„), essendo ^(i,a) 
una funzione che per t=0 si riduca all' unità qualunque sia a, e che, oltre esser 
finita pei varii valori che si considerano di < e di a, goda della proprietà che riguar- 
data come funzione di t sia atta alla integrazione per ogni valore speciale di a, e 
soddisfi a una delle condizioni che si richiedono per potere assicurare che con t diverso 
da zero e comunque piccolo si ha : 



rt rt 



li 

come jaÌ es. questa funzione '^{t , a) considerata come funzione di t, per ogni valore 
speciale di a, non venga ad avere nell'intorno di <=0 altro che un numero finito di 
massimi e di minimi. 

Supposto infatti che t[>(^,a) soddisfi a queste condizioni, si vede subito (§. 39) 
che se lo sviluppo (1) del §. 53 é applicabile alla funzione /l[i^) nel punto a, le sarà pure 

(*) Si dimostra che di tali funzioni W(4) ne esisto simprd aa numero indulto, qaanlo le distanze fra 

i ponti a^ , (?£ ^ • • * Od ^ . . f non scendono mai al disotto di una lunghezza data ^, e anche in casi più 
generali . 

Scif'nze Cosmoldg. T. XVIl 23 
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applicabile 1* altro sviluppo: 

2G 



1 r^ 



1 00 rfc 

1 •^a 



e così pare se a f{x) nel punto a sarà applicabile lo sviluppo (3) del §. 56 cioè: 

2G 



1 fh j 00 m 



ove le Pnm sono quantità costanti determinate dalla formola: 



-^iif»' 



r / f{x)Kn^{x)dX, 



Io stesso sviluppo sarà applicabile anche quando il 9(0? — a , a , A^) si muti in 
^{x — a , a)7(^ — a , oc , A^) , e le quantità Pn,«, senza essere più costanti, vengano invece 
determinate dalla formola: 



»ir 






e più particolarmente ancora, se sarà applicabile a f{pl) pel punto a lo sviluppo (15) 
del §. 60 cioè: 



1 /*& I 00 m 



ove: 






lo Piut soQ<> costanti determinate, lo stesso sviluppo resterà applicabile anche quan- 
do sia : 

e il f^x—d , a , A^j) sia cangiato in ^{x , a) 9(0:— a , a , A^) . 

117. S' intende come questa osservazione possa condurre a infiniti' sviluppi 
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differenti che per quanto si disse nel §. 39 valgono negli stessi casi di quello da cui 
si parte, e possono talvolta valere anche in casi più generali. 

Così ad es. partendo dagli sviluppi di Fourier si giunge a infiniti altii sviluppi 
della forma : 

1 °° 

ove le a^ &<• non sono più costanti, e sono date dalle formole : 

1 rie ^ rn 

a„=— I f[x) ^x — a,a) cos n a? dJ7, 6»=— I f{xy^X'^a^a)seunx dx; 

e così in particolare si giunge agli sviluppi nei quali si ha: 

aH==i lf{x) e^^^^^'^^cosnxdar, J„=l / V) e^®^ ^^^ * W w a: dar, 

e a quelli nei quali : 

i r^ 1 r^ 

Oh==- / f{x)Xp{l-\-x—a) cos u X dx^ hn=-\ 1 /(a?)Xp(l-|-J?— a) sen n x dx^ 

ove X, è una delle note funzioni di Legendre, ec. . . 

119. Oltre a questo osserviamo che in tutti gli sviluppi precedenti gli integrali 
che figurano nei singoli termini erano estesi ali* intiero intervallo (a, 6) nel quale la 
funzione f{x) da svilupparsi era data, e questo intervallo dipende dalla natura dello 
sviluppo. 

Quando però invece delP intiero intervallo (a , h) se ne consideri soltanto una 
parte {a! ,V) per modo che sia (i ^ o! <Ch' K^h ^ allora, sia valendosi degli antichi 
sviluppi, con prendere arbitràriamente la f\x) fra a qV e prenderla uguale a zero nelle 
porzioni rimanenti di (a, () , sia valendosi delle considerazioni generali, si vede subito 
che si potranno fare dei nuovi sviluppi che differiscano dagli antichi in quanto gli in- 
tegrali che in essi figurano invece di a e 6 abbiano per limiti a' e 6' ; e questi nuovi 
sviluppi varranno ancora, come gli antichi, per tutti i valori di x fra a' e 6' pei quali 
saranno soddisfatte le solite condizioni; con questa sola differenza che nel nuovo estremo 
a , quando questo punto sia fra quelli 9a considerarsi e sia interno alP antico inter- 
vallo (a, 6), i nuovi sviluppi avranno per somma ~ /^(a'-f-O) , e neir estremo 6', se 
anche questo è interno alPantico intervallo (a,i) ed è fra quelli da considerarsi, essi 

avranno per somma -^ffi* — 0); ec. 

td 
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Così pet es. negli sviìpppi di Fourier gli integrali che fignrano nei coefficienti 

«H 6 bn potranno estendersi fra — ^ e ^^ i ^ allora gli sviluppi corrispondenti varranno 

soltanto neir intervallo f — 9 ' o" ) ♦ 8^^ integrali che figurano nei coefficienti degli 
sviluppi per funzioni P per funzioni di Bessel I potranno estendersi per ee. fra 

e — o fra — eie allora gli sviluppi corrispondenti varranno soltanto pei nuovi 

intervalli (^0 , -^ ' (2 ' ^)' ®^' 

120. Facciamo anche la seguente osservazione generale. 

Ricordiamo che nei §§. 53 e seg. noi ahbiamo sempre richiesto che la funzione 
fc(.r,a, h„) che si aveva via via da considerare soddisfacesse alla condizione che per ogni 
valore diverso da zero e positivo ma comunque piccolo di s e per ogni valore di a fra 

A rO 

a e 6 (a e 6 al più esci.) gli integrali / 'f (j',a,AnH^, / ?(-^i «» hn)dx al crescere inde- 

finito di n tendessero ambedue verso una stessa quantità finita e diversa da zero 6, 
indipendente da e e anche da a. 

Ora quando i limiti per n=co di questi integrali esistessero e fossero ancora 
indipendenti da s ma non avessero tutte le altre particolarità ora indicate, per modo 

cioè che posto lira / <f{x ,a,h„)dx = G{a),]im j <p{x ,a ,hn)dx = Q^(a) , Q(_fi) 

e G^ (a) fossero ancora diversi da zero, ma non soddisfacessero alle condizioni di esaere 
uguali fra loro e indipendenti da a, allora è evidente, che considerando invece della 
serie (1) le altre serie: 

Xb co rh 

f{x) ?p(.r — a , a Ao ) c?:c + 2 / ^(^) [?(^— « ,«,*«)- 9(.r-a , a , A^-i )| d a?, 

1 °° r 1 r* 1 C^~[ 

queste pei valori di a fra aeb pei quali sono soddisfatte le solite condizioni del §. 39. ec. 
(a e & al più esci.) avranno per somme respettivamente G (a) /(a-j-O) + G^ (a) /^a — 0) 

e - lA^+Oì+ZC^—O) j ; talché la seconda di questa serie potrà ancora servire alla 

rappresentazione analitica della funzione data f[x\ ma la sua forma sarà ordinariamente 
differente da quella che prima si aveva. 
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Quando poi, senza escludere ora che una delle due funzioni 6(a) e G^{a) possa 
anche essere zero, si riscontri che la funzione G(3f) + ^^(of) è finita diversa da zero e 
atta alla integrazione fra a e i, allora cambiando nella prima delle serie precedenti 

f{x) in p/ [\a ( \ ' ® valendosi di quanto si disse al §. 39, si vede subito che 
» la serie : 



x««)^-9g^F^'+ir«« 



y(x— a , a . A„) — (p(3;-a , g , A,-j) 



, pei punti a fra a e 6 nei quali /(x) e G(-i')+G,('') soddisfano alle solite condizioni 

. del % 39 ec. (*) avrà per somma G(,^o)+G,(a+ 0) + G(a-0)+G.(« ^ ^ ' 'l"^''**' 
„ essa darà ancora lo sviluppo di f(x) in tutti i punti a nei quali f{x) e G(a!:)-|-G|(^) 
^ sono continue e soddisfano alle condizioni ora ricordate del §. 39 ec. »; è si può notare 
che la serie scritta ora non è altro che una serie più generale della (1) che si riduce 
alla (l) stessa nel caso particolare di G^ = G=cost; e si ottiene da questa soppri- 
mendo il divisore 2G fuori dei segni integrali e cambiando la funzione ^{x — a,a,/in) 

neir altra "^^^l^^. 
G(a;)+G,(x) 

Se poi le funzioni G(a) e G|(a) saranno ambedue finite e diverse da zero e atte 
alla integrazione fra a e ft, allora quand* anche sia G(a7) -j- Gj(r) = 0, oltre a valersi 
della seconda delle due serie scritte sopra, potremo valerci anche deir altra : 



+ 



121. Passando dunque al caso particolare delle serie del §. 58, noi possiamo 
notare che se si troverà che la somma della serie (7) per t positiva è G(a) , e per t 
negativo è — G|(a), e tutte le altre coudizioni saranno soddisfatte, la serie: 

rh 00 

Ja 1 

(*) Propriamente, volendo yalersi di quanto si disse nel §. 39, bisogn^erebbe richiedere che le indicate con- 

1 
dizioni, inrece che per la funzione Gfo?) -f G|f^)» fossero soddisfatte per la sua invers^ q. . ^ , — ; ma coi ragio- 
namenti del medesimo §. 89 si trova che quando quelle condizioni sono soddisfatte per una funzione F(aB), esse lo 
sono anche per la sua inversa pei punti negli intorni dei quali essa ò diversa da zero; e quindi i lisultati ivi ottenuti 
pel caso del prodotto di due funzioni valgone anche pel caso del loro quoziente* ilnchò questo ò finito ec. 
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0T«: 



PM,i=Pn,i / A^) F(a?) H^., (ar) rf x, 



considerata pei soliti punti a avrà per somma Q(a)/(a4"0) + Q|W/(« — 0) I e ^ 
G(a:)+ Q|(a?) per a: compreso fra a e 6 non è uguale a zero, la serie: 

(109) j /'(x)fc^i^J-^ dx +1 { P.„ H,.,(«) + P.„ H.„(a)+ . . + P«,« e.,4«) | , 



ove 






_ Ffx) 



. ■ G(<x)/l[a+0) , Q,(ai)/(a-0) ... . ,. 

arra per somma ^ ^^^ ^ a.(«+0) + G(^0 ) + G,(a-0) "'^ P"°'^ " °^' *!"'''' 

f{x) e G(a;) 4~ 0|(a^) soddisfano alle solite condizioni del §. 3P ec; talché evidentemente 
si può ora affermare che quando, prese date funzioni Y{x) e f (or — a , a , Ao)» le somme 
6 e — G| della serie (7) per t diverso da zero o positivo, e per t diverso da zero e 
negativo vengano indipendenti da t ma non soddisfino alla condizione di essere diverse 
da zero e uguali e di segno contrario e indipendenti da oc, allora, se esse avranno una 
discontinuità per t=Q (per modo cioè che non sia G== — Gj), cambiando nella serie <9) le 

funzioni 7(x-a,a,*p) e Y{x) nelle altre ^^^«^ e J-^L , e sopprimen- 

do il divisore 20 fuori dei segni integrali , si passerà ad un altra serie (109) 
della stessa forma che pei soliti punti a suindicati avrà per somma : 

G(a)/'(a+0) , G,(a)Aa— 0) . • ^ v, - 

G(«+0) + G. («+0) + G(a- O) + G.(a-0) ' ^ '^' '° conseguenza rappresenterà la fan- 

zione data f{x) in tutti quelli fra questi punti a nei quali f{x) e G(x) -{- G|(J7) sono 
finite e continue. 

122. Ne segue dunque, anche più in particolare, che se nelPapplicare il teorema 
del §. 64. si troverà che la differenza (35) ha per limite per n=oo una funzione X(a,Q che 
ha una discontinuità ordinaria per i=Q ma senza che X(a,-(-0) e X(a, — 0) soddisfino alla 
condizione di essere diversi da zero uguali fra loro e di segno contrario, e indipendenti 

^X 

da a, allora il teorema stesso verrà subito applicabile quando alle funzioni --, e F(j^) 

si sostituiscano le altre vt — , ^/ ^. ;rri^77 — r-^ — -^-; ;rr , senza che vengano cam- 

X(.r,-f 0)— X X,— 0) Z(jr,+0) — X(t,— 0) ® 

biati i coefficienti jp„,«, e sdo intendendo che nei punti interni a di continuità di f{x\ e di 
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X(i?,-|-0) e ^(a:, — 0), la somma della serie corrispondente sia appunto f{x) e in quelli delle 

discontmuita ordmane sia ^. , ^ . ^. — yT — r?ì — m ? — aTTvv 7 a — m- 

X(a+0,+0)— X(a+0,— 0) /{a— 0,+0)— x(a- 0,-0) 

123 E se neir applicare i teoremi dei §§. 68 o 69, si troverà che le diffe- 
renze (40) o (42) non hanno per limite +o ^ — § ^^^^^^^^chè t è positivo o negativo, 

ma esistendo ancora questi limiti e avendo una discontinuità per ^=0 sono invece 
uguali a G(a) e — ^\{^)^ allora perchè i teoremi continuino ancora a sussistere ba- 
sterà porre ^ . . . ^ ^ > invece di F(a?) negli integrali che compariscono al numera- 

tore dei coefficienti g,„« della serie che serve a rappresentare la funzione data f{x\ 
dimodoché questa serie conserverà ancora la forma: 

(110) 2 W-'i^» (^..a)+2n„H,()s.,a)+. .+(jr„„H«(X„a)| , 

1 

essendo però ora: 

/ ¥{x)W,{\,x)dx 
Ja 

e la saa somma pei punti a nei quali f{x) e G^j;)-{-Gi(a;) soddisfano alle solite con- 
,...,, a on ^ G(a)/i;a-j-0) , G,(a)/(«— 0) ... , ^ , 

diziom del §. 39, ec. sarà G(«4.o)+G,(a+0) + G(«-0)+GA«- 0/ ' " "^""" " ^^^ 
per quei punti a nei quali le funzioni stesse f{x) e Qi{x)-\-Q^{x) sono continue ; talché 
per tutti questi punti a si potrà scrivere: 

+ fluii» Hm ((XM,a) j , 

ove le Jni« sono date dalla formola precedente. 

Qui però è da osservare che se dei valori a pei quali questa formola è appli- 
cabile ve ne ha in ogni porzione dell' intervallo (a , ò), e se alla serie del secondo 
membro è applicabile termine a termine la integrazione definita fra a e 6 ( il che, come 
mostreremo in seguito, accade ordinariamente) allora cambiando a in a? e moltiplicando 
per F(a?) H, (X„ , a?) i due membri di questa formola e poi formando la serie degli in- 
tegrali fra a e ò, questa serie rappresenterà V integrale della somma. Ora la serie degli 

integrali, tenuto conto dei valori attuali di g„,„ si riduce a / A^)a — \ lh /^\ l^*fiw;^)^^i 
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rb 

mentre Tìntegrale della somma è / f{x) F(xj H»(X„ , x)<lx^ giacché evidentemente la fun- 

G(r) G (.t) 

zione Ax) viene a dififerire dall'altra q^-^j^j~^ A-^+0) + q;^j^q;;(^^ K^-% e 

quindi anche da g^-j-^^^-^-^-^) ^x+O) + -^—-^M^^^-^^ f^x-Q) soltanto per 
funzioni d'integrale nullo; dunque dovrà essere 



L 



^^^^("^ÌgTo^)-^!^''^-'^)'^^^'*'' 



Questo evidentemente porta die G[x) -\- G/r) debba essere sempre uguale ad 
uno air infuori di una funzione d'integrale nullo, perchè altrimenti profittando della 
tanta arbitrarietà che è in f{x) si potrebbe fare in modo che l' ultima eguaglianza 
non fosse soddisfatta; dunque nel caso attuale la funzione G(.r) + G,(.r) dovrà pren- 
dere il valore uno in punti di qualunque porzione dell' intervallo (a , 6), e se essa è 
continua fra a e 6 dovremo avere sempre G(^) -|- G,(.r) = 1; di modo che allora la' 
somma della serie (110) in tutti i punti a: fra a e 6 pei quali f{x) soddisfa a una 

delle condizioni del §. 39. ec. sarà (j.x) /irj?-f 0)+6^(j:) /"x— 0), o \ \f{x-\-Q) -f /(^— 0)| 

+ (G - 01 ^•^+^) - ^-^-^^l • 

Questa osservazione vale anche pel caso delle serie generali considerate nel 

§. 59. 

124. In correlazione colla osservazione generale che abbiamo fatta intorno alle 

funzioni 'f{x — a , a , A„), giova ora notare che se nei teoremi di questo capitolo la 

funzione via via indicata con F(.r) si muta in un altra F|(a7), e al tempo stesso la 

F (r) 
funzione indicata con ^(x— a,a,ftQ), si muta in 'f (J? — a , a , Aq) _^^-^ , allora la fun- 

F fri 
zione corrispondente ^{x — a^OL^hi) risulterà moltiplicata per=i^-^; e quindi se, es- 

r (.1) 

sendo a un punto interno all'intervallo (a,&) che via via si aveva da considerare, 

colla primitiva funzione ^{x — a,a,/iM) si trovava lim / c(x — a,a,AnV'-^=G(a)-f G,(a) 

quando i limiti a' ,ò' dell'integrale comprendevano il punto a per modo che fosse 
a <Ca<C^'i si vede subito che colla nuova funzione: 

■f^a; r\x — a-j-a) 

si troverà ordinariamente: 

r f^'f l\ j F,(a+0)^, , , F,(a^O)^, , 

^^JU--- .-.K)dx= F^oToT^^"^ + nbòT ^^^^^ ' 
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talché questa funzione ff{x — a, , a , A„) figurerà ordinariamente come 1' antica a meno 

che nel!' interrallo d' integrazione (a , b') la funzione -pl-T^ non presenti qualche sin- 
golarità, come ad esempio quella di divenire infinita o di avere infinite oscillazioni 
senza soddisfare ad alcune delle condizioni che si hanno nel teorema del §. 89. 

Per questo adunque, quando la funzione F{x) che figura nei nostri sviluppi 
non sia anticipatamente conosciuta, si potrà ordinariamente partire da una funzione 
ausiliaria qualsiasi F|(rr), salvo ad aver poi riguardo alle singolarità che la scelta 
particolare che si fosse fatta di questa funzione potrebbe portare quando, con valersi 
delle considerazioni fatte ora o di quelle del paragrafo precedente, si volesse passare 
ad un altra funzione F(a:) per la quale le corrispondenti 6(a) e G|(a) soddisfacessero 
a condizioni speciali, come ad esempio a quella di essere diverse da zero, e indipen- 
denti da a. 

125. Le osservazioni che abbiamo fatte estendono già. grandemente i risultati 
ottenuti nei primi paragrafi di questo capitolo; ma questi risultati possono venire estesi 
anche ulteriormente. 

Si noti perciò che se è data una funzione (^^ a, h„) che, considerata per un 
valore speciale (ma qualunque) di a in un certo intervallo (a, b) (gli estremi al più 
esci.) gode della proprietà che per t compreso fra a — a e b — a e discosto da ^zero più 
di t (e diverso da zero e positivo ma arbitrariamente piccolo) è sempre numericamente 
inferiore a un numero finito (variabile con e) qualunque sia n, e lo stesso accade per 

V integrale / 8^^,a,A„)d^ anche quando t si accosta indefinitamente a zero; e se di più 

per.ne=oo questo integrale, considerato per ogni valore di t diverso da zero e compreso fra 
o— a e b —a, ha un limite determinato e finito x (* » che, come funzione di t, fuori del 

punto ^=0 ò anche continuo e ammette una derivata parziale r-^ finita e atta all'integraiio- 
ne anche fra a— a e 6— a, allora x(— «i+0) e x(*7+0) avranno certamente un si- 
gnificato determinato, e si avrà Hm. / JO (^ a , Ah) ^y^J ^'^xC» i +0) P«r ^ positivo 



e lim. 






intanto esser certi che, considerata per ogni valore speciale di a fra a e 6 (a e fc 
al più esci.), la funzione 6(f,a,AJ— -^" figurerà come una [delle funzioni ^{x ,h) 

del cap. III. 

Segue da ciò evidentemente che, se la funzione 8(< , a , K) ha le indicaie pro- 
prietà, ed è tale altresì che considerata per ogni valore speciale (ma qualunque) di a fra 
a e ft , tranne tutt' al più pei punti estremi a e 6 e per un gruppo di punti finito o 
infinito ma di prima specie fra a e 6, la funzione x(a»0» co*^® funzione di t fra a —a e 

f#t#fif# c«iM/«f. r. ivii '^^ 
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h — a, ammette sempre una discontinuità (che sarà necessariam(>nte ordinaria) per <=0, 
allora la indicata funzione 9(<,a,A«) condurrà sempre a una rappresentazione analitica 
delle funzioni f (») che fra a e 6 sono atte alla integrazione insieme alla funzione 

y(x,A-0)—x(x — 0) ' * 'l"**** rappresentazione analitica varrà pei soliti punti a fra 
a e 6 pei quali sono soddisfatte le condizioni del §. 39, e sarà della forma: 




r 0(ar— a,a,Ao)— — x(«— «.«) °° /* „ 

1 ^^^ ; ^^d«+5 / rt'r' )'>(j-«.«.M -9{x-a,a ,*«,,) _, 

X(r,+0)-x(^,-0) ^^+f7/^ ^ .^(:,,+o)-x(x.-0) ^^- 

Questa osservazione generale, di cui in sostanza già facemmo una speciale ap- 
plicazione pel teorema del §. 64, ci sembra di importanza grandissima , poiché , presa 
arbitrariamente una funzione 6(^ , a , hn\ le condizioni poste sopra, air infuori di quella 
relativa alla discontinuità di x(^iO ?^^ ^=0, saranno ordinariamente soddìafatte; 
e quindi basterà ordinariamente limitarsi a verificare se questa condizione sulla discon- 
tinuità di */(^ ,t) è nò soddisfatta per decidere se un dato sviluppo di f{x) è o nò 
possibile . 

Cosi per es. trattando degli sviluppi dei §§. 57 o 58, si esaminerà prima se la 

serie (6) o (7), ove sia soppresso il termine / f (^ , oi , Hq) di e le funzioni KM,t (a?) , o i 

coefficienti p^,9 e la funzione Y(x) siauo presi nel modo che si crede meglio, è o nò con- 
vergente, e se la sua somma può o nò considerarsi come una delle funzioni x(^ « Q"ì 
indicate; e nel caso affermativo, se (come ordinariamente accadrà ) si troverà anche che 
qualunque sia n la somma dei primi n termini di questa serie, per ogni valore di t 
fra a — a e b — a , e le somme (5) o (8) ove sia tralasciato il termine ^t , a, Aq) pei valori 
di t discosti da zero più di s ma compresi sempre fra questi limiti a — a e ( — a sono 
sempre numericamente inferiori a un numero finito, si concluderà senz'altro che gli 
sviluppi (3) (9) sono applicabili alla funzione /(x), quando si prenda (p{x — a,a,Ao) 

= — — x(* 1 ^ — * ) , ec. . . . 

vX 

Questi sviluppi però, per la presenza del primo termine, non soddisfaranno spesso 
alla condizione di essere rappresentazioni di forma data della funzione f{x); ma ciò 
non toglie che essi possano avere una importanza grandissima, in quanto possono ser- 
vire a dare per tutti punti di un certo intervallo (a, 6) una unica rappresentazione 
analitica di una funzione f{x) che sia data arbitrariamente in queir intervallo (a, 6). 

126. Aggiungiamo inoltre che se (come appunto avviene sempre nei casi parti- 
colari da noi studiati ) la funzione ^(x — a , a , &„) che si ha da considerare ò della 
forma F(r) ^(.r , a , fcj, ove c|^x,a,A^) è simmetrica rispetto ad or ed a a, e P(a?) è 
senza infinite oscillazioni, ed è finita e continua per tutto tranne tutt* al più in punti 
eccezionali, allora, avendosi: 
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si vede chiaro che se in qaesti casi quando a non è un estremo del solito inter- 

rb' 

vallo (a, 6) ed è un pnnto interno dell'intervallo («',6'), 9Ì ha lim / fp{x — a^a^hn)dx= 

rb' 

=C^(a)+ Gi(a)i «i avrà anche lim / f (ar— a , a , Ah) d a =» G(a:) -f Gi(x) tutte le volte 

che r intervallo d^ntegrazione, che ora deve avere nel suo interno il punto x^ non 
comprende punti a nei quali F(a) presenti qualche singolarità. 

127. Del resto poi è facile vedere in generale che se ( come ordinariamente 
accade) tf{x — a , ex , Ah) considerata come funzione delle due variabili a; e a è finita e 
continua in un campo ove queste variabili possono prendere tutti i valori da a a 6, 
o almeno, più generalmente, è tale che per a^c<^d^b le due integrazioni nell' integrale 

fd rd 
da. I f(x,a,a,An) io; possono invertirsi, allora quando si trovi che per un 

dato intervallo d' integrazione ( a' , 6' ) che è tutto o parte di ( a , & ), si ha 

rb' rb' 

lim / 9(a?— a , a , AJ d a? =^ G(a) + Gi(a), e lim I (p{x — a , a , A») d a = H(a*) -f-H|(x), 



le due funzioni GK^) + Qi(^) e H(J7) -f- H|(a:), supposte atte alla integrazione, o do- 
vranno essere uguali fra loro in ogni punto di (a' , b'\ come nel caso precedente, o 
tutt'al più differiranno fra loro soltanto per una funzione dMntegrale nullo; e ciò 
tutte le volte che, considerati jper ogni valore speciale di n separatamente, gli integrali 
precedenti siano finiti per ogoi valore di a o di a? neir intervallo d^ integrazione, e al 
tempo stesso in ogni porzione dell' intervallo (a' , 6'), o (a' 4-6 i è' -re) (e diverso da 
zero e positivo ma arbitrariamente piccolo) vi siano dei punti x o a pei quali al cre- 
scere indefinito di n gli integrali medesimi convergono in ugual grado verso i loro 
limiti respettivi Q(a) -f Gì (a) , H(d?) -f- U^{x) . 

Prendasi infatti una porzione qualsiasi (cii , (|) dell'intervallo (a' , &'), e consi- 

derando l'integrale doppio 1 da I ^{x — a,a,AJ(2a;, si indichi con ^n^x l'integrale 



J a. 



ìio I da I ^{x — a 



(f{x — a,a,An)dap, e ai osservi che, per le nostre ipotesi, in ogni porzione del- 

l'intervallo (a/| 6, b^ — e) esisteranno dei punti a pei quali l'integrale ^nf% conside- 
rato per qualsiasi valore di n superiore a un certo numero finito n^ differisce da 
G(a)4-G^(a) meno di un numero piccolo a piacere o. Prendendo allora un valore 
qualunque di n superiore a nQ, e immaginando scomposto l'intervallo (ai-f^i^i— 
in un numero finito d' intervalli parziali S, , 8^ , . . , Sp , potremo sempre trovare in 
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questi intervalli dei punti a^ ,0^,.. , ot^ pei quali la indicata condizione sia soddisfatta; 

e basterà che questi intervalli sieno abbastanza piccoli perchè Tintegrale / f^n^adaàit" 

P P 

ferisca dalla somma y8,(l„,t e quindi anche dair altra V 8» [6(ai) + Gf {<*•)] meno di 

1 ' ' 1 

quel numero che più ci piace o'. 

Ma evidentemente, se le 8| , Sg 1 • • « ^p ^^^^ abbastanza piccole, Tultima somma 

differisce tanto poco quanto si vuole dalP integrale / [G(a)+Gi(a)] <iJ.a, e se s è suffi- 

cientemente prossimo a zero, questo e Taltro integrale / <|>Mia da, differiscono tanto poco 
quanto si vuole dai due I [Q(a)-f Qi(a)]rfa / ^pn,^ da; dunque, poiché l'ultimo integrale 



non è altro che l'integrale doppio j da f <p(x— a,a , AJdor, si può 



asserire intanto 
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che il limite per n = 00 di questo integrale doppio sarà V integrale semplice 
[«(«) + G.(a)] d a . 

Ci 

D' altra parte, inTcrtendo le integrazioni , si trova anche che lo stesso inte- 
graie doppio ha per limite l' integrale semplice / [Hj[^) -)- H( («)] d x ; dunque sarà 



v-a, 



evidentemente: 



/ C'CKa) + G,(a) ] d X = / [ V) + H,(x) ] d x, 

« 

qualunque sia la porzione che si considera {a^ , i,) di (a' , 6'), e questo dimostra ap- 
punto quanto enunciammo sopra. 

Questo risultato si estende subito anche al caso in cui alcune delle varie 
condizioni poste sopra non si (rovino soddisfatte fra a e b' altro che negli inter- 
valli che restano dopo di avere escluso con intomi arbitrariamente piccoli un gruppo 
finito o infinito di punti di prima specie ; bastando per fare questa estensione V ap- 
plicare i soliti processi con considerare successivamente il caso dei gruppi di punti di 
prima specie e degli ordini 0, 1°, 2^, 3®, , . , v— 1, v, ec. 
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TI. Gonyergenza in ngiial grado delle precedenti espressioni analitiche 

delle funzionai di una yarlablle reale . 

124. Trovati ora gli sviluppi principali che servono alla rappresentazione 
analitica delle funzioni f{x) di una variabile reale x data arbitrariamente in un certo 
intervallo (a , b\ passiamo a dare le loro proprietà generali. 

Notiamo subito perciò che, secondo quanto si disse al §. 53, gli sviluppi spe- 
ciali che abbiamo dati pel punto a rientrano tutti nella forma 

^ rh ^ co rb 

ove 6 à una costante; e noi considerando questi sviluppi, o gli altri più generali 
del §. 116. 

osserveremo che se in un punto x ( gli estr. a e b incl. ) la funzione f{x) ha una di 
quelle discontinuità che possono togliersi mutandole il valore in quel punto , questa 
discontinuità non avrà influenza veruna sui termini della serie che sono altrettanti 
integrali (m. 1. §. 190 11®) né sulla somma della serie, ma avverrà sempre invece 
come se in quel punto la funzione fosse continua; e noi in conseguenza, onde sem- 
plicizzare i nostri ragionamenti, potremo d*ora innanzi ammettere che la funzione f{x) 
che consideriamo non abbia alcuna di quelle discontinuità che possono togliersi, mu- 
tandole il valore nei punti delle discontinuità medesime. 

125. Ciò premesso, incominciamo dalP osservare che se un intervallo (a, , ò|) 
è tutto o parte delP intervallo (a, 6) in cui ò data /(.r), e una serie a termini continui 
( come sono ordinariamente quelle che noi consideriamo) rappresenta f{x) in ogni punto 
di (a^ , &i), onde questa serie converga in ugual grado fra a^ e éj è necessario che in 
questo intervallo la funzione f{x) oltre es^sere finita sia anche continua in ogni punto; 
ma questa sola condizione non basta ad assicurare che la serie stessa presenta fra 
a^ e £| i caratteri della indicata convergenza in ugual grado. 

Limitandoci però , come sempre ajbbiamo fatto , al caso delle funzioni f{x) che 
neir intervallo {a ^ b)^ a cui sono estesi gli integrali che figurano nei termini della 
serie (1), sono finite e atte alla integrazione, o se divengono infinite in un gruppo 
finito infinito di punti di prima specie restano atte alla integrazione anche ridotte 
ai loro valori assoluti, è facile vedere che, almeno nella maggior parte dei casi, la 
serie (1) convergerà in ugual grado in ogni intervallo {a^ , &|) preso entro (a , b) nel 
quale f[x)^ Q{x) e Qi{x) sono finite e continue, e f{x) e G(x)-^(j^{x) soddisfano in ogni 

Seiinze Césmolog, T. XVIL '25 
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punto a una almeno delle solite condizioni che abbiamo poste nel §. 89. o in nota al 
§. 54; senza che fra a e ^ si abbia mai G{J?) -f'^i(^) = 0. 

Si osservi infatti che, con queste ipotesi, se a è un punto qualunque fra a, 
e &| (a| e b^ incl.)f il resto R,, della serie (1) viene ad essere: 



B.=«„_jrw-fc^j^^«. 



e ponendo x — a=«^, e supponendo dapprima che (a, ,ft,) sia tutto interno all'inter- 
vallo (a , b) per modo che non sia né a^=a , né bf=b , si potrà anche scrivere ; 






t+0 /w 

.g^^ _,„.., . „.(a+0 Q(a) + G,(a) 

/l«+0 ZI») 




G(a + + G,(a+0 G(«) + Q,(a) 



ove e e &! sono numeri positivi sufficientemente piccoli; talché la questione si riduce 
tutta a studiare il modo di convergere a zero dei varii termini di questa formola al 
crescere indefinito di n. 

Per questo, ammettiamo come prima condizione rispetto alla funzione ^{t^a^h^\ 
che essa, e quindi anche G e G, , siano indipendenti da a (come appunto avviene nel 
caso della serie di Fourier o nelP altro delle serie circolari analoghe considerate ai 
§§. 78. e seggO; o più generalmente ^(^ , a , h^ sia tale che, considerati per uno stesso 
numero t diverso da zero e compreso fra a — a e 6| o fra e e b — a, e per ogni valore 

ro rt 

speciale di a fra aj e b^ {a^ e fri incl.)f gli integrali / ^t ja^h^)dt^ 1 ^{i ^oa ^hn)dt 

Jf Jq 

al crescere indefinito di n convergano in egual grado verso i loro limiti 0^{a) e G(a\ 
Allora se troveremo poi che i numeri s e S] che figurano nella espressione precedente 
di Rn risulteranno gli stessi per, ogni valore di a fra a^ , e 6| , si vedrà subito intanto 
che i due primi termini per n superiore a uno stesso numero finito m ( che dipen- 
derà da e e da 6|) e per qualunque valore di a fra a^ e b^ {a^ e b^ incl.) risalteranno 
sempre numericamente inferiori a un numero piccolo ad arbitrio. 

Osserviamo poi che se la funzione data f[x) diverrà infinita fra a e fr, la fun- 
zione floL-^-t) che figura nella espressione superiore di R» , diverrà infinita soltanto in 
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quelli integrali che sono estesi da a — a a — e^ o da e a b — a, perchè i valori che ora 
si considerano di a sono neir intervallo (a, < ò^) nel quale f{oi') è sempre finita. E 
siccome , per le nostre ipotesi su f{x) e per quanto si disse al §. 13, i punti dMnfinito 
di f[x) fra a e 6 , quando vi sono , possono intendersi racchiusi entro un numero 
finito d^ intervalli ii , t^ , . . ^ t^ , . . la cui somma sia inferiore a quel numero che più 



ci piace e tale sia pure quella degli integrali corrispondenti f fi{x) d x, ove fi{x) è la 






funzione dei valori assoluti di ^(r), così nel considerare il secondo e terzo degli 
integrali che figurano in B» quando f{x) diviene infinita fra a e i, potremo sempre 
intendere che gli integrali stessi siano scomposti in una somma di un numero finito 
di integrali estesi agli intervalli t^ , tj , . • , V , . . (ora relativi a t)^ e di altri estesi alle 
rimanenti porzioni degli intervalli totali (a — a, — Sj) , (e, h — a). 

Ciò essendo, si ponga come seconda condizione rispetto a 9(^; a , An)) che pei 
valori di a che si considerano fra ai e ò^ ( a^ e b^ incl. ) e per ogni valore di t fra 
a— a e b — a non compreso fra — Si e e, la funzione stessa ^{t^oL^h^^ considerata pei 
valori di n superiori a un certo numero che è lo stesso per tutti gli indicati valori 
di a e di ^ sia sempre numericamente inferiore a un numero ^^ che è finito (ma che 
cresce indefinitamente all' impiccolire di uno almeno dei numeri s e e^ ). 

Allora, indicando con 2 Gq il limite inferiore dei valori assoluti di 0(^)~|-^i(^) 
fra a e &, e con X il limite superiore dei valori assoluti di f{x) o /'(a-fO ^icg^i 
intervalli che restano dopo di avere escluso dall'intervallo totale (a , 6) o (a — a , b — a) 
i punti d' infinito, e intendendo scomposti gli intervalli rimanenti in intervalli parziali 
{Xg^^ , Xg)^ o (^,_| ,/,) arhitrariamente piccoli, due dei quali si dovrà supporre che 
terminino ai punti x «■ a — e^ , x = a+e o ^=5 — 6| e ^==e, hasta applicare le for- 
molo del §. 22. e le considerazioni del §. 41. per riscontrar subito che la somma del 
secondo e terzo degli integrali che figurano in R» è numericamente inferiore a: 

-2 vai. ass. j ?'« , « , fcj d« + ^J 2 «.D' + ifji i^)d'»l 



ove le S, indicano gli intervalli parziali di {x,^^ , re,) o (/,-^ , t^) , le D, sono le 
oscillazioni corrispondenti di f{x) f{aL-}-t\ e le somme s'intendono estese respettiva- 
mente a tutti gli intervalli S, e ù che cadono fra a — a e — s^ e fra s e b — «• 

Ora si osservi che sebbene gli intervalli (x,_^ , Xa) ai quali si riferisce la 
somma £8, D« che figura in questa formola non cadano nell'intorno (a— e,,a-|-0 di a, 
si può intendere che la somma stessa sia estesa anche a quelli che cadono in 
quest'intorno; e allora, prendendo le 8, sufficientemente piccole (e sempre però in 

numero finito) la somma S8, D, + 2 / A(^)^^ verrà piccola quanto si vuole insieme 
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al prodotto ~ / S $« D« -f ^ / fi{x) d^ \; e ciò indipendentemente dal valore partico- 



f' 



h 

lare che si darà a a e dal valore di n. 

Avendo fissato così le S«, e quindi anche il numero p dei termini della somma 

che moltiplica ^^ , si vede subito che , a causa della convergenza in ngaal grado 

relativa ad a che già abbiamo ammesso come prima condizione per V integrale 

che anche il termine ^^ vai. ass. I ^{t ^ a ^h^)dt resti sempre di quel grado di 

piccolezza che più ci piace; dunque anche la somma del secondo e terzo degli inte- 
grali che fignrano in Rm quando n sarà maggiore di un certo numero si manterrà 
inferiore in valore assoluto a \m numero piccolo a piacere. 

Ci resta dunque soltanto da considerare i due ultimi integrali che figurano 
in R„, e per questo basta aver riguardo ai teoremi e alle formole che si sono date 
nel Cap. III. 

Si ammetta perciò come terza condizione rispetto a 9( ^ , a , A^ ) ^^^ ^ ^^^^ 
non è indipendente da a, sia però tale che le varie condizioni che via via si hanno 

per ff{x , h) o per V integrale / ^(x , h) dx quando si vogliono applicare i teoremi del 

§. 39. o quello dato in nota al §• 54, e che ora vengono relative alla funzione 

^{t ^ a , hn) o air integrale / ?( ^ , a , A„ ) d ^ , risultino soddisfatte in modo uniforme 

Jo 

o in uffual grado per ogni valore di a fra a, e òj (a^ e &| incl.); nel senso cioè che 
le quantità che, secondo le condizioni stesse, devono essere inferiori a un numero 
finito o arbitrariamente piccolo per valori di t compresi fra e un numero conve- 
niente e , e pei valori di n sufficientemente grandi , considerate ora pei vani valori 
di a fra a^ e &f ( a| e b^ incl. ) restino effettivamente sempre inferiori in valore 
assoluto a uno stesso numero finito o arbitrariamente piccolo, pei valori di t fra e s 
o fra — 6f e 0; e pei valori di n superiori a un numero finito m, essendo ora e, e, e m 
numeri da determinarsi convenientemente ma che sono gli stessi per tutti gli indicati 
valori di a fra a^ e J, (a, e b^ incl.). 

Si osservi poi che, a causa della supposta continuità di f{x)^ Q{x) e G/t) 
fra a, e 6^ ( a^ e J| incl. ) , si può intanto trovare un numero e' tale che se s e e, 
non sono superiori a •', per ogni punto x fra a — S| e a-f-s e qualunque 'sia a fra 

ai e i, (a^ e'6| sempre incl.) si abbia in valore assoluto ^. ( , ^ , \ — n/ x . n / n ^^» 

G(a:)-t-G,(x) G(a)+G|va)-^ 

essendo 9 un numero positivo piccolo ad arbitrio; e oltre a questo si ricordino gli 
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indicati teoremi del §. 39. e quello in nota dal §, 54. insieme alle formole relative ai 
valori delle quantità ivi indicate con Qk* Si vedrà subito da ciò che, quando n è 
superiore a uno stesso numero conveniente m, i due ultimi integrali di B„ considerati 
per ogni valore di a fra a^ e b^ {a^ e 6| incl. ), si manterranno anch^ essi sempre 
numericamente inferiori a quel numero che più ci piace tutte le volte che, essendo 
e e 6j i numeri ora indicati o numeri minori diversi da zero (e che una volta determinati 
devono restare gli stessi per tutti i valori di a che si considerano ) ^ negli intomi 

f(r) 
( a— e^ , a ) , (a, a+e ) dei punti a la funzione ri/ x i aT~\ soddisfa a una delle con- 

dizioni che figurano nei teoremi del §. 3P, e vi soddisfa in modo uniforme o in ugual 
grado per qualsiasi valore di a fra a^ e ò| (a^ e 64 incl.); nel senso cioè che si possano tro- 
vare convenienti numeri e e e- tali che le quantità relative a ^, ! ; n , v — n, i , n , . 

che, secondo gli indicati teoremi, devono restare inferiori a numeri finiti c^ , <^ , . . o a 
numeri arbitrariamente pìccoli , presentino queste particolarità cogli stessi numeri 
e , S| , C|, Cg . . . per ogni punto a fra a^ e ò, {a^ , e b^ incl.); senza però escludere con 
questo che per alcuni di ^questi punti possano esser soddisfatte soltanto le condizioni 
relative ad uno o a più degli indicati teoremi, e per altri punti invece siano soddisfatte 
quelle relative a teoremi differenti. 

Così dunque, sotto le nostre ipotesi, per n superiore a un certo numero m e per 
ogni valore di a fra a\ e b^ {a^ e 6| incl.), il resto R.» si manterrà sempre numericamente 
inferiore a un numero arbitrariamente piccolo dato 0; e questo basta evidentemente per 
poter dire che quando fC^ , a , hn) e f{x) soddisfano alle varie condizioni che qui abbiamo 
poste la serie (1) che rappresenta f{x) in ogni punto a deirintervallo («4,61) sarà conver- 
gente in ugual grado in quest'intervallo; e ben s^intende che le indicate condizioni sono 
quelle che si trovano ordinariamente soddisfatte. Le condizioni poi che abbiamo posto 

f(x) 
per la ^ x . A / 1 P®^ quanto si disse al §. 39. e in nota al §. 116. basta che 

siano soddisfatte per f{x) e per la so urna G{x)'\'Ot^{x) separatamente. 

126. Aggiungiamo che se la seconda condizione che abbiamo posta per f)(f,a^n) 
non è sempre soddisfatta quando a è fra a^ e &{ (a^ e b^ incl.) per la ragione che almeno 
per alcuni di questi valori di a vi è un numero finito di valori t^ ^t^,.. di t diversi da 
zero pei quali 9( ^ , a , An ) non si mantiene sempre inferiore a un numero finito o si 
è incerti, allora valendosi della osservazione fatta in fine del §. 57. si può asserire 
che i risultati precedenti continueranno ancora a sussistere tutte le volte che questi 
valori eccezionali di t non cadono mai fra — e, e e, e negli intorni di essi il pro- 
dotto /*( a + O ?( ^ » * 1 *« ) r®3ta atto all' integrazione anche ridotto ai suoi valori 
assoluti, e per modo altresì che il suo integrale qualunque sia a fra at e bi (n^ e b^ 
incl. ) e per n superiore a un certo numero sia sempre numericamente inferiore a quel 
numero che più ci piace quando gli intorni medesimi sono presi sufficientemente pic- 
coli; e purché, per gli intervalli che restano dopo tolti questi intorni e l'altro ( — Sj , e), 
la funzione ^{t ,cLyhn) risulti sempre numericamente inferiore a uno stesso numero 90 
per tutti i valori di a fra a| e 6| ( a| e &| incl. ) . 
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127. I risultati precedenti Talgono per gli interralli (a^ , &|) che sono tutti 
situati neir interno dell' interrallo (a , ò), per modo cioè che sia a<Ca^ 9 ^ <C ^i ® ^^^ 
quali f{x) è finita e continua e soddisfa insieme a f(^ , oc , A„') alle condizioni speciali 
sopra indicate. Se invece si considerano degli intervalli òhe terminano a uno almeno 
degli estremi a e &, allora, per quanto si mantenga ancora naturalmente la condizione 
che in ogni punto di essi f[x) e 0(.r) e Q|(^) siano finite e continue , i risultati pre- 
cedenti possono soffrire delle eccezioni sia perchè uno dei numeri e e e^ coll^ avvici- 
narsi indefinitamente di a a queir estremo bisogna prenderlo ognor più piccolo , sia 
perchè per a=a o a=ft la somma delle serie (1) non è ordinariamente f(a) o f{b) . 

Considerando però in modo speciale anche questi intervalli, come ad es. Irabervallo 
(a , b^) ove per fissare V idee supporremo &i<!^i è facile vedere che se nel punto b e 
in quelli delVintervallo (a,6|) la f(x\ (ì{x) e G^{x) sono finite e continue e nei punti 
a e b hanno gli stessi valori per modo che sia f{a)=f[b) , G(a)=6(6) e (ji{o)=G,(b), 
e se al tempo stesso ?>(^ , a , A„), almeno quando a è in intorni sufficientemente piccoli 
(a , a-f-S) di a, considerata per ogni valore speciale di a in questi intomi è una 
funzione periodica di t col periodo b — a, o più generalmente è tale che almeno per t 
compreso fra — 8 e si abbia /"( f , a , A„ ) = ^ fe— a-j-^ 1*1^»,)» allora la serie (1) 
convergerà in ugual grado nell* intervallo (a , ft|) tutte le volte che coli* applicazione 
dei risultati precedenti, o in altro modo qualsiasi, sia stato trovato che la serie con- 
verge in ugual grado in ogni porzione delF intervallo (a , b^) che non termini al punto 
Oj e di più si trovi che, intendendo continuate le funzioni f{x) e Q{x)-^Q^{x) con 
funzioni periodiche con quelle che si hanno fra a e b e col periodo b — a, queste 
funzioni nei punti degli intorni (a — 8 ,a-f 8), o (ft — 8 , i+8) di a o di ò soddisfano in 
modo uniforme alle condizioni che figurano in quelli dei teoremi del §. 39 e 54 che 
vorremo applicare; e pei valori di a fra a e a-f-S la (f{t ^a^hn\ negli intervalli 
(—8,0), (0,e)(e,6 — a — 8) relativi a ^, soddisfa alle condizioni che nel paragrafo 
precedente si avevano per gli intervalli ( — 6| ,0), (0 ^ s), (e , b — a). 

Con queste condizioni infatti negli intervalli {a-\'S , òj, ove 8 è un mimerò 
fisso diverso da zero ma che può esser preso piccolo a piacere, la serie (1) sarà con- 
vergente in ugual grado , e quindi basterà occuparsi degli intervalli (a , a-f-8) . 

Ora per a=a-|-8, con < 8| < 8 il resto R„ della serie (1) si può anche 
scrivere : 

» «^ b—a—9 
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e siccome per t sufficientemente piccolo e negativo si ha (f{i , a ^hn)=^^{b — a-^-t^ajhnX 
cambiando t in b — a-f / negli integrali estesi da 6— a — 8 a b — a — S^, si potrà anche 
scrivere : 

f:iH:Q;(HTrG(«)+G,(«)i^^" "^ J_8 G(i-a+«+0+6,(i-a+«+0 G(«)+Q,(a) j ^^''«'*-J'''' 




e il penultimo integrale mancherà se 8^=0, come mancherà l'ultimo se 8j=8. 

Ora, per le ipotesi fatte sopra intorno a f{x) e a f(<,a,A„), si vede subito che 
i primi quattro termini di R„ per a compreso fra a e a+S ( a e a-|-8 incl. ) saranno 
numericamente inferiori a un numero arbitrariamente piccolo quando n è superiore a 
un certo numero m; talché basta ora occuparsi dei due ultimi termini di R„ • 

. -x u A A«) /l«+0) f{b—(^) 

Si osservi percib che, essendo g^,)^q^(,) = G(a-H0)+G,(a40) ° 6(&-0) 4-G.(fe-0) 

e intendendo continuate f[x) e Q{x) -|- G|(.t) al disotto di a o al disopra di 6 nel 
modo che abbiamo detto sopra, si possono riunire i due ultimi integrali di Rn 

riducendoli all' «nicoj^^ j ^^^j^^3|^±|^^_ _ q^^^^q^^^) j ?(<,«, A, ) d<; e 

si può supporre di avere scelto per 8 un numero piccolissimo tale che pei pun- 
tii a fra a e a + 8 e per x compreso fra a — i ^ a-^-^ si abbia in valore 

assoluto n/ VI ri / x — n/ v , /-i / x < <5 • P^^ qucsto avcudo riguardo ai valori che 
G(a?) +■ Qi^{x) 6(a)H-G,(a) 

si trovarono nel Gap. III. per 0^ nei varii casi, si vedrà subito intanto che per a 
compreso fra a e a-^S (a e a-{-8 incl.), e per n superiore a un certo numero (fisso) 
m, la somma degli ultimi due termini di Rm è numericamente inferiore a quel numero 
che più ci piace quando, come supponiamo, f{x) e G(x) -j- G\{x) nei punti dell' intor- 
no ( a — 8 , a-f-8 ) soddisfano in modo uniforme alle condizioni che si hanno per quelli 
dei teoremi dei §§. 39. o 54. che vorremo applicare; talché evidentemente può dirsi 
ora dimostrato quanto enunciammo sopra per la convergenza in ugual grado nell' in- 
tervallo ( a , &i ). 

Risultati simili si hanno per gli intervalli {a^ , b) ove a<Ca^ , con questo però 
che allora per ^ fra e 8 deve essere 9(^,a, AH) = y(/— 6+cr , a, A^), ec. ; e così la 
serie (1) sarà convergente in ugual grado in tutto V intervallo (a , b) quando fra a e &, 
la funzione fx) da essa rappresentata sia finita e continua e sia /1[a)=/(6), e lo stesso 
accada delle funzioni G(x) e 0|(a;), e oltre a ciò continuando queste funzioni, o le 
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due f^x)^ e Gt{x)-\- G|(a;), al disotto di a o al disopra di b con fanzioni periodiche 
come si disse sopra, si trovi che negli intomi di a o di 6 siano soddisfatte le condi- 
zioni che si posero sopra, e di più, colP applicare i processi precedenti o in altro 
modo qualsiasi, sia già stato dimostrato che la stessa serie converge in ugual grado 
in ogni porzione delV intervallo (a,&) che non termini agli estremi. 

128. I risultati generali che abhìamo ottenuti nei due ultimi paragrafi, mentre 
ci mostrano che nella maggior parte dei casi le serie trovate nei capitoli precedenti 
per la rappresentazione analitica delle funzioni di una variabile reale convergono in 
ugual grado negli intervalli nei quali queste funzioni sono fluite e continue , servono 
altresì a darci questi casi ; poiché basterà via via verificare se le condizioni generali 
che abbiamo poste sono o nò soddisfatte. 

Queste condizioni sono di due specie. Le une sono relative alla funzione 7(^,a,A„) 
e alle due G(x) e Gr,(3:), e quindi dipendono soltanto dalla forma della serie che deve 
servire allo sviluppo; le altre invece dipendono soltanto dalla natura della funzione che 
vuole svilupparsi . E salvo alla condizione d* integrabilità anche ridotta ai valori 
assoluti neir intiero intervallo le condizioni rispetto alla funzione si riferiscono soltanto 
a quelle porzioni dell' intervallo nelle quali si cerca se vi ha o nò convergenza in 
ugual grado, talché nelle porzioni rimanenti la serie che si considera potrebbe anche 
non avere alcun significato. Talché anche in questi studi le difficoltà vengono, come 
in quelli precedenti, decomposte sempre in due, relative Tuna alla forma delle serie, 
e r altra alla natura della funzione . 

129. Ora, se noi ritorniamo sugli studi fatti nel capitolo precedente, si riscontra 
subito che nei casi particolari ivi considerati (}{x) e Gti{x) sono sempre costanti , e 
quindi di esse non vi è da occuparsi • Per le serie di Fourier poi e anche per gli 

1 °° 

sviluppi più generali che sono della forma §^0 + 5 (»h cos\,a?4-6HsenX«a:), la fun- 
zione corrispondente ^(^ , a , &n) è indipendente da a, e per t compreso in valore 
assoluto fra s e b — a è sempre numericamente inferiore a un numero finito; quindi 
le condizioni che si hanno per fp{t ^ a ^ hn) nei due paragrafi precedenti sono tutte 
soddisfatte per questi sviluppi , e basta occuparsi delle condizioni relative alla funzio- 
ne da svilupparsi f[x). 

Nel caso poi degli altri sviluppi che abbiamo considerati la funzione yi , a , A») 
dipende ordinariamente da a; però le condizioni cui allora essa deve soddisfare per 
ogni vsJore speciale di a sono soddisfatte in modo uniforme quando il punto a è uno 
qualunque dei punti dell'intervallo che si considera; e così anche in questo caso basta 
occuparsi delle condizioni relative alla funzione da svilupparsi f{x). 

180. Si aggiunge che nel caso delle serie di Fourier per la sviluppabilità 
di f{x) basta che nei punti ove si vuole lo sviluppo sia soddisfatta una qualunque 
delle condizioni del §. 39 ; e per gli altri sviluppi da noi considerati basta che f{x) 
soddisfi alle condizioni poste nei varii casi respetti vamente ; e inoltre per gli sviluppi 
di Fourier la funzione <?( ^ , a , A,, ) per t=2 tc si comporta come per ^=0 ec. ; dunque 
riassumendo si può ora concludere che: 
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1.^ ;, Le serie dì Fourìer sono convergenti in ugual grado in ogni porzione 
„ deir intervallo ( — 7?,^) ohe non termina ai pùnti estremi e nella quale la funziona 
,, che ai sviluppa f[x) oltre edsere finita e continua soddisfa ia ogni punto a una al- 
V meno delle condizioni del §. 39. e vi soddisfa in modo uniforme (nel senso stabilito 
H al §. 126); e quando sia /v — Jt+0)=»/i;7: — 0), allora si ha convergenza in ugual 
ji grado anche in quelle porzioni dello stesso intervallo che terminano ai punti estremi 
„ e nelle quali si verificano le condizioni ora indicate per le altre porzioni. 

2.^ Gli altri sviluppi da noi considerati nel capitolo precedente sono convergenti 
« in ugual grado in ogni porzione degli intervalli ad essi corrispondeuti che non termina 
» ai punti estremi e nella quale la funzione che si sviluppa f{r) è finita e continua e 
9 soddisfa in modo uniforme alle condizioni che si sono trovate nei varii casi per la 
, sviiuppabilità della funzione medesima secondo la serie corrispondente ». 

130. In particolare dunque si può asserire che , le serie dì Fourier e gli altri 
9 sviluppi da noi considerati convergono in ugual grado in ogni porzione {cLì ^h^) 
9 dell'intervallo ad essi corrispondente che non termina ai punti estrerai e nella quale 
, la funzione che si sviluppa è finita e continua e soddisfa a una delle condizioni 
, del §. 72. cioè: 

1.° 9 di avere un numero finito di massimi e minimi; 

2.^ 9 di ammettere una derivata o almeno un estremo oscillatorio che è sem- 

9 pre numericamente inferiore a uno stesso numero finito, o ohe se diviene infinito resta 

9 atto air integrazione atiche ridotto ai valori assoluti, mantenendosi negli intorni 

n (x — e , a?-f-s) di ogni punto sempre inferiore a una funzione positiva che è atta alla 

, integrazione in questo intorno e che deve potersi prendere la stessa in tutti i punti: 

3.® , che per ogni numero comunque piccolo e positivo a esìsta u» numero e 
9 tale che in ogni porzione (p^p-^-^) uguale ad s di (a^ , b^ la somma delle oscilla*- 
H zioni D« della funzione negli intervalli comunque piccoli 3t nei quali la porzione 
yt stessa {p )P-i~^) può intendersi scomposta sia inferiore a o; e nel caso della serie di 
„ Fourier questa condizione può anche ridursi alV altra D, log S« <C 'J . 

, Per le serie di Fourier poi queste porzioni (a, , ft,) nelle quali si ha conver- 
« genza in ugual grado possono anche terminare ai punti estremi -f ;: o — r quando 
„ sia /•(— z+0)=/ì[:r— 0), ec. ,. 

Naturalmente poi si avrà convergenza in ugual grado anche in quelle porzioni 
dei respettivi intervalli che potranno scomporsi in un numero finito di altre in ciascuna 
delle quali sia verificata una almeno delle condizioni ora indicate, o nelle quali la con- 
dizione prima venga soddisfatta coli* aggiungere alla funzione data una funzione con- 
veniente di primo grado ec. E se in una porzione le indicate condizioni non saranno 
soddisfatte altro che dopo di aver tolto con intorni arbitrariamente pìccoli un numero 
finito di punti eccezionali, allora per quella porzione potremo soltanto assicurare che 
si ha convergenza in uguale grado soltanto in generale, ec. 

131. £ come già abbiamo notato i processi di dimostrazione da noi seguiti ci 
permettono anche di dire che gli sviluppi da noi considerati, e in generale lo svilup- 
po Q), mentre potranno soddisfare alle condizioni che si sono trotate per la loro conver- 
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genza in ugnai grado in alcune porzioni (a|,ft,) delPintervalIo totale (a , b\ potranno 
non Talare e anche non ayere alcun significato nei punti fuori delle dette porzioni. 

131. Aggiungiamo che se nelle serie da noi considerate nel capitolo precedente, 
o in generale nella serie (1), la funzione f{x) che vi figura si prende uguale allo zero 
in un numero finito di porzioni ( ^i i &] ) , ( o^ , 6^) , . . delP intervallo (a , 6), la serie 
stessa (1) si ridurrà ad un altra: 

J ^^""^ ~GW + G.(^)~ ^ ^ + 2 7 A^) GW+ Gi(^) ^"^^ 

nella quale gli integrali che figurano nei varii termini sono uno o più integrali estesi alle 
varie parti che rimangono di (a,ò) quando si lasciano le porzioni (at,6|) , (a^ t^^)**; talché 
in sostanza essa non sarà altro che una serie (1), o la somma di un numero finito di 
queste serie, nelle quali gli integrali dei varii termini sono estesi soltanto a alcune por- 
zioni differenti dell' intervallo primitivo (a , 6) . E pei punti a diversi dai limiti degli 
integrali; questa nuova serie considerata nelle varie porzioni (a, , h^) , (ai i &t) • • ^ ^^^ 
gli integrali non sono estesi avrà per somma zero se la ^ (^, a,AJ corrispondente 
soddisfarà alle debite condizioni; e considerata nelle altre porzioni dell'intervallo (a,ò) 
pei punti a pei quali è soddisfatta una alm'^no delle condizioni del §. 39 avrà per 

.nn,nì. G («) /^ (« + 0) , 6.(a)/^(«-0) 

somma q^^ _j. ^^ ^q^ ^^^ qj -^ Q (a — 0) + G, (a-0) ' ®^" 

Questa serie inoltre considerata pei puuti a che cadono nelle porzioni degli 
intervalli {a^ , h^) , (a^ « &s) • • cui non sono estesi gli integrali, quando queste porzioni 
non terminino agli estremi a, , &| , a^ , ft^ , . . , e in certi casi anche se terminano a 
questi estremi, sarà convergente in ugual grado (verso lo zero) se per gli indicati 
valori di a la f> (^ , a , A,, ) soddisfarà in modo uniforme alle condizioni che si avevano 
nei paragrafi precedenti, e che ora si riducono a quelle generali del §. 23. e all'altra 

che l'integrale / ^^fi^h^ di sia numericamente inferiore a uno stesso numero finito; 

e così in particolare si può asserire che , le serie da noi considerate nel capitolo pre- 
, cedente quando negli intervalli, a cui sono estesi gli integrali che figurano nei singoli 
, termini, vengono lasciate alcune parti {a^ , 6,), (o^, ftt),.. , godono tutte della proprietà 
, di essere convergenti in ugual grado e avere per somma zero in ogni porzione 
, ( »< + S| , 6| — e'i ) , («4 + li , ii — 6 j). . . degli intervalli lasciati , quando questa 
, porzione non termini agli estremi «i , &f , cij , ft, , . . . degli intervalli medesimi: e in 
, certi casi queste porzioni possono anche farsi terminare a questi estremi j,. 
Così ad es. la serie: 




.00 r2 



f{x) dx+ --2à I f{^) cos n ( x—a )dx, 
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converge in ugual grado e ha per somma zero negli intervalli [ — tc , — r- — e ) , 
( 9 4" ^1 ) ^ ) se 6 e 6{ sono positivi e diversi da zero , ec. 

TU. Sulla Integrazione termina a termine delle varie serie preeedenti . — 

NnoTi sviluppi che così si ottengono. 

131. Indicati ora i casi principali in cui una qualunque delle serie che abbiamo 
dato per la rappresentazione analitica delle funzioni di una variabile reale in un certo 
intervallo (a , b) converge in ugual grado nelle porzioni di questo intervallo nelle 
quali la funzione stessa è finita e continua^ passiamo ad occuparci delle serie che 
vengono da queste applicando una integrazione definita ai loro termini o a questi 
termini moltiplicati per una funzione della x. 

Si prenda perciò in generale a considerare una serie: 

per la quale non porremo neppure la condizione che sia convergente, ma solo richie- 
deremo che la funzione f{x) che figura nei suoi termini sia atta alla integrazione fra 
a e 6 anche riducendola a quella /"^ (a?) dèi suoi valori assoluti, e la funzione ^(a ^2;,a?,AJ, 
considerata respettivamente come funzione di a o di rr, per ogni valore particolare 
di a? di a fra a e & goda delle solite proprietà generali; in modo anche che quando 
a' e b' sono numeri qualunque fra a e ò ( a e 6 al più esci. ) gli integrali 

f ^(a — X ^x ^hn)da^ I y(a — x ^x^hn) dx pei punti x e a che cadono nelP intemo 

dell'intervallo (a' , 6') abbiano per limiti Q(a?)+Gi(^) 6 H(a)-[-H|(a) , e presentino 
tutte le particolarità del §. 123, o almeno si trovi che le funzioni G(a?) -j- Gj(ar) , 
H(a?) -f- HfCx), oltre essere atte alla integrazione fra a e &, vengono discoste da zero, 
più di un certo numero e sono sempre uguali fra loro (come appunto accade nel caso 
degli sviluppi particolari considerati nel Capitolo precedente ) , o tutt' al più diflEeri- 

« 

scono una dall'altra per funzioni d'integrale nullo. 

Sarà facile vedere che ^ se e e a?Q sono due numeri compresi fra a e ft 
;, ( a e ft incl. ) , e (p(a;) è una funzione di x che fra e e a'g è finita e atta alla inte- 
, grazionO; la serie: 
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sarà convergente e rappresenterà l'integrale / f{x)^{{T)dx^ per modo che si avrà: 



t)fjim^v,=jjl.)i.£fl..^^^^^+ypy,,j\,f- 



y(a— T,x,>,) — y (g— J ,a -,*>-,) . ^ 



«(«) + G,(a) 



9 tutte le volte che siano soddisfatte le condizioni seguenti : 

„ \.^ che escludi con intervalli comunque piccoli i punti e e x^^ e esclusi 
« anche se occorre gli estremi a e 6 e un gruppo finito o infinito di punti di prima 
« specie fra a e 5 , in ogni porzione degli intervalli rimanenti fra a e 6 vi siano dei 

pò 
9 punti a pei quali V integrale / ^x) ^( a — x ^ x ^ Hq) a x al crescere indefinito di n 

^ e 
, converge in ugual grado verso n(a) '{^(a+O) -|- H,(a)4'(a-— 0) o verso lo stero secon- 
jf dochè questi valori di a sono compresi o nò fra e e Xq; dovendo inoltre, naturai* 
„ mente, questi punti a fra e e Xq essere di quelli nei quali ^(x) è continua o ha 
, soltanto discontinuità di prima specie. 

„ 2.^ che per gli altri valori di a, o almeno per quelli che cadono negli inter- 
9 valli già esclusi e in quelli altri intervalli coi quali col processo del §. 13. possono 
« intendersi esclusi i punti d' infinito di f{x) fra a e 6 quando vi sono , V int^rale 



* / ^x)f{a^x^ X ^ hH)dx resti sempre numericamente inferiore 

^0 



a un numero 



finito A 



S'indichino infatti con t| , i^ , . • , if , . . , i piccoli intervalli che col processo del 
§. 13. escludono i punti speciali di cui è parola nella prima condizione e quelli d'in- 
finito di f{x) fra a e 6 quando vi sono, e s'indichino con tJi , "1Q2 ,..,>)•,.. , gli iater- 
ralli rimanenti di (a , ò) » £ nel formare questi intervalli s' intenda, come appunto può 
sempre farsi ( §. 13. ), che «i , t^ ; . . , f« , . • , siano presi talmente piccoli che la somma 

degli integrali 1 f^{x) d x estesi a questi intervalli sia minore di quel numero Og che 



li / f^{x) d X 



più ci piace, e che potrà sempre ritenersi come indipendente da A; giacché dopo di 
aver formato una serie d' int^valli t| , i^ , . . , ai quali corrispondano i numeri A e 9| , 
si potrà sempre da essi estrarre dei nuovi intervalli pei quali il num*3ro A possa pren- 
dersi ancora lo stesso, e il numero a^ sia cangiato in un altro piccolo a piacere, e 
questi nuovi intervalli potranno prendersi invece dei precedenti. 

Si osservi poi che la somma dei primi n-f-l termini della serie (1) è data 
dall' integrale doppio : 
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e paò scrÌTerEd: 



ovyerò, con una i^rversione delle integrazioni: 

talché basterà studiare separatamente le due parti di cui questa somma è composta. 

Ora , se 2Gq è il limite inferiore dei valori assoluti di G{a.) + 6i(a), per la 
seconda delle condizioni che abbiamo postO| la prima di queste parti, qualunque sia n, 

A r Ao 

è numericamente inferiore a òttS / AW^^i ^ a 5^; e quindi, dipendentemente 

dalla piccolezza di a, ( che può ritenersi indipendente da A ) essa è piccola a piacere. 
Per la seconda parte poi, incominciamo dalP osservare che^ se a' è un numero 
positivo e diverso da zero ma comunque piccolo, in forza della prima condizione, in 
ogni porzione di ciascuno di qu^lU fra gli intervalli 7]« che cadono fra e e ^^ esiste- 
ranno infiniti punti a tali che, per ogni valore di n superiore a uno stesso numero 
finito m, si potrà scrivere: 

(4) / <Kx) ^((x—x ,x,K)dx^ H(a) <I>(o+0) + H,(a) <|.(a - 0)+o,=. 

Ve 

= [ H(a) + H,(a) ] ^a) + H(«) j t^a+O) - ^a) \ + H,(«) { <K«+0) - «K«) } + «8 , 

ove Oj è sempre numericamente inferiore a o'; e in ogni porzione degli intervalli 
rimanenti ir]« (quelli cioè che non cadono fra e e otq) esisteranno infiniti punti a tali 
che per n saperiore a m si potrà scrivere; 

e 

ove 0| è sempre numericamente inferiore a o' . 

Preso ora uno qualunque dei valori di n superiori al numero m qui indicato, si rap- 

1 po 

presenti eoBi|»H,a;ìl valore cornspondente d^ell^integrale ^ > , ^ > ^ / ^(«)f(a— ^,a?,*„)da?. 



•/fi. 



1» 

in un namero finitQ ii interralli |>arziali comunque piccoli S, , 8j , . . , S» ;, . . , 2, . 
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Allora, supponendo dapprima che if]« sia uno degli interralli compresi fra 
e e Xq, e indicando con /a , 0* i ^ttih numeri compresi fra i limiti inferiori e superiori 

di f{a) , ri/ V I n V \ 4'(*) » ®' 1^>« °®8^^ intervalli 8, , s' intende subito che quando 

p p 

questi intervalli siano presi sufficientemente piccoli, le somme V 8ib /k B* ^ ^ ^hfh^n^k 

r Hfaì I H fai 
differiranno respettivamente dagli integrali l /(a) ^ xTn \ 4^*) ^ * ' 

/ ri/ N / fi / \ / 4K^)?(« — a?,a:,A^)dx meno di quel numero che più ci piace pel 

quale 'potremo prendere ^^ ; , essendo g[ il numero ( certamente finito ) 'degli inter- 

valli >]« che cadono fra e e x^. 

D* altra parte prendendo per le fJ^mA negli intervalli 8* il valore di 4^Nfa che 
corrisponde a uno dei valori di a pei quali si ha la (4), e per Oj^ il valore corrispon- 

Hfacì I H (olS 
dente di 5rTT"75^4^(*) » ® indicando con f,^\ il valore assoluto di /*, con /o, e Hq 

i limiti superiori dei valori di f{x)j H(a?) e H|(a?) nelP intervallo •>]«, e con D* l'oscil- 
lazione di i^x) neir intervallo 8», si vede subito che le due somme precedenti vengono 

p Ti f P 

a differire l'una dall'altra meno di o'2^*/^ii* + "a 2'*^*' ® quindi per p abba- 

T ^0 T 

stanza grande la loro differenza finisce per non superare la ^quantità o' / f^{a)da; 

/* Hfaì4-H (a) 
dunque evidentemente, osservando anche che l'integrale / f{a) ^ \T(±f ¥fl) ^ * ^on 

differisce dall'altro / f(a)^a)da, perchè la differenza [H(a) + H,(a)]— [G(a) + G,(«)] 

è una funzione d'integrale nullo, si trora intanto che gli integrali / f{a)^ct)da, 

I /!/ \ i fxr \ I 4*(^)9(* — x^x^h^)dx pei valori di n superiori ad m differiranno 

fra loro meno di— -f-a' / fi{pL)da; e le somme dei primi di questi integrali differi- 

ranno dalle sonune corrispondenti dei secondi meno di o'-f^^ ^ / A(^)^^« 

Se poi 7]« è uno degli intervalli y]!,*!]!, • • che non cadono fra e e x^, e che supporremo 



i 
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in numero di 9 1, si osserverà dapprima che la somma V Sa /* <I)n) a differirà dalP integrale 

1 



•/TD- 



( \\n ( \ I ^^"^ ^** — ^ ì^ ìK)^^ meno di — quando gli intervalli S| , 8| , . . , 8p 



siano presi abbastanza piccoli. Si aggiunge che^ preso per ^n^k negli intervalli 8ik il 
valore di ^^^a che corrisponde a uno dei punti a pei quali si ha la (5), si riscontra 

immediatamente che la somma V Sa /a^hi* nona numericamente superiore a 1 fi{oL)da; 

dunque gli attuali integrali / nr \ \ n r \ I 4*(^) ?(«— ^ , ^ 1 A«) rf a? pei valori di n 

•Aj, W + ^iW^c 

superiori ad m vengono numericamente inferiori a h ci / fM eJ a e le loro 



somme 



in conseguenza sono inferiori in valore assoluto a «s'-f-^'S / A(^)^tt; ^ questo ci permette 






ora di dire che la somma di tutti gli integrali / ri/ \ 1 n \ ^ I 4K^)ìP(* — ^,^,AJda;, 
e quindi anche tutta la espressione (3) per n superiore a un certo numero m è pros- 
sima quanto si vuole alla somn^a ]^ / fia)^a)da, estesa agli intervalli 7]« che cadono 

fra e e rr^, e in conseguenza anche air integrale / A^) ^(^) c^^; talché il teorema 

Jc 

enunciato sopra resta ora completamente dimostrato. 

132. Aggiungiamo che se la condizione prima sussiste per ogni punto a fra 

a e &, tranne tutt^ al più negli intorni di e e a;^ e di un gruppo di punti finito 

infinito ma di prima specie, nel senso cioè che, esclusi coi soliti processi questi punti, 

si trova che pei valori di a che cadono in tutti gli intervalli rimanenti l'integrale 

^x) y( a — X ^ X ^hn)dx converge sempre e in ugual grado verso H(a) ^{ol + 0) + 


*+ H|(a)'<pj(a4-0) , verso zero secondochè a è fra e e ^r^, o è fuori di questi limiti, 

allora non vi à bisogno di porre la condizione seconda pei punti a che cadono 

negli intervalli che racchiudono i punti d' infinito di f[x) quando vi sono , poiché 

questa condizione viene conseguenza delle altre; e la dimostrazione del teorema si fa 

in modo molto più semplice. » 

In questo caso infatti presi per gli integrali tf quelli «soltanto che escludono i 

punti suindicati, si vede come precedentemente che la prima parte della espressione (3) 

viene piccola a piacere. Per la seconda parte poi, si osserva che le formole (4) e (5) 



Jù 
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sussistono per ogni punto dei respettivi intervalli 7]« che si considerano, e quindi la 

stessa seconda parte differisce meno di ^^ 1 f^{x) d x dall' integrale / f{x) ^x) d x 

esteso all' intervallo >]« che è fra e e ^q , e questo permette ancora di dire che la 

pò 
espressione (8) ha per liknite V integrale / f[x) ^x) dx . . 

Si in questo caso poi che nel caso considerato nel paragrafo precedente , ai 

pò 
può notare che se vi sono degli intervalli t« pei quali l'integrale / ^{x)f{oL — x^x^h^dx 

Je 
non è sempre numericamente inferiore ad À o si è incerti, il teorema dimostrato sussisterà 

r pò 

ancora quando si sappia che la somma degli integrali / f[oL)da 1 ^(xyf{a — x ,x ^hn)dx 

estesa a questi intervalli è inferiore in valore assoluto a quel numero che più ci piace. 
133. I risultati precedenti li abbiamo limitati al caso in cui la funzione mol- 
tiplicatrice ^{x) sia sempre finita fra a e 6 , o almeno fra i limiti e e x della integra- 
zione relativa ad or, perchè, ove questo non fosse, quand' anche si escludessero con 
piccoli intervalli i punti d'infinito di <|>(x), sarebbe impossìbile di soddisfare alle con- 
dizioni 1.' e 2.* del § 131. pei valori di a in questi intervalli. Però se ^x) fra e e Xq 
diviene infinita in un gruppo finito o infinito di panti di prima specie, restando atta 
alla integrazione anche ridotta ai suoi valori assoluti, e se yalendosi dei risultati prece- 
denti o in altro modo è stato dimostrato che la formola (2) è applicabile a tutte le 
porzioni di {c^x^) nelle quali ^{x) è finita, allora questa formola continuerà a sussistere 
anche per l' intiero intervallo {e ^ x^) quando, oltre ad ammettere, come è naturale, 
che il prodotto f(x) *^x) sia atto all' integrazione in questo intervallo , si ammette 
anche che, esclusi col processo del §. 13, mediante piccoli intervalli i punti d'infinito 

di ^{x)y la funzione f{x) da cui si parte sia tale che l'integrale / A'*)^7~tx7JT1^*' 

almeno pei valori di x che cadono negli intervalli che racchiudono i punti d'infinito, 
sia sempre numericamente inferiore a un numero finito B. 

Supponiamo infatti che t| , ^i , • . , t« , . . siano ora gli intervalli che escludono i 
punti d' infinito di f^{x) fra e e ar^ , e siano "JIm >)i ,..,•»].»,. . gli intervalli rimanenti; 
e ammettiamo, come appunto potrà sempre farsi ( §. 13.}, che questi intervalli siano* 



stati 



inter- 



i presi in modo che le somme 2 / '^x)dx^ 2 / f\x)^{x)dx ^ estese agli i 

valli it non superino in valore assoluto un numero dato a piacere o . 

La formola (4) sussisterà sempre quando in essa per e e .t« si prendano gli 
estremi degli mtervalli y], ; quindi evidentemente la somma dei primi n+t termini della 
serie (3) si potrà scomporre in due parti 1' una delle quali sarà la somma degli iute- 
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¥s^)dx I i^Lj^}——^^-!LLdx estesi agli intervalli /,, e l'altra avrà per 



limite per n=oo la somma degli integrali / f^x) ^(.r) dx . 

Ora la prima di queste parti sarà inferiore a B 2 / 4>i(^) d a? , ovvero a B o , 

e quindi può sapporsi piccola a piacere, perchè per B può prendersi un numero indi- 
pendente da a . La seconda parte poi per n superiore a un certo numero finito m 

difi'erirà tanto poco quanto si vuole dalla somma degli integrali / f{x)^{x)dx ^ 



quindi anche cjall' integrale / f{x) <|> (.e) d x , che differisce da questa somma meno 

di o; dunque la serie (2) avrà ancora per somma V integrale / f(x) ^{x) d a? , e la for- 

Jc 
mola (3) continuerà ancora a sussistere. 

Notiamo però che quando si debbano applicare i risultati qui ottenuti converrà 
che f{x) e f^{x) non divengano infinite insieme perchè altrimenti le condizioni poste 
non potrebbero trovarsi verificate. Quando poi f{x) e ^{x) non divengono infinite insie- 
me, è inutile porre la condizione che il pr*'dolto f(xì^{x) sia atto all'integrazione 
fra e e Xq perchè questo è conseguenza della condizione d' integrabilità che si ha 
per le funzioni dei valori assoluti di f{x) e di ^{x), 

134. Aggiungiamo che il processo ora seguito serve anche evidentemente a 
mostrare più in generale che « se il prodotto f{x)f^{x) è atto all'integrazione in tutto 
ji un intervallo (o , Xq\ e in qualche modo è stato trovato che la formola (4) è appli- 
cabile a tutte quelle porzioni {c\x'q) di (c,a?y) che non comprendono punti di 
un gruppo speciale finito o infinito G di prima specie, allora la formola stessa sarà 

almeno pei valori di x che cadono negli intervalli coi quali possono escludersi al 
solito modo i punti del gruppo G, sia sempre numericamente inferiore a un numero 

,« finito e al tempo stesso si riscontri che in questi intervalli la funzione ^(x) resta 

V atta alla integrazione anche ridotta ai suoi valori assoluti „ . 

Questa osservazione evidentemente torna utile anche pel caso in cui la funzione 

tf{ a — X , a: , Art ) considerata come funzione di x mentre a ha un valore qualsiasi fra 

a e b presenti fra a e b delle singolarità in un gruppo finito o infinito di punti di 

prima specie per modo che gli integrali / ^(a — x ^x ^h„) dx | debbano considerarsi 

soltanto per valori di a e b' che non comprendono punti singolari, come appunto 
Scienze Cosmolog, T. XVIL ^'^ 
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occorre di fare nel caso degli sviluppi di funzioni P^ o di Bessel pei quali la funzione 
tf{ a — X , a: , ft„ ) può crescere indefinitamente con n per a;=0 . 

135. Negli studi precedenti, avendo voluto porre il minor numero possibile di 
condizioni rispetto alla funzione da cui si parte /(^^), ne abbiamo dovuto ammettere 
varie rispetto alla funzione moltiplicatrice ^{x) . 

Se invece non escludiamo che per f{c) possano esservi altre condizioni, e per 
^(x) ci limitiamo ad ammettere che essa sia atta alla integrazione fra e e Xq insieme 
alla funzione ^i{x) dei suoi valori assoluti ^ allora possono darsi altri casi di validità 
della formola (3); poiché è facile vedere che , questa formola (3) sussisterà sempre 
^ quando la funzione data fx) sia finita e atta alla integrazione fra a e & e soddisfi 
n alle condizioni seguenti : 

!.• , che esclusi con intervalli comunque piccoli, quando occorre, i punti 
^ e e Xq e un gruppo finito o infinito di punti di prima specie fm e e Xq^ 
„ in ogni porzione degli intervalli rimanenti fra e e Xq si trovi che fra i 
, punti X nei quali f{x) , G{x) e GiCr) sono continue o hanno soltanto discontinuità 
9 ordinarie ve ne sono alcuni x pei quali al crescere indefinito di n V integrale 

Ah), . , , G(.r)7(.r+0) .^ Q,{m^-0) 

-r- a a converge m egual grado verso , ^. . \r{ r~^-r;r'T' r^f \^ 'ii^n — tt 
) 6 b e 6(j.^0)-hG,(x+0j G(j:-0)+G,(x-0) 

2.** ;, che per gli altri punti j: fra e e x^ o almeno per quelli che cadono 
negli intervalli che racchiudono i punti d' infinito di ^{x) fra e e J*o e per quelli 



C^ f{a)^{fx-x,xji 
Ja G(a) + G,(a 



sempre 



1 afa X x h^ 

„ che cadono negli intervalli esclusi, l'integrale f /*(«)— X/ . ^^ ^\ " daresti 

Ja G(a) + 64(a) 

„ numericamente inferiore a un numero finito B , . 

Con queste ipotesi infatti se i^ , »i , . . , t, , . . sono gli intervalli fra e a x^ che 
escludono i punti di cui è parola nella prima condizione e quelli d' infinito di ^J^ ( j) 
quando vi siano, e ttJì ,tJj ,. . , tji ,.. sono gli intervalli rimanenti fra ce a:©, la somma 
dei primi n-f 1 termini della serie (2) potrà scriversi 

e per la seconda condizione la prima parte di questa somma sarà sempre numericamente 
inferiore a B 2 / ^i(^) dx, e quindi essa sarà arbitrariamente piccola se gli inter- 

valli Tjf sono presi sufficientemente piccoli . 

Per la seconda parte poi, con un processo del tutto simile a quello col quale 
si studiò la seconda parte della espressione (5) si vedrà che per n superiore a un certo 

numero m essa è prossima quanto si vuole all'integrale / f{o)^{^)dx^ talché il teo- 
rema può dirsi ora completamente dimostrato. 
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Se poi f{x) diventa infinita fra a e 6 allora escludendo coi soliti intervalli i 
suoi punti d'infinito, e facendo ragionamenti analoghi a quelli del paragrafo prece- 
dente si trova che alle condizioni poste sopra conviene aggiungere V altra che pei 

valori di a che cadono negli intervalli esclusi l' integrale / ^{x) ^(a — x , x , hf)d x resti 

sempre numericaraente inferiore a un numero finito B; talché per l'applicazione del 
teorema gioverà allora ammettere che f{x) e ^{x) non divengano infinite insieme. 

136. Secondo quanto abbiamo dimostrato, la formola (3) sussisterà per tutti 
quei valori di e e ìTo fra a e 6 ( a e 6 incl. ) pei quali nell' intervallo ( e , ^q ) sono 
soddisfatte le condizioni che via via abbiamo poste. Se dunque queste condizioni 
sono soddisfatte qualunque siano questi valori di e e di x^ fra a^ e h^ («;^«i<C^i::^^) 
la formola: 



)— y(a-..r,a:,A^ ^ ^ 



ove e è un numero qualunque fra a, e ò, ( a^ e t| incl. ) sussister* per tutti i valori 
di X fra a^ e b^ ( a^ e è^ incl.), e la serie del secondo membro servirà a rappresentare 

XX 
f{x) i^{x) d X fra a^ e b^ { gli estr. a^ e b^ incl. ). 

Riassumendo dunque, e limitandoci a uno dei casi particolari più notevoli, noi 
possiamo ora affermare che » se le funzioni f{x) e ^{x) non divengono infinite insieme e 
„ sono atte alla integrazione fra a e 6 insieme alle funzioni f^{r) , ^^{x) dei loro valori 
„ assoluti , la formola : 

(^)jm^ix)dx=j^ ^^x)dxj^ __^_^_^^^__da+ 5 j^ *(-)^- j/-) GW + G^S) '^ 

„ ove e è un numero qualunque fra a e 6 (a e 6 incl.) sussisterà per ogni valore di x 
„ neir intervallo (a, 6) (gli estremi incl.), e quindi in questo intervallo la serie 
, del secondo membro servirà anche alla rappresentazione analitica della funzione 

I f{^) ^i'^) ^ ^ 1 *^^*^® 1*5 ^ol*'® che siano soddisfatte le condizioni seguenti : 



9 

c 



la' „ che, esclusi con intervalli comunque piccoli i punti a e 6 e quelli 
d'infinito di f^v) se vi sono, e anche, se occorre, un gruppo finito o infinito di punti 
di prima specie, si trovi che in ogni porzione degli intervalli rimasti fra a e 6 nei 
quali ^(x) è continua o ha soltanto discontinuità ordinarie vi sono dei punti a 

rb' 

tali che per essi l'integrale / ^x)f{a — x^x^hnjdx esteso ad una porzione qualsiasi 



•^a 
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« (a, 6') di (a,J) al crescere indefinito di n converge verso H(a)'Xa+0)-4'H,(a)4j(a— 0) 
„ o verso zero secondochè questi valori a sono interni o esterni alla porzione stessa 
r, {a\b' ); e la convergenza ha luogo anche in modo uniforme per tutti quelli fì-a 
„ questi punti a che ( se a' e b' non sono già punti esclusi ) soao distanti da a e b' 
« più di un numero dato comunque piccolo e* 

2o* , che per ogni valore di a fra a e 6 che non cada nei soliti piccoli 
, intervalli coi quali sono esclusi i punti d' infinito di ^ x) quando vi sono, o almeno 
„ per quelli che cadono negli altri intervalli esclusi e negli intorni di a e &' , e per 
„ quelli che cadono negli intervalli che fossero necessari a escludere i punti d'infinito 

rb' 

, di f{x) quando vi sono, l'integrale 1 ^(^)tP(« — x^x^hn)dx resti sempre numerìca- 

Ja 

„ mente inferiore a un numero finito A; mentre quando vi siano effettivamente fra 

„ a e 6 dei punti d' infinito di ^{x) bisognerà anche verificare che pei valori di x 

» contenuti negli intervalli che escludono quei punti l'integrale / /l(a)f(a — r,a?,A^)ffa 

M resti sempre numericamente inferiore a un numero finito , . 

S'intende che le varie porzioni (a , 6') di (a, 6) che qui debbono considerarsi 
possono anche farsi incominciare tutte da uno stesso punto di (a , 6). 

137. Appoggiandosi poi sui risultati del paragrafo precedente si può anche 
affermare che invece delle due condizioni ora enunciate basterà che siano soddisfatte 
le seguenti: 

Ifc* ;, che esclusi con intervalli comunque piccoli i punti a e b e quelli d'in- 
„ finito di f{x) se vi sono , e anche se occorre un gruppo finito o infinito di punti 
, di prima specie fra a e 6, si trovi che in ogni porzioue degli intervalli rimanenti, 
„ fra i punti x nei quali f[x) è continua o ha soltanto discontinuità di prima specie, 

Xb ^f^ ^ x h) 
A^) nr ^ /n l v" ^^ ^^ crescere indefinito 

. , , G W /i:« 4 0) . G,(a)/(a-0) 

„ di n converge m ugual grado verso ^ A(\\\ar iIan ' 



G(a+0)4-Gi(a+0) ' G(a— 0) + G^(a— 0)' 
26* , che per gli altri punti x fra a e 6 che non cadono negli intervalli che 
„ racchiudono i punti d'infinito di f{x) quando vi sono, o almeno pei punti x che 
^ cadono negli altri intervalli esclusi, e in quelli che fossero necessari per escludere 

A^) rtr X ! Vi / v" ^Q^ resti sem- 
a G(a)+G^(a) 

pre numericamente inferiore a un numero finito B; mentre pei valori di a che cadono 
negli intervalli coi quali si escludono i punti d* infinito di f{x) quando vi sono, 

rb' 

n occorrerà verificare invece che l'integrale / Mx)(p{a — x ^x ^h„)dx esteso a una por- 

« zione qualsiasi {a , b') di (a , i) è sempre numericamente inferiore a un numero 
, finito « . 



L 
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138. Aggiungiamo che dalle dimostrazioni fatte apparisce anche che quando si 
verificano queste ultime condizioni Ib* e 26* se f(x) sarà sempre finita fra a e 6, 
allora la serie del secondo membro della formola (8) oltre a rappresentare l'integrale 

'X 

f{z) ^{x) d X sarà anche convergente in ugual grado per tutti i punti x fra a e 6 
e 

{a e b incl.). — Lo stesso accade se f{x) diviene infinita fra a e 6 purché allora 

l'integrale / ^{x) y (a — x , a: , A„) d x pei valori di a che cadono negli intervalli che 

escludono i punti d' infinito di f{x) sia sempre numericamente inferiore a un numero 
finito che resta lo stesso anche al variare della porzione {a' , b') di (a , ò) . 

Se poi si verificano invece le condizioni IH e 2* allora la serie del secondo 
membro della (8) sarà ancora convergente in ugual grado fra a e & quando le con- 
dizioni medesime si verificano in modo uniforme anche rispetto alle varie porzioni 
{a , b') dell' intervallo (a , 6), nel senso cioè che, pei valori di a pei quali l' integrale 

rb- 

I ^WlpC» — ^^jT, hn)dx deve convergere verso il limite zero o verso H(a)^((x+0) + 

+H^(a) ^(a — 0), la convergenza sia tale che per ogni numero o esista un numero m dotato 
della proprietà che quando n^m e a non è accosto a a' o V più di s V integrale 
stesso sia sempre vicino al suo limite più di a qualunque sia la porzione {a , V) che 
si considera di (a , 6); e al tempo stesso il numero di cui deve essere minore il me- 
desimo integrale per gli altri valori di a possa prendersi sempre lo stesso qualunque 
sia la detta porzione {a , V). 

139. Aggiungiamo che se si chiama per es. i il limite superiore delP integrale 
relativo ad x nella (8), potremo ammettere che ^{x) dipenda anche da €; e se pei 
valori di £ in tutta o parte di (a , b) saranno soddisfatte le condizioni generali trovate 
nei paragrafi precedenti, allora la formola : 



+?i +(- , €) d xj^ m G(a) + G.(«) ^ » 

sussisterà per tutti questi valori di €, e la serie del secondo membro potrà servire alla 

rappresentazione analitica della funzione / f{x)^{x ^^dx di i. 

140. Rispetto poi a tutti i teoremi che ora abbiamo dato, è utile l'osservare che 
quando per tutti o per alcuni degli intervalli via vìa esclusi relativi ad a o a a? gli 



fx ri 

i / ii{x)ff{(i-x,x,h^)dx, l j 
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numericamente inferiori ai numeri finiti A e B crescano indefinitamente con n o si sia 
incerti, ma però si sappia che la somma degli integrali dei prodotti 

f{a) dal ^x) 9(a— x , a? , A J d a; , ^{x) dx 1 /(a) f (a — x , ir , A») eia estesi ai medesimi 

intervalli esclusi i\ rispetto ad a o ad a; col prendere questi intervalli abbastanza pic- 
coli è numericamente inferiore a quel numero che più ci piace a, mentre per gli inter- 
valli restanti sono soddisfatte le altre condizioni, allora aggiungendo questi intervalli }"• 
a quelli indicati con t, nelle dimostrazioni precedenti, e poi ripetendo queste dimo- 
strazioni medesime, si giungerà a provare che i toeremi enunciati continuano ancora a 
sussistere. — Ciò del resto fu già notato pel caso del primo teorema in fine del §. 132. 

141. I risultati precedenti danno luogo a molte conseguenze notevoli quando si 
scende a particolarizzare la natura degli sviluppi e le funzioni f(x) e ^x). 

Ammettiamo infatti dapprima che la funzione ^(a — ^^iX)^h^ tanto considerata 

come funzione di x per ogni valore speciale di a fra a e 6, quanto considerata come 

funzione di a per ogni valore speciale di x pure fra o e 6, soddisfi ancora alle condizioni 

generali che si posero al principio del §. 131, inclusa fra queste la condizione che se 

a e b' sono numeri qualunque fra a e A, escludendo con intornÌMJomunque piccoli i punti 

a e ^, e a' e 6' e anche se occorre altri punti in numero finito o costituenti un gruppo 

di prima specie, si trovi che per a compreso negli intervalli rimanenti V integrale 

h' 

cp(a — x , a? , A„) d X al crescere indefinito di n converge in ugual grado verso 
a' 

H(a) -{- B[,(a) o verso zero secondochè a è compreso o nò fra a e V ; mentre poi 
qualunque siano a' e 6' e qualunque sia a fra a e 6 (a e 6 ora incl.) questo integrale 
considerato per qualunque valore di n sia sempre inferiore a uno stesso numero finito. 
Allora evidentemente, supponendo dapprima nei teoremi precedenti ^x) = 1, e 
per f{x) prendendo una funzione qualunque che anche se diviene infinita fra a e 6 è 
atta alla integrazione insieme alla funzione fx{x) dei suoi valori assoluti, le condi- 
zioni 1.* e 2.* del teorema del §. 136. saranno soddisfatte, e quindi si avrà la formola; 



L 



per tutti i valori di a e a; fra a e 6 (a e ò incl.); talché in particolare può dirsi che 
, quando ^{x — a,a,An), soddisfa alle condizioni dette sopra, e f{x) è atta alla integra- 
„ zione fra a e 6 insieme alla funzione f\{x) dei suoi valori assoluti, alle serie : 

yf che servono alla rappresentazione delle funzioni f{x) fra a e 6 è sempre applicabile 
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y, la integrazione definita termine a termine fra due numeri qualunque e eà x compresi 
„ fra a e 6 (a e 6 ine); e quand^ anche queste ultime serie non siano convergenti e 
, non rappresentino la funzione f{x) , le serie degli integrali rappresenteranno sempre 

Jrx 
f f{x)dx della funzione f{x) che in esse figura ,. 
e 

142. Se poi non può assicurarsi che la funzione ^[a^a; , a? , A^) considerata 
come funzione di a soddisfi alle condizioni suindicate altro che dopo di avere escluso 
fra a e 6 un gruppo di punti finito o infinito ma di prima specie , e quando a' e V 
cadano in intervalli % che non comprendono alcuno di questi punti; ma però si sappia 

che pei valori di a e V in questi intervalli * l'integrale / fC a — a?, a;, A^)dx , anche 

considerato pei valori di a che cadono negli intorni coi quali possono escludersi i 
punti singolari, è sempre inferiore a un numero finito A, o almeno la somma degli 

integrali dei prodotti /(a) dai ^(a— ar , ar , A„) rf a? estesi a questi intorni è piccola 

quanto si vuole, allora per quanto si disse nei §§. 131 e 140 il teorema precedente 
continuerà ancora a sussistere quando i numeri e ed a; vengano presi in intervalli che 
non comprendono i punti singolari, e potrà talvolta estendersi anche agli altri valori 
di e e di a? per mezzo delle considerazioni del §. 135. 

143. In particolare dunque osservando che la funzione f(a — T,a?,An) che si ha 
pel caso degli sviluppi di Fourier soddisfa a tutte le condizioni del §. 141^ si conclude 
di qui che , quando f{x) è atta alla integrazione fra — t: e t: insieme alla funzione 
i> /i(a?) dei suoi valori assoluti, alle serie di Fourier: 

— / f{n)da'\ — 5 / /(a)co8n(a;— a)da, o -^a^ + 5 (a^ cos n x+òn sen n x\ 



1 r^ 1 /ir 

an^=— I f{x) cos n x d a; , 6^ = — I flx) sennxdx^ 

è sempre applicabile la integrazione definita termine a termine fra due numeri 
qualunque presi fra — it e ic (± ic incl. ), e la serie integrale; 

1 °° 1 

-s-aoCa?— c) + 2 — { a„(8enna7 — Senne) — 6„(cosna?—cosnc) | , 



1 
, o: 

00 



1 1 xA-c iP-J-c 

-2 Oo(x— c) + 2 2- { a„co8W --^ + 6H8enn-^ j senn 
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« ove a„ e b^ hanno i valori precedenti, rappresenta Pintegrale / f{x) d x per tutti i 

Jc 

« valori di e e di rr fra — n e tc ( ± tc incl.) ancbe se la serie di Fourier scritta sopra 

« non rappresenta f[a) per tutti i valori di x fra — n e n e anche se non è sempre 

« convergente « . 

Invece, siccome le funzioni (p{a — x , a; , An) che si hanno per le altre serie tri- 

1 ^ 

gonometriche ■« c'o + 5 (^m cos X„ a? + K sen X„ x) del Capitolo precedente , e per le 

serie di funzioni Py o di funzioni di Bessel v dello stesso capitolo possono presentare 
delle eccezioni le prime pei valori di a che cadono negli intomi degli estremi degli 

intervalli corrispondenti ( — «,ic), ( — — , — J, e le altre pei valori di a che cadono 

neir intomo dell' estremo inferiore dell' intervallo pur corrispondente (0 , 1), non si può 
assicurare che per queste funzioni ff{ a — x . a: , A„ ) siano soddisfatte le condizioni del 
§. 141. Però è certo che in questi casi saranno sempre soddisfatte le condizioni del 
paragrafo precedente quando a e 6' siano diverj<i da quelli estremi negli intorni dei 
quali possono aversi le eccezioni, e purché nel caso delle serie di funzioni P^ o ly le fun- 
zioni f{x) X ^ f{x)x ^ ove p è il maggiore dei due nnmeri v e g siano atte 
alla integrazione fra e 1 anche ai valori assoluti; talché evidentemente si può asserire che 
^ alle serie g- a^-j- 1 (a^ cos X„ x-\-b„ sen X^ x) e alle altre di funzioni Pv o I^ considerate 

, nel capitolo precedente è sempre applicabile l'integrazione definita termine a termine 
n in ogni porzione (e, a:) degli intervalli corrispondenti che non termini ai punti 

« estremi nb ?c o + ~ nel caso delle prime e al punto nel caso delle seconde^ tutte 

« le volte che per le prime serie la funzione corrispondente f{x)^ e per le altre le 

9 funzioni f{x) x ^ , f[x) x * ove p è il maggiore dei due numeri -g « v 

9 siano atte alla integrazione anche ridotte ai loro valori assoluti. E con queste sole 
n condizioni rispetto a f[x) le serie degli integrali rappresenteranno l' integrale corri- 

„ spondente / f{x)dx^ anche se la serie primitiva non rappresenta sempre f[x) e anche 

„ se non é sempre convergente „. 

Nel caso infine delle serie di funzioni di Legendre Xm, si osserverà che la fun- 
zione f{oL^x , X ^h^) corrispondente , essendo simmetrica rispetto ad a e x, soddisfa 
alle condizioni generali del §. 131, e di più coi processi del §. si riscontrerà subito 
anche che pei valori di a che non cadono in intorni comunque piccoli dei punti estre- 



mi ±1 e a', 6' e dei punti simmetrici a e — b\ l'integrale 1 y(a — x^x ^htt) dx sX 
crescere indefinito di n converge in egual grado verso il suo limite, e per gli altri 



j I «p(a— a:,a?, 
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▼alori di a è sempre numerieamente inferiore a un numero finito; talché, trovando così 
soddisfatte tutte le condizioni del §. 141. si concluderà immediatamente che: . alle 

00 

, serie di funzioni di Legendre ]S A^ X^ ove : 





J}{' 



9 è applicabile la integrazione definita termine a termine in una porzione qualunque 
, (•, a?) dell'intervallo ( — 1,1), quando f{x) è atta all'integrazione in questo inter- 
„ vallo insieme alla funzione fi{x) dei suoi valori assoluti ; e in questi casi la serie 

00 rx rx 

« integrale \ ^n\ ^dx rappresenta l'integrale / f{x)dx anche se la* serie primitiva 

00 

9 ^ A^Xn non rappresenta sempre f{x\ e anche se non è sempre convergente „. 


144. Conserviamo ora le ipotesi del §. 141. o quella del §. 142. sulla fun- 
zione ^a — X , X , /i^), aggiungendovi anche l'altra che, almeno finché x è discosto da a 
piti di e, e finche i o x non cadono in intorni dei punti estremi o di altri punti 
singolari costituenti un gruppo finito o infinito ma di prima specie, questa funzione 
f(a — X , a; , ftii) sia sempre numericamente inferiore a uno stesso numero finito; e senza 
pih supporre, come negli ultimi paragrafi, (|>(.r)=l , ma pur limitandoci sempre a un 
caso particolare, ammettiamo senz'altro che ^(x) sia sempre finita e continua fra a e 6 
e in questo intervallo abbia soltanto un numero finito di oscillazioni. 

Allora, piesi comunque i valori di a' e 6' fra a e 6 (a e b incl.)» o presili nel 
modo indicato nel §. 142., secondochè sono soddisfatte le coudizioni del § 141. o sol- 
tanto quelle del §. 142. basta valersi dei teoremi generali del Gap. III. o applicare 

■ 

direttamente un numero finito di volte la formola (3) del §. 9. per riconoscere subito 
che per ogni valore di a che cada nelle porzioni che restano di (a , b) dopo esclusi i 

punti di cui è parola negli stessi §§. 141 o 142, l'integrale / ^x)ff(a — x ^x ^hn)dx 

Jq! 

convergerà in ugual grado verso il suo lin^ite^ e per gli altri valori di a sarà sempre 
inferiore in valore assoluto a un numero finito; dunque se e e £ sono presi negli in- 
tervalli nei quali possono prendersi a e V si avrà la formola: 

e se anche f{x) fr^ a e b sarà finita e continua e farà soltanto un numero finito di 
oscillazioni, si avrà anche l'altra: 

Seùmzé Coimohg. T. XV il 28 
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fi-'^-'^I"-'-^X^->oilggHiH^-'- ''t!?^r-'^ 



e quindi sarà anche : 



per tutti i suindicati valori di e e £ . 

Ricordando poi quanto si disse al §. 133, si può anche notare che se ^x) 
diverrà infinita in un gruppo finito o infinito di punti di prima specie negli intervalli 
nei quali possono prendersi i numeri a e b\ restando però sempre atta alla integrazione 
anche quando si riduce alla funzione dei suoi valori assoluti , e negli intervalli in cui 
è finita sarà continua e farà soltanto un numero finito di oscillazioni, allora le formole 
precedenti sussisteranno anche per valori di e e di £ che comprendano tutti o alcuni 
di questi punti d* infinito di t|^^), tutte le volte che pei valori di x negli intomi dei 

medesimi punti l'integrale / /(a)^a — x,d?,AJ(la resti sempre numericamente inferìpre 



a un numero finito, come avviene sempre evidentemente quando f{x) e ^x) non diven- 
gono infinite insieme. 

145. La formola trovata nella quale la funzione ^{x) in ordine a quanto si disse 
al §. 139, può anche dipendere dal limite superiore i dell* integrale corrispondente, 
conduce a nuovi sviluppi delle funzioni date arbitrariamente fra a e b; e questi sviluppi 
variano naturalmente al vaiiare della funzione ^a~x, ;?,&»)• 

S* intende subito infatti che prese le funzioni f{x) e ^(x) in modo che , oltre a 

soddisfare alle condizioni poste sopra, si abbia anche / f{x) ^x'dx=if^iy-p{c)^ ove p{i) 
è data arbitrariamente, si avrà la formola: 



+\(mi'\ m '^''~'''ù}r.%''''^-''' d . . 



i|',«„«pfc-^^ 



per tutti i valori ài e ^ i presi negli intervalli nei quali possono prendersi i numeri 
a' e b'\ e questa formola servirà evidentemente a darci una rappresentazione analitica 
di ogni funzione p(C) per la quale possono soddisfarsi le condizioni poste sopra. 
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Cosi ad es. se p(x) è una funzione la cui derivata pXx) è atta alla integrazione 
fra a e b insieme alla funzione dei suoi valori assoluti, presa comunque la funzione ^{x) 
purché finita, continua e con un numero finito d^ oscillazioni fra a e ò , e tale che il 

rapporto jy— sia anch' esso atto alla integrazione fra a e ò insieme alla funzione dei 

suoi valori assoluti, si avrà la formola: 



+ 






che si ottiene dalla precedente cambiandovi /(a) in tt^; ^ questa formola varrà pei 

soliti valori di e; e C, e servirà a darci una espressione analitica di p(£) per questi 
valori di e e £ qualunque sia la funzione che sarà presa per ^x), purché restino sod- 
disfatte le varie condizioni testé indicate. 

Lo stesso poi avverrà anche se i^x) diviene infinita in un gruppo finito o 
infinito di punti di prima specie fra a e 6, ma resta atta alla integrazione anche ridotta 
ai valori assoluti, e negli intervalli in cui é finita é anche continua e fa un numero 

finito di oscillazioni, purché allora si riscontri anche che pei valori di x negli intorni 

Jrh 
] 7-7-; /1 / V \ rs\ N ^°t é sempre numericamente 
^ (|)(a) G(a) + G,(a) 

inferiore a un numero finito. 

146. Co^i iu particolare supponendo che p'(-0 fra a e 6 sia sempre finita fra 
a e 6, o tutt*a1 più divenga infinita in un gruppo di punti di prima specie restando 
però atta alla integrazione insieme alla funzione dei suoi valori assoluti, e supponendo 
inoltre che negli intervalli in cui é finita essa abbia soltanto un numero finito di 
oscillazioni, basterà prendere nella formola precedente i)(^)»>pX^) per ottenere sabito 
la formola notevole : 



(a) 






)— (p(a-a?,a;,A»_0 ^ 



) + G.(«) 

che varrà pei soliti valori di e e di £. 

Preso invece Ux) = ^4-7 1 nella ipotesi che la funzione ^-^ anche se diviene 

^ ^ p (a?) ' ^ p (a;) 

infinita fra a e 6 resti atta alla integrazione anche riducendola ai suoi valori asso- 
luti, ec. . .,) si avrà T altra formola notevole: 
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<"> '^^-'<'^'tM''f}"^^T^' 



« + 



+ 



?r:f.-jp<"> 



y(«— x , a? , ftn) — ?(«— a; , x , ^^, ) 
G(a) 4- Q,(a) 



da 



che yarrà per gli stessi valori di e; e di £. 

147. Un altra forinola poi si ottiene nel modo aegueute . 

Supposto che p(£) sia una funzione data comunque , ma atta alla integrazione 
insieme a quella dei suoi Talori assoluti per i compreso fra a e 6, si ammetta che per 
la funzione finora indicata con ^x) sia presa una funzione ^ (^,0 che dipende anche 
dal limite superiore i deir integrale corrispondente, pur soddisfacendo sempre fra 
e e ( alle altre condizioni del §. 144; e si cerchi dapprima di determinare la funzione 
f{x) in modo che sia 



(13) 



P(£) 



- p(o = fa 
Jù 



x) ^x ^K)dx 



per tutti i valori di £ fra a e 6. 

Indichiamo perciò con 0(4 , y]) una nuova funzione della variabile 6 e di un altra 
variabile nj; e questa 0(£,if]) considerata come funzione di S sia atta alla integrazione 
insieme alla funzione dei suoi valori assoluti per ogni valore di 7] fra a e 6. Ammet- 
tendo che effettivamente sussista la (13) si vede che si avrà: 

r|p(C)-p(c)j8(€,Ti)«Je=/2(6,il)d€/A*)4<«,€)d«, 

m 

e di qnì, trasformando il secondo membro, sarà facile in molti casi di ottenere il 
valore cercato di f{x) fra a e 6. 

Ricordiamo infatti che per una nota formola di Dirichlet , qaando a e f (jr , y) 
sono finiti, si ha: 



Jra rx ra ra 

J dx I ^x,y)dy= / dy j ^{x,y)dx; 
•^O .^0 -^y 



e sia con un cangiamento di variabili; sia ripetendo la dimostrazione stessa di Diri- 
chlet, si trova anche V altra : 



dxj ?(a?,i/)dy=/ dy ?(a?,y)rfar, 

Je Je •^y-f(^"^) 



^ 
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che vale anche se 7(^, y) diviene infinita nel cajnpo {x y) nd quale si fanno le inte- 
grazioni, purché lo divenga in modo chì^ gli integrali estesi a piccoli spazi lineari o 
superficiali che escludono i punti o le linee d^infinito siano arbitrariamente pìccoli anche 
quando ip(x , y) sì riduce ai suoi valori assoluti ; come avviene ad es. se ^{x , j/) è il 
prodotto di due funzioni una della y e V altra della x che divengono infinite ai limiti 
degli integrali x — (e— e) e d restando però atte alla integrazione anche ridotte ai va- 
lori assoluti, in modo che i contributi degli integrali corrispondenti di queste funzioni 
restino piccoli quanto si vuole qualunque sia il valore deir altra variabile. 
Servendosi di questa formola, la precedente darà luogo alP altrat. 



X 



\(e) - pW j 6(^ ^) d e =yA^) d ^ j ?(^ 1 « 8^ 



quindi se le funzioni ^{x , £) , 0(x , tj) saranno prese in modo che si abbia : 

(U) n^{x , fi) 9(£ , t]) d 6 = [«<ap) v(t]) , 

Jx 

ove ^x) e v('y]) sono nuove funzioni di or e di iq respettivamente, si avrà: 

J\x)if.{x)dx^^^p{p{i)-t^c)]Hi,yi)di; 

e se ^(x) non diverrà zero o infinita per a?^==T], e il secondo membro avrà una deri- 
vata determinata rispetto ad t], allora si avrà , all' infuori di una funzione d' inte- 
grale nullo: 



ovvero : 



I 

\ 

per tutti i valori di a? fra a e fc pei quali v(;p) e jjl(x) pion spno zero , e il secondo 
membro è determinato e finito; talché invergiunente si può ora affermare che quando 
colla funzione data p(£) si riscontri che questo yaloré di f[x) seddisfa alla condizione 
di essere atto alla integrazione fra a e 6 insieme alla funzione dei suoi valori assoluti, 
e si riscputri altiieisì che si ha inversamente U equ^zioue (13) , ovvero : 
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allora pei valori di e; e £ fra i soliti numeri a! e V si avrà la forraola (9) nella quale 
^x) è data dalla equazione precedente e ^pS) è cambiato nelPattuale ^(^,3). 

148. Ora , cambiando per un momento £ in x ^ , P integrale relativo a £ che 

ri 

figura nelle due formole precedenti diviene 1 | (>(a? () — p(c)| %t.ì ^^)ii\ quindi par- 

Jc 

X 

ticolarizzando la funzione p(£) coir ammettere che essa abbia una derivata che è atta 
alla integrazione fra a e 6 anche quando si riduce ai suoi valori assoluti ( ma 
fuori di questa condizione si mantenga ancora arbitraria ), si vede subito che, se si 
possono eseguire le derivazioni rispetto ad x sotto il segno integrale e se 0(£ , .r) non 
è infinita per S=c, sarà: 



L 

dx 



[^rVe,-p<.,U(i,.).e]-jr'l[ti<-)^ffi<-^«].,, 



X 



o anche, eseguendo le derivazioni nel secondo membro, e poi ricambiando nel primo 



termine il Mn — : 

X 



^[^rw>-*>ì««->^^]=-r'^ 



^^di+ 



+/:<^«)-^')ìH['%fM->4[^ 



e 

X 



■r)S 
■) 



di'. 



Of£ x\ £ 
e quindi se 0(S , x) sarà preso in modo che Jl ^ sia ana funzione omogenea di 



grado zero ff - j di i e di x, sarà: 



L[A.£,„_,,„,,.„,]=r.:(e^..,, 



talché si può intanto asserire che quando siano soddisfatte le varie condizioni che 
abbiamo poste in questo e nel paragrafo precedente, dovrà essere: 



^-J-'ìIìx^Xp'^^) «(«•*)«''«' 



restando però ancora a fare le verificazioni opportune per assicurarsi che con questo 
valore di f{;x) viene soddisfatta la condizione (IS). 
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149. Facendo ora astrazione completamente dal metodo che ci ha condotto a 
questa forma di f{x) , e dalle varie condizioni poste per ^x , i) e 0(y , x)^ prendiamo 
senz' altro f{x) sotto la forma : 



f{x) =p 



(y)8(i/,a?)dy 
e 

(cui quella ora trovata si riduce subito cambiando convenientemente la funzione 0); e 
ponendo per sola condizione che ^\y) e 9(y , x) siano prese in modo che per x com- 
preso fra a e 6 questo valore di f{x) abbia un significato e sia atto alla integrazione 
anche riducendolo ai suoi valori assoluti, cerchiamo di soddisfare alla condizione (13). 
Si prenda perciò per (p ( a? , £ ) una funzione che rispetto a x goda an- 
ch* essa della proprietà di essere atta alla integrazione anche quando si riduce ai suoi 
valori assoluti, almeno finché £ ha un valore qualunque fra i soliti numeri a' e 6' . 
Si troverà: 

ri r^ r^ 

ì f{x)^x,i)dx= dx p{y)^x,i)6{y,x)d!f, 

e se alla funzione p'(y) ^pc , S) 0(j/ , x) sarà applicabile la formola di Dirichlet in modo 
che sia: 

ri rx fi ri 

(17) / dx p\y)^{x,i)^(y,x)dif= p'(y)dj//4)(.r,€)0(y,a?)(Jx, 

Jc ^c ./„ jy 



SI avrà : 



j f[^)^^.i)dx^j pXy)utf U{x,i)Q{y,x)dx, 
J Jc Jy 

e se pei valori di y fra e e £, o pei valori che restano in questo intervallo dopo 
escluso un gruppo finito o infinito di punti di prima specie si avrà: 



f 



i^x,i)ò(y,x)dx=\, 

y 



il secondo membro di questa formola si ridurrà appunto a p(£) — p(o), e la 
condizione (13) verrà soddisfatta dal valore scritto sopra per f{x) ; dunque, osservando 
anche che se x(^) * o°a funzione di x tale che coi valori precedenti di f{x) e ^<a?,5) 

il prodotto f{x) )[(a?) e il quoziente ^ * restino atti alla integrazione fra a e 6 e fra 
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cefi anche ridotti ai loro valori assoluti, le funzioni 6(jf ^ x) yj(x) ^ ^ . \ sostituite 

alle primitÌTe 0(y , x) e ^(x , £) Soddisfano come queste alle condizioni che 'qui si richie- 
dono, si potrà ora evidentemente concludere che „ se, pei valori di y e di £ presi 
come gli antichi e e a? fra a' e b\ le ^(y^x) e ^J?, £) sono funzioni che soddisfano 
alla condizione : 

(18) f^{x,i)6(if,x)dx^l; 

Jy 

9 e se p({) e x(^) sono funzioni tali che al prodotto p'(^) ^{x , i) 0{y , x) venga appli- 

^x A 
« cabile la formola (17) di Dirichlet, e al tempo stesso la funzione ^ e raltra: 

(19) m = x(^) fp{y) 6{y,x)dy, 

Je 

, risaltino atte alla integrazione fra cede fra aei respettivamente anche ridotte 
, ai loro valori assoluti, allora la serie: 

(20) / ^"Vt- ^^ Ì A«) ^Ti—rrnrrT^ '^ « + 









\ nella quale /(r) s^ intende definita dalla formola precedente ri9), darà una espressione 
^ analitica di p(£) — p(c) che varrà pei soliti valori di e e £ fra a' e 6' quando si 

. riscontri che la funzione y ]. negli intervalli ( relativi ad a: ) f ra r e £ in cui è 

, finita, è anche continua e fa soltanto un numero finito di oscillazioni, e si riscontri 
9 aìtresi che, pei valori di a? fra e e £ che cadono n^li intorni dei punti dMnfinito di que- 

, sta funzione %^ , la f{x) data dalla (19) è tale che l'integrale / A») "^S^^^^ da 

^•^) Ja ^W + ^i(*) 

9 resta sempre numericamente inferiore a un certo numero finito per ogni valore co- 
„ munque grande di n , . 

150. Supponiamo ora in particolare che le funzioni 0(y , x) e ^x , £) per i compreso 
fra i so'iti numeri a' e 6', e i? e 2/ compresi fra a e ò siano finite e continue, o tuit' al più 
divengano infinite lungo un numero finito di linee come ad es. per y=x^ e per a?=€; ma 
restando atte alla integrazione anche ridotte ai loro valori assoluti, e di più la ^x,£) come 
funzione di x abbia soltanto un uumaro finito di oscillazioni; e oltre a ciò si ammetta 
che pei valori di y compresi fra due numeri ai e 6| presi fra a' e 6' ( a' e b' incl. ) 



221 

la funzione p(y) sia finita e continua e abbia una derivata p'ijf) che resta atta alla 
integrazione fra a^ e 6| anche quando si riduce ai suoi valori assoluti, e quando si 
moltiplica per la funzione 0(y , a:) . Allora pei valori di x fra a| e ft| la f{x) sarà 
certamente finita, e tutte le condizioni del teorema precedente quando e e i sono com- 
presi fra a^ e b^ verranno soddisfatte; quindi, comunque sia preso p'(j/) fuori dell' in- 

rx 
tervallo (a, , 6|) purché però soddisfi alla condizione che P integrale / p'{y)^{y ^x) dy 

resti atto all' integrazione rispetto ad x nell' intiero intervallo (a , 6) anche quando si 
riduce ai valori assoluti, , la serie precedente (20) rappresenterà p(S) — f>(c) per tutti 
« i valori di e e di £ che cadono in queir intervalli (a, , i,) di (a , 6') che non com- 
„ prendono punti d' infinito di p'(y) » • 

151. Di funzioni ^{x ^i) e B{y^x) che soddisfino alla condizione (18) e alle 
altre ora indicate ve ne ha un numero infinito. 

In particolare si può prendere; 

r21ì Ux £N - ^ ^^+^ ^^y Orty r^-'^"P^rc (m+nj/«)* p 

^ ^ ^ ' ^' z (m-f n xy{± ^ ^^x^y '""^y^^f— 2 (m+n x^-^ (± x^ Ty^y-^ ' 

intendendo che in ± £* + x^ e ± a:^ ^ y* i doppi segni debbano prendersi uno + © 
r altro — e in modo che le quantità stesse siano positive ; i numeri p e q debbano 
essere compresi fra e 1 (0 e 1 esci, per /^ ) , e gli altri m od n . debbano esser tali 
che le quantità f/i-f-n£* e m-f-ny* pei valori che si considerano ài i e y non siano 
mai negative, e siano anche sempre diverse da zero quando q è uguale a zero o a 1; 
talché evidentemente si può ora affermare che , la serie: 

(22; ^«^?)'f\ .^i„-./Aw+/"a')T^''t1' :;*;'■"■+ 

, ove in ±6*HFa?' devono prendersi i segni superiori o gli inferiori secondochè 
• S>c o S<(?, e: 

senpff /* V(?/) (»»+H V^y-' , ^ aenpn a» f p' (ay)(OT+Ha«y«)'-<' ^ 



(23) 



a 



^ 8en;?7c r°^ p'(y)(^+ny»)*"i ' _ sen px a«i> r V(«v)(^+na«?;g)^-i' ^^ 

'^*^~ 2(m+na^)^-^Vc («^-y*)*'' ^~2(7n+»a«/-«J^ (l-y«)*-' <^y ^K^^^) 

a 

ScMn2# Cosmolog. T, XVI L 'i9 
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« rappresenta sempre la funzione p<£) — p(<^) P^r tatti i valori ii i e e presi in quelle 
s porzioni (a| , b^) di (a , b') entro le quali p(y) è finita e continua e ammette una 
„ derivata p{y) che resta atta alla integrazione anche ridotta ai valori assoluti, e anche 
9 moltiplicata per le funzioni che figurano sotto gli integrali di fi{a) e di f{a) ,. 

Per m=l , n=0, o m^^O , n=sl questa serie (22) si riduce ad altre assai più 

semplici, specialmente quando si prenda p=q= ~ , 

In queste formole poi a ( ± €*Ti»Vt © a A'^) ® A(*) potremo anche sostituire 
5t(ar) (± £* T x^y , /(a) ^((a) e f^{a) /(a) , ove x(*) * *^*^® ^*^® ^^ funzioni corrispondenti 

~-~- , /(a) x(«) 1 A (a) xC**) festino atte alla integrazione anche ridotte ai valori assoluti 

nei respettivi intervalli nei quali esse vengono considerate; e in certi casi facili a 
riconoscersi potremo anche prendere X(x) in modo da togliere le restrizioni che sopra 
ponemmo pei numeri m e n. 

152. Le varie formole trovate conducono tutte ad altre notevolissime quando 
si parte dagli sviluppi particolari del Gap. IH. o dalle funzioni corrispondenti 

Così ad es. partendo dallo sviluppo (9), del §. 58 e valendosi ora della serie (9), 
del §. 145 si ottiene la seguente : 

1 /S rb I 00 fw ri 



con 



rb 

Pn 1 f = Ph , . / /(a?) F{x) Hn,,{x) dx {p^t cost. ) ; 

Ja 



ri 

questa, se / f{x) ^^x) «te =(&({) — p(c), rappresenta la funzione finita e continua p(6)— p(<?) 



pei soliti valori di e e £ fra a' e 6' in serie di funzioni / ^x)E^^^{x)dx tutte le volte 

Jc 

che f{T) e ^x) soddisfano alle condizioni del §. 145, e quindi in particolare quando 

queste funzioni f(x) e ^x) fra a e 6' non divengono infinite insieme e sono atte alla 

integrazione anche ridotte ai valori assoluti , e di più ^x) negli intervalli in cui à 

finita è anche continua e fa soltanto un numero finito di oscillazioni. 

Valendosi invece delle serie particolari (10), (11) e (12) si ottengono gli altri 

sviluppi notevoli : 
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I 1 r^ r* 1 00 w ri 



nei quali si ha respettivamente : 



Ja 



e questi senrono pure a rappresentare una funzione finita e continua p(£) — ^(c) in 
serie di funzioni 

j^{x) H„.(x) d X , JpXx) EU^) dx, y^ ^j H„,.(a?) d x 

pei soliti valori di 6 e (? fra a' e &', nell* ipotesi che p{x) fra e e £ abbia una deri- 
vata determinata. 

Qui però giova supporre che la derivata di p(x) nel caso del secondo sviluppo, 
e quella di log p{x) nel caso del terzo siano atte alla integrazione anche ridotte ai loro 
valori assoluti, e negli intervalli in cui sono finite siano anche continue e con un nu- 
mero finito di oscillazioni. Pel primo sviluppo poi le condizioni che qui si hanno per 

ù(x) 
la derivata di p(x) o di logp(a?) fra e e 6 devono aversi per ^(a?), e di più jj-. deve 

essere atta alla integrazione fra a e 6 anche ridotta ai suoi valori assoluti , a non 
deve divenire infinita fra e e i nei punti in cui lo diviene ^x). 

Valendosi infine dello sviluppo (22), colPintrodurvi anche la funzione /(a?) come 
si disse in fine del paragrafo precedente, si trova lo sviluppo: 

,,,, (»±j2!_|^ ^„^„.,.;,;^^^^,., [X«')+i a4(«- -'^'"+ 

.PCD m ri 



_^(_m + 
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ove: 



•»!• **== ?«>• 



J A(«) -f y^») 1 F(a) H„^a) dai 



essendo 







a 









a 



e questi sviluppi, nei quali in (± £* T aj^ devono prendersi i segni superiori o gli in- 
feriori secondochè 6>c o £<c, rappresentano p(S)— r>(c) per tutti i valori di £ e e com- 
presi in quegli intervalli fra i soliti numeri a' e V nei quali p{y) ha una derivata che 
resta atta alla integrazione anche quando si riduce ai valori assoluti, e quando si mol- 
tiplica per le funzioni che sono sotto gli integrali di Ha) e di /"/a); supposto inoltre che 
anche pei valori di a fuori di questi intervalli i valori di fio) e /",(«) siano essi pure 
atti alla integrazione anche ridotti ai .alori assoluti, e lo stesso accada fra e e £ delle 

funzioni (fn^nxy-i{x)(± J« 4: x^ \p' ^°°^® ^^ ^^®®® **'* ^°® *®^ paragrafo precedente. 

153. Gli sviluppi ora indicati si ottengono tutti in sostanza da quelli del Cap. V, 
eseguendo una integrazione fra e e € sopra i varii termini dopo averli moltiplicati per 
la funzione corrispondente ^or) o ^^a? , € ) , e variando i coefficienti che allora si ave- 
vano col sostituire all' antica f{x) di quel Capitolo la funzione che le corrisponde nei 
varii sviluppi. 

Si hanno così nuove rappresentazioni analitiche delle funzioni p'i) che sono 
finite e continue e ammettono una derivata nelP intervallo nel quale vogliono rappre- 
sentarsi; e queste nuove rappresentazioni si ottengono con facilità dalle antiche, e sono 

per serie di funzioni speciali / f^{cc) H„,.(ir)d.r ^{x , Q H.,„ (x) dx. 

Fra queste nuove rappresentazioni di f<€) sono assai notevoli le seguenti: 

<28) p(±0) + g-ao / ^x) rfx+ y/a. y ^{^) cos X., x dxJ^h, f^{x) sen XnXdx\ 

ove le X, , Xg , . . , Xn , . . , gono le radici reali e positive della equazione 
¥{z) cos 71 ar + F^{z) sen n 2=0 , o dell' altra F(^) cos :c « + F,(y) sen tc z -{- ì\{^) = 
considerate nel Cap. V, e i coefficienti a, , a^ 1 e &„ vengono dati dalle formole (54) 
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(55) del §. 81 o dalle analoghe del §. 86. quando in esse per f{x) sia posto yy-^. 

E queste naove rappresentazioni, nelle quali in p(+0) si deve prendere il segno supe- 
riore o r inferiore secondochè i è positivo o negativo, valgono fra — *7r e ir o f n^ 

— -^ e 9 ^ gli estr. al più esci. ) secondochè le Xm appartengono alla prima o alla 

seconda delle equazioni scritte sopra; e in esse (|)(.r) pub anche particolarizzarsi come 

nel paragrafo precedente prendendo ^{x) = p{x) , o ^x) = - — r^ , ec. 

pia?) 

154. Però i nuovi sviluppi perticolari più notevoli sono quelli cui dà luogo 

la serie (26). 

•e 



Questi sviluppi procedono per funzioni K„,, (€) = (m+w£*)' i . %g!L ' ^ 



ove X(x) è ; — ; jr — 7-;; e moltiplicando, come talvolta torna comodo, i varii loro 

termini per una funzione qualsiasi 0(£), procedono per funzioni 0(C) Kn,« {i\ dando però 
allora lo sviluppo di [ K^) — p(<?) ] 6(S) , invece di quelli di p(£) — p(c), a meno che, 
introducendo questa funzione O(^) nei valori (27) di f^{oL) e /(a), non si prendano 
questi sotto la forma : 

*^ ^ 2(M+na*) J^ ^ (ay)(y — 1) ' v — / 



a 
(29) 



OC 

^8ei iptca»X( at) f' p'(«y)Q(«l/)-[p(«y)~p(c)]Q'(«y) (^ . „ „, , 
'^^*^ 2(t»+n««) 1 9'(a y) (p«-y*)»-^ ^"*^ ' ^ 



a 

nel qual caso d^nno ancora lo sviluppo di p(£) — p(c) . 

155. Ora è degno di nota jché se le funzioni Hm,«(^) o \{x) H„,c(a;) soddisfano 

ad una certa equazione differenziale del second' ordine, anche le K^,t(£) o 6(£) KM,f(£) 
soddisfano ad un altra equazione differenziale pure del second' ordine) la cui forma pu^ 

farsi variare moltissimo profittando dtlla tanta indeterminazione cha ai ha in 0($), 
e nei numeri m ^ n q p , 

Indichiamo infatti per semplicità con Tl{x) la funzione \{x)H^^f{x\ e con K(£) 

«^—1 TÉ H(:p) d X 
V altra 5 / - — .\i. ^,, che non è altro che la funzione fi(6) K^,! ({) pel caso pa^^ 
J^ (±£*Tic*)' 

ticolare di 9(€) = , — \ — sr« • 



Si avrà: 
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1 

e quindi sarà: 

Km e me) ^^ I r^IIiilil*- 









e 

r 



Ma integrando per parti in EX£) ri ha anche : 

^ ^'(«^ - (±^7 ± 2(r?) ^'^''^ ^^ ^ ^ ''•^*"" ^ 2(T^)/H"<*X±€'T»0-'*r , 
e di qni derivando si ottiene; 

ovvero : 

donde moltiplicando quest* ultima equazione per A , e i valori precedenti di 
E"(e) , K\i) e K(e) per B eV 2 G £ e D, con A , B , G , D;, costanti qualunque, e poi 
sommando, si vede subito che se H(x) o X(x) Kn^x) soddisfarà aUa equazione di 
second* ordine: 

(30) (A +.B a?») H"(^) + 2 C « H'(x) + D E{x) = o , 
la funzione E(£) soddisfarà all'altra: 

(31) (A+B ?) K'Xi) + 2 l^^ilp^ + C «] K'(€) + D K (5) = FU) . 
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ove: 

(A4-Bc«)€«i'-« 



(82; P(e_<a(.)(T(.^^.+B«.[J^]'+j^y+HW 



{±i^c\P 



talclià nel caso particolare in cui cR{c% e H.'{e): sono ugnali a zero, E(Q viene a sod- 
disfare alla equazione: 

(33) (A+B €«) K'Xe) + 2 r^^lpe) + C ì\k\ì) + D K(5) = . 

Posto poi ^5)'='57fiw — . ea.p i basta ora osservare che si ha K(£)=i(?)9(5)K(f)» 

per veder subito che quando le Hn,«(^) o X(x) Hn,«(x) soddisfano alla (30) , la equazione 
differenziale cui soddisfano le funzioni generali 0(£)Em,«(£), che qui indicheremo con 
K| (£), è la seguente : 

(34) (A+B€«) t K", + 2[(A+B 4«) t' + j^^^^-Csj t J K', + [(A-f B fi») r" + 

ove F(£) è ancora dato dalla (32), di modo che se e H(c) e W{c) o A-fBc* sono zero, 
la equazione cui soddisfa la funzione generale K|(£) viene ad essere la seguente: 

(35) (A+B S») t K", + 2r(A+B 6») t' + j^^^ + C «j e ] K\ + [ (A+B fi») t" + 

+ 2[A(l^) + Cfi}t' + DtlK,-0. 

156. Queste particolarità sono quelle che rendono interessanti gii sviluppi 

(36) ^-^^^^«(«/^(^^[jT A(«)+jrV)i?^^ |p.jfc.,.(a 



ove: 



K. (.) = (fi) (m+n fi«)r J^ '^(i^y^^'' 



e /",(«) e /(a) sono date dalle (27) o dalle (29) secondochè si tqoI rappresentare con 
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essi la funzione [ p(6) — p(<?) ] 0(6) o la p(€) — p(r) ; giacché si poò ora affermare che 
se per gli sviluppi da cui si parte le funzioni Hm,« {x) o le altre ì^x) H«,« (x) soddi- 
sfano alla equazione differenziale (30), questi nuovi sviluppi (86) saranno per funzioni 

A'n,f (£) che nel caso particolare di 0(£) t= - — ^ soddisfaranno alla (31) e in ge- 

nerale soddisfaranno alla equazione (34) ove t(£)= ttttt — i — s^ > ® quando cH(c), e H (e) 

o A-j-B e* siano zero soddisfaranno alle equazioni più semplici ( 33, o (35 ) • 

Particolarizzando dunque col supporre che gli sviluppi da cui si parte siano 
quelli trigonometrici per soli coseni del §. 80. 

1 *^ 

2 «0 + 2 ^" ^^^ ^ ^' 

o gli altri simili che vengono da quelli del §. 84. quando vi si suppone f{x)=^f{ — x), 
e nei primi dei quali le X^ sono le radici reali della solita equazione trascendente: 

(37) F{z) cos « « + F|(*) senic 2r :=« , 
e nei secondi sono le radici del? altra: 

(38) F{z) cos ic 2? + F|(z) sen « ar + Fj(«) = 0, 

basterà prendere X(a?) = 1 o X{x) = (w+itr*)"* , c=0 , H^ «» cos X« a? per trovar subito 
che quando £èfraOeic(9cal più esci. ) nel caso della prima equazione, ed è fra 

e ~ f ^ al più esci. ) nel caso della seconda, si hanno per [ p(€) — p(0)] 8(6) o per 
p(€) — p(0) gli sv luppi seguenti : 

(39) - «oj^ (T^IiV+« ^«-*^('^ 



ove 



K{i) = 0(5) (m+» e»)' j ^^ dx, 



e le 00 e a^ pel caso della equazione (37) vengono determinate dalle formole : 



(40) 



«-^[FXòTFwir^^^'^' 



-\fXK) F,(X,)-F,'(X.) F(X,)+ k P(X,) + «FAM VO^ ^ cos X, * da., 
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e pel caso della (38) vengono determinate dalle altre 

n 

I 






\J F,(X,)co8«X,-F(X,)8eintX, l T" , , , 

ove le parentesi quadre coir indice zero indicano che delle quantità in esse racchiuse 
deve prendersi soltanto la parte reale ; e f{x) è determinato dalla equazione : 

(42) AA -= 5=^ r P'(^y)(».+ny-'' ^ 

o deir altra: 

secondochè lo sviluppo deve rappresentare [p(0 — p(0)] 8(5) o p(6) — p(0). 

E siccome in questo caso le funzioni H(2:) == \{x) ¥iJ^x) vengono a soddisfare 
alla equazione H" -f" ^n I^ = che corrisponde al caso in cui nella (30) sia fatto 
A=l, B=6=0, P=\,S e oltre a ciò si ha e H(c) ==3 H'(c) = 0, si vede subito che 

le attuali funzioni &«(?) nel caso di 9(4) = 7 — ; — =5— soddisfano alla equazione: 

(44) r. + ?^l=^^*', + X«,Ar, = 0, 
e nel caso di 9(4) qualunque soddisfano invece all'altra: 

(45) tr. + 2[T'+^:?t]*', + [t" + ^fcP)r' + X»„t]A:.=.0, 

talché si hanno così , sviluppi delle funzioni arbitrarie [p(£) — p(0)] 6(€); o (>(€) — p(0), 
s che procedono per integrali di queste equazioni (44) o (45), tutte le volte che p(i) 

9 e 0(i) sono finite e continue fra e ir o fra e x- , e ammettono una derivata che 

_f, resta atta alla integrazione anche ridotta ai valori assoluti „\ e (come in tutti gli 

altri casi ) nclV ultima equazione si ha t({) = -77— ; — tt—-, . 

e(c)(m+nS*), 

Osserviamo poi che nel caso particolare di 6(£)== > ■ o t«=l,A:„ viene ad 

%eienu Cosmolog. T. XVIL 30 
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essere il valore k{\^ i) di uno degli integrali k{i) della equazione : 

e k"{i) + 2(i-/>) k\i) + i m = 

che è quella delle funzioni P^ del Gap. V per v=^ — p; e siccome si ha ora; 



* cos X^ X , / * cos \^it dt 



'•'«-''-'Iw^'-/c 



^ 



sarà : 






kii) 

donde si vede che k{i) è una funzione intera di £, e per i=0 si riduce all' integrale 

1 cit sfuTCp ^) 

I Ti — Ti-» che non è altro che la funzione Euleriana B( J»»— }) o - — z—-- — —; 
'q (1— <*/ "^ r{p) 

dunque, osservando che le funzioni 'Py(£) per £=0 sono uguali ad 1, si vede che bì 
avrà A(«) = ^^^^pi^ P^_, (€), e gli sviluppi 



X 



^Jo Vi- 



^+^^a.Ar.(0 



cui si riducono i (39) nel caso di 0(S) = - — -- — r^ saranno sviluppi per funzioni 
Pf 0'(Xn£)ì talché si può ora concludere che „ se p(£) è una funzione ch<^ fra e :c 

jp o fra e ^ ammette una derivata p*{^) che è atta alP integrazione anche ridotta 

„ ai valori assoluti , la funzione p(£) — p(0) per i valori di £ in questi intervalli 
^ ( gli estremi al più esci. ) potrà rappresentarsi per una serie di funzioni Pv ( X^ O 
, della forma: 

«'o 4 i a'« P. (X„ €) 
» ove 

' r(v) _ 2 r(v) 

„ essendo le a^ e a,» i coefficienti dati dalle formole (40) o (41) nei quali f{x) è de- 
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, terminata ancora dalle (43) ove sia fatto jp={ — v, 6(£)=7~"x — gf \ì»ìv i ® essendo 

„ "kn le radici positive delle solite equazioni (37) o (38) e — 4<^v<[J„. 

Quando f(x) si prenda come determinato dalla (42) invece che dalla (43) 

facendovi sempre p = { — v , fi(S» •= M\i-.av i '^ sviluppo precedente rappresenterà 

Sostituendo alle P^ («) le loro espressioni A sr''* ly (^) per funzioni di Bessel, , si 
. hanno dunque così nuovi sviluppi per funzioni P^ ( X„,5 ) e per funzioni L ( X„ £ ) , 
9 per V compreso fra — J e J (± 4 esci. ), ove le X^ sono le radici positive delle 
solite equazioni (37) o (38) ,e restano così estesi i resultati dei §§. 

In particolare supponendo che la equazione (37) si riduca alP altra sen n z = 

degli sviluppi di Fourier, si hanno sviluppi di p(?) — p(0) o di p(S) — p(0)7 — ; — .... ^^ 
per funzioni Py ( n £), che sono della forma : 

1 



ove 



r(v) Ci ,. , 2 r(v) n ^ ^ ^ 

con /\x) determinato ancora come precedentemente, per modo che in particolare quando 
wi=l , n=0 si ha 

pel caso dello sviluppo relativo a p(€) — p(0), e 

cosvica-*-»* r^p{xy)dx 
2 Jo (l-y«)^ * 

pel caso dello sviluppo relativo a | p(S) — p(0) j S""'* ; e questi per v— si riducono a 
un solo che è quello di p(S) — p(0) per funzioni di Bessel Io( w £ ) dato dal Sig. 
Schlomilch . 
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